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Esipuhe

Tamé& moniste perustuu Helsingin, Toronton ja Jyviskyldn yliopistoissa 1980-
ja 1990-lukujen mittaan useaan kertaan pitdmiimme tietotekniikan laudatur-
peruskurssitasoisiin algoritmitekniikan luentoihin. Luentojen késittelemé asia-
kokonaisuus on kansainvélisesti jokseenkin vakiintunut, esikuvanaan Ahon,
Hopcroftin ja Ullmanin klassikkoteos “The Design and Analysis of Computer
Algorithms” vuodelta 1974. Algoritmien suunnittelun ja analyysin menetel-
mid on toki vuosien mittaan tullut lisda, esimerkkeiné vaikkapa tdssikin mo-
nisteessa kasitellyt itsejirjestyvit tietorakenteet ja algoritmien tasattu ana-
lyysi, mutta tietty tekniikoiden ydinjoukko on osoittanut pysyvyytensi. Kes-
keinen osa tdmaénkin monisteen algoritmeista, analyyseista ja esimerkeisté
periytyy tuosta Ahon, Hopcroftin ja Ullmanin kirjasta sekd samaa aihepiirié,
kasittelevistd suomenkielisestd kisikirjoituksesta “Algoritmien suunnittelu ja
analyysi” (Orponen, Tarhio & Ukkonen 1992).

Jyviaskylan yliopistossa tdmén monisteen mukaiset algoritmitekniikan opin-
not siséltyvat kolmen opintoviikon laajuiseen tietotekniikan valinnaiseen lau-
daturkurssiin, jonka sen valinneet opiskelijat tyypillisesti suorittavat kolman-
tena opintovuonnaan. T&td ennen he ovat jo toisen vuoden cum laude -
tasoisilla kursseilla tutustuneet tavanomaisiin perustietorakenteisiin (pinot,
jonot, puut, verkot) kurssilla “Tietorakenteet ja algoritmit 1”7 (3 ov) seki ylei-
siin algoritmien suunnitteluperiaatteisiin (osittaminen, taulukointi, “ahneus”,
peruutus jne.) kurssilla “Tietorakenteet ja algoritmit 2”7 (2 ov).

Nyt késilld olevan monisteen luvut 1-5 ovat pdfosin ensimmadisen tekijan
(PO) ja luku 6 toisen tekijan (JE) kisialaa. Suurimman osan monisteen ras-
kaasta IATEX-puhtaaksikirjoitustydstd on kesien 1999 ja 2000 aikana suorit-
tanut fil. yo Tuukka Tawast, mistd hénelle suurkiitos. Painokuntoon tekstin
on viimeistellyt JE.

Jyvaskylassd, 15.11.2000
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Luku 1

Algoritmien
analyysimenetelmia

1.1 TIteratiivisten algoritmien analysointi

Esimerkki: lisgyslajittelu.

Algoritmi (pseudo - Pascal)

1.procedure insertsort (A[l..n]);
2. for i := 2 ton do
3. begin z := Afi]; j :=i—1;

4. while j > 0 and z < A[j] do
5. begin A[j + 1] := A[j];

6. ji=j—1

7. end;

8. Alj+1] ==

9.end.

Pahimman tapauksen aikavaativuusanalyysi:
Analysoidaan silmukat siséltd ulospéin:
T5-6 (n,i,7) < c1 |vain alkeisoperaatioital

Ty 7 (n,i) < ca2+ (1 —1)cy |alustus + enintdén (¢ — 1) sisemmaén silmukan
kierrosta]



2 LUKU 1. ALGORITMIEN ANALYYSIMENETELMIA

T3_9 (n,i) < cg+ca+(i—1)cy [e3 ~ rivin 3 alkeisoperaatioiden kustannus]
n
Tyg(n) < ca+ 2(03 +c+ (i — 1))
i=2

=c+(n—1)(cs+c2)+c Z(’L -1)
i=2

< cn—l—%n(n—l) = O(n?).

1.2 Aikavaativuuden analysointisaantoji

Sovellettava harkiten.

Merkitaan: T(P) = algoritmin P aikavaativuus.

e T(x := e) = vakio, T'(read x) = vakio, T(write x) = vakio

Poikkeuksia: Rakenteisten muuttujien kisittely voi vaatia enemmén
aikaa. Samoin, jos lauseke e siséltdéd proseduurikutsuja.

° T(Sl;SQ;...;Sk) = T(Sl)++T(Sk) = O(maX{T(Sl),,T(Sk)})

e T(if P then S; else S2)

_JT(P)+T(S1) josP = true
| T(P)+T(Sy) jos P = false
e T(while P do S) = vakio + suorituskertojen lkm - (T(P)+T(S))

Sisdkkaisia silmukoita analysoidessa edetdén siséltd ulospain. Talléin ulom-
pien silmukoiden ohjausmuuttujat (yms.) ovat sisempien silmukoiden ana-
lyysin parametreja.

1.3 Rekursiivisten algoritmien analysointi
Esimerkki: Lomituslajittelu.

Algoritmi: Aikavaativuus

procedure mergesort (A[l..n]); T(n) yht.
if n=1 then return 0(1)
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else begin
tarvitaan aputaulukot U[l...|n/2]], V[1...[n/2]]:

U:=A[l...[n/2]]; O(n/2)=0(n)
V= Aln/2]|+1...n]; O(n/2)=0(n)
mergesort(U); T(|n/2])
mergesort(V); T([n/21)
merge(U, V, A); O(n)

end.

procedure merge (U[1..k], V[1..1], A[1..n]);
{lomittaa lajitellut taulukot U, V taulukkoon A ajassa O(n)}
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd n on kahden potenssi.

Algoritmin aikavaativuuden analysointi johtaa talloin seuraavaan rekursio-
t. differenssiyhtaloon:

1 ,kunn =1

T(n) < 2T (E) + con Jkun n > 2(so. n = 2F, k > 0)
= 2 <~

rek kvutsut muu laskenta

Yhtalo voidaan ratkaista naiivisti purkamalla:

Oletetaan n > 2; t&lloin

T(n) < 2T (%) + con
22T (2) +co- 2) +con = AT (2) +2con

(3) +i-cm

2log2n . T (1) + logam - can
cin + ca n logan = O(n logan)

VAR VAN VANR VANRVANR VAN
N
N

Eris kiyttokelpoinen yleistys

Tarkastellaan rekursioyhtdl6itd muotoa

(*) T(l) = C
T(n) = aT(%)+d(n), kunn=>0" b=1,2,.,

Puretaan yhtdlo, kun n = bF, k> 1:
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T(n) = T(b*)

aT(b"1) + d(b)

= a(aT(t""2) + d(b*~1)) + d(bF)

a’T(bF=2) + ad(bF~1) + d(b*)

a?(aT(bF3) + ad(b¥~2)) + ad(BF 1) + d(b¥)
a3T (b5 3) + a?d(bF2) + ad(b* 1) + d(bF)

2—1 k—1
=a' T + ) ald(tF) = =a"T(1) + ) /d(br)
7=0 7=0
k—1 _ _
= cra + ]2_:0 ald(b"7)

homog. osa = cyntogse

epdahomog. osa

Tarkastellaan erityisesti térkedd erityistapausta d(r) = c¢r®. Talléin saa-
daan:
k—1
T(n) = cia® + ) d?d(b*7)
j=0
k—1
= c1a® + Z a’ - chk—d
j=0

k-1

a .

= c1a® + cb** Z(b—a)J
=0

Oletetaan a # b*:

ek _ 1
= c1a® + cb** - 7(”‘;)
a1
alc_bak
=ca" +c-——r |k = logsn
-1
logpn __ balogbn
a
= a9 4 c. n
a1
_ logpa a -1 logpa «a
= ¢1n'% —I—c-(b—a—l) - (n*9%® — %)

Lause. Rekursioyhtélon

{T(l) —¢ >0

T(n) =aT(})+cn®*kunn="0Fk=1,2,.

ratkaisun kertaluokka on:
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1. T(n) = 6(n'%%), jos a > b* tai ¢ = 0;
2. T(n) = 0(n%),jos a < b* ja c # 0;

3. T(n) = 0(n%log n),jos a =>b* ja c # 0;

Todistus.

Kohdat 1 ja 2 seuraavat suoraan laskun tuloksesta. Kohdassa 3 saadaan:

T(n) = c1a® + b - k = c1b°F + b - k = c1n® + en®logyn. O

1.4 Algoritmien keskimiaraisen vaativuuden ana-
lysointi

Palautetaan mieliin keskimé#éréisen vaativuuden mééritelmé (tarkastellaan
téssd vain aikavaativuutta):

Tyve(n) = Z pn(z) - T'(x),

|z|=n

missé p,, (z) on n:n kokoisten tapausten todenn#koisyys ja T'(x) on algoritmin
vaativuus syotteelld x.

Tyypillisesti algoritmin vaativuus ei riipu syotteen x kaikista yksityiskohdis-
ta, vaan sen jonkin ominaisuuden (joidenkin ominaisuuksien) arvosta (ar-
voista) k(z),T(z) = T(k(x)). Talloin keskiméériisen tapauksen analysointi
voidaan osittaa:

Tave(n) = ZP(k(w) = k) : T(k)a
k

so. analysoidaan erikseen algoritmin vaativuus parametrin arvolla k ja to-
denndkdisyys, ettd satunnainen sydte antaa arvon k.

Esimerkki: Lisdyslajittelu

procedure insertsort (A[l..n]);
fori:=2tondo
begin x := Ali]; j := i-I;
while j > 0 and x < Alj| do
begin Alj+1] := A[jl;
= e
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end;

Alj+1] =x
end.
Analyysi:

Syétteiden jakauma: Oletetaan, ettd syotetaulukon A[1..n] alkiot ovat kaikki
erisuuruisia, ja ettd alkioiden kaikki jérjestykset (permutaatiot) ovat yhtd
todennakoisia.

Merkitaan:

P(i,k) = todennikéisyys, ettd kun ulommalla silmukka-
muuttujalla on arvo i, sisempi silmukka (rivit 5-6) suoritetaan k kertaa.

Algoritmin keskiméaardinen vaativuus on télloin (joillakin ¢y, ¢, c3)

n i—1
T(we(n) =c + Z(CZ + ZP(Zak) : kC3)
=2 k=0

n 1—1

:cl+(n—1)02+C3ZZP(i,k)-k

1=2 k=0

Havaitaan, ettd taulukon alkiota A[i] = z tarkasteltaessa ovat alkiot A[1],...,
Ali — 1] jo jarjestyksessd, ja

P(i, k) = todennikdisyys, ettd joukossa A[l..i — 1] on k
kpl x:44 suurempia alkioita.

Jakaumaoletuksesta seuraa, ettd P(i, k) on sama kaikille

Keskimiiriinen vaativuus on siten
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n 1—1
k
Tave(n) =c1+ (n — 1)y + c3 ZZ "
1=2 k=0
n 1 1—1
:c1+(n—1)02+03222k
1=2 k=0
" 1
=C1+(n—1)02+032—'§i(1—1)
1=2
c n—1
—Cl+(n—1)c2+§z
=1
c3
=+ (n—1c+ —n(n—1)

Lisgyslajittelu on siis (tarkastellun jakaumaoletuksen vallitessa) keskim&a-
raiseltdkin kiyttaytymiseltdan nelidllinen algoritmi.

Esimerkki: Pikalajittelu (Quicksort) (alkiot erisuuruisia)
Syote: Taulukko A[1..n] (tapauksen koko = n)
Tulos: Taulukko A[I..n] lajiteltuna nousevaan jérjestykseen.

Idea: Proseduurikutsu quicksort(i, j) lajittelee osataulukon Ali..j] seuraavasti:

1. Valitse jokin jakoalkio v taulukosta Ali..j]

2. Jarjesta Ali..j| s.e. jollakin k:
- v:td pienemmaét alkiot tulevat osataulukkoon A[i..k-1]
- v:td suuremmat tai yhtd suuret alkiot tulevat osataulukkoon A[k..j|

3. Kutsu quicksort(i, k-1) ja quicksort(k, j)

Jakoalkio pitéisi valita siten, ettd taulukko puolittuu mahdollisimman tasai-
sesti. Valinta taytyy kuitenkin tehdd nopeasti. Mahdollisuuksia:

1. Satunnainen valinta.

2. Selataan taulukon alusta kunnes on 16ydetty kaksi eri arvoa. Suurempi
valitaan.

Seuraavassa tarkastellaan valintaperiaatetta 2.

Algoritmi(t):
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function partition (i, j, v);
{Jarjestad taulukon Ali..j| siten, ettd
alkiot <v tulevat osaan Ali..k-1| ja
alkiot >v tulevat osaan Alk..j|.
Palauttaa arvon k.}

while A[l] < v do I:=I+1;

while A[r] > v do ri=r-1;

if | < r then

begin t:=A[l];A[l]:=A[r];A[r]:=t end

begin
I=i;
r:=jj
while I < r do
begin
end;
return |
end;

procedure quicksort (i, j);

if i < j then
begin

v:= pivot(l, j);

k:= partition(i, j, v);
quicksort (i, k-1);
quicksort(k, j)

end.

Analyysi:

(a) Viite: Operaation partition(i, j, v) aikavaativuus on O(j-i).
Perustelu: Olkoon k kutsun partition(i, j, v) palauttama arvo. Jokai-
sen silmukan "while I < r do..."suorituskerralla 1 kasvaa tai r pie-
nenee tai molemmat. Toisaalta I kasvaa ¢ — k ja r pienenee j —
k — 1, joten operaatio "I:=I+41"suoritetaan k-i kertaa ja operaatio
"r:=r+1"suoritetaan j-k+1 kertaa, yhteensd j-i+1 kertaa. Alkioiden
vaihto A[l] <> A[r] suoritetaan < min{k-i, j-k+1} kertaa. Kaikkiaan
siis O(j-i) operaatiota.[]

(b) Viite: Jakoalkion valinta pivot(i, j) voidaan toteuttaa ajassa O(j-i).
Perustelu: HT.O

Tehd&ddn sitten syotteestd seuraava jakaumaoletus:
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(*)Taulukon A[I..n] alkiot ovat kaikki erisuuria, ja kaikki A:n jérjes-
tykset ovat yhtéd todennakoisia.

(Huom. T4ll6in on aina pivot(i, j) = max{Al[i], A[i+1]}.)
(¢) Viite: Jakaumaoletuksen (*) vallitessa on algoritmin quicksort(1, n)
keskiméadrdinen aikavaativuus luokkaa O(n log n).

Huom. Algoritmin pahimman tapauksen aikavaativuus on Q(n?) (Tod.
HT.)

Perustelu: Merkitdin

P(k) = todennékoisyys, ettd valittu jakoalkio v =
pivot(1, n) on taulukon kmneksi pienin alkio (k > 2):

T4ll6in saadaan aikavaativuudelle T(n) = Tyye(n) palautuskaava:

T(n) Scla n=1

T(n) < iP(k) (Tk-1)+T(n—k+1)) +con, n>2
k=2

Jakaumaoletuksen ja valitun jakoalkion mé#éritystavan takia on

P(k) = Pr(A[1] k:mnneksi pienin ja A[2] < A[1])

+ Pr(A[2] Fk:mneksi pienin ja A[1] < A[2])
1 k-1 1 k-1 2(k-1)
n n—1 ﬁ'n—lzn(n—l)

Tapauksessa n > 2 saadaan siis:
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T(n) < %(T(k—l)—l—T(n—k—kl))—l—czn
k=2
n—1
_ ﬁ S K(T(R) + T(n — k) + con

A3 T
HH

2
:7n(n—1) kEkT +ZkT n—k)+con

2
:mng +Zn— ) + con

= n(nZ_ 3 ZnT(k) + con

| o

-
= =1 T(k) + can
" k=1

Jos siis maritelldén funktio T'(n) rekursioyhtalolli

(k) +n, n>2

k=1

niin kaikilla n on T(n) < ¢ T'(n), missi ¢ = max{cy,co}.

Ratkaistaan rekursioyhtédlé "historian eliminoinnilla":

n—1
(n—1)T(n)=2Y T(k)+n(n—1)
k=1
n—2
(n—2)T(n—-1)=2Y Tk) +(n—1)(n—2)
k=1

(n=1Tn)—(n-2)TMn—-1)=2T(n—1)+2(n—1)

T(n) = mT(n —1)+2.

/\

Lasku voidaan nyt viedd loppuun yksinkertaisesti purkamalla
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N n -

T = T(n—1 2
(n) = —T(n-1)+

—1 .

S L S T(n—2) +2) +2

n—1"n-—

n

n ~
= ——T(n—-2)+2( +1)
n—2 n—1

n—2 . n n
T(n—3 2)+2 —
(n—3)+2) + 2"+ 1)

1 1
+)

n

n
_n—2(

= " P(n—3)+2n(
n—3

n—3

n—2+n—1

+...+

=nT'(1) + 2n(% + )

=n+2n(H, — 1),

1
n

[SCRE

missd H,, on harmonisen sarjan 1+ % + % +. .. n:s osasumma. Tunnetusti
on

H, =Ilnn+06(1)

joten

T(n) = 2n In n + O(n),

ja siten myos T'(n) = ©(n log n).O

1.5 Tasattu vaativuus (amortized complexity)

Idea: Tarkastellaan yksittdisten operaatioiden kustannusten sijaan pitkien
toimenpidejonojen kustannuksia. Pitkissd jonoissa saattavat (esim. tietora-
kenteen muuttumisen takia) kalliit operaatiot olla harvinaisia. Tasataan kus-
tannukset siten, ettd halvoilta operaatioilta otetaan aikaa "sddstoon'"kalliita
varten.

Esimerkki: Bindarilaskuri.

Tarkastellaan taulukossa A[0..k| toteutetun bindérilaskurin kasvattamista
(A[0] véhiten merkitsevd bitti):

procedure inc(A|0..k|)
begin i:=0;



12 LUKU 1. ALGORITMIEN ANALYYSIMENETELMIA

while i < k and A[i]=1 do
begin Ali|:=0; i:=i+1 end;
if Ali|=0 then A[i]:=1
else OVERFLOW
end.

Miké on n perédkkiisen inc-operaation kustannus?
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd aluksi A = 0 ja n < 2*.

Naiivi arvio: kunkin operaation kustannus on verrannollinen sen muuttamien
bittien méédrdén, joka on pahimmassa tapauksessa O(k). Siis n operaation
kustannus on O(nk).

Tasatun vaativuuden kdytto: kohdat 1.5.1 ja 1.5.2.

1.5.1 Kokonaiskustannusmenetelma3

Tarkastellaan koko operaatiojonon kustannusta, otetaan erityisesti huomioon
operaatioiden vaikutukset tietorakenteisiin.

Usein on edullista laskea kustannukset operaatioiden suoritusten sijaan tie-
torakenteiden muutoksista. (~ summausjérjestyksen vaihto)

Esimerkki bindérilaskuri: "laskutetaan"kutakin bittid A[i] sen arvon muut-
tuessa. Koko jonon kustannus on talléin = bittien laskujen loppusumma.

Kuvaannollisesti: Jos merkitdan

COST(j) = jmnen inc-operaation kustannus, j=1,..,n
CHARGE(i) = bitin A[i] kokonaislasku, i= 0,..,k

niin
n k
TOTAL(n) =Y _COST(j) = >  CHARGE().
j=1 =0

Esimerkki: k=3, n=8:
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—1
A: 3 2 1 0 COST(j)
0 0 0 O -
J 0 0 0 1 1
A 00 1 0 2
0 0 1 1 1
01 0 0 3
01 0 1 1
01 1 0 2
01 1 1 1
1 000 4
CHARGE(i) 1 2 4 8 > =15

Havaitaan, ettd n perdkkaisessé inc-operaatiossa:

bitin A[0] arvo vaihtuu n kertaa
bitin A[1] arvo vaihtuu |n/2] kertaa

bitin A[k] arvo vaihtuu |n/2*| kertaa

(Oletetaan, ettei tapahdu ylivuotoa.)

Siten:

1.5.2 Potentiaalimenetelmi

Liitetdédn késiteltavaan tietorakenteeseen D "sopiva'"potentiaalifunktio ®(D),
jota halvat operaatiot kasvattavat ja kalliit pienentévat.

Maéaritelladn operaatiojonossa opq, ..., 0p, operaaton op; tasattu kustannus:
¢ =c + (I)(DZ) — (I>(Di_1),
missé ¢; on operaation todellinen kustannus ja ®(D;) on tietorakenteen po-

tentiaali operaation i jélkeen.

Analyysissé arvioidaan todellisten kustannusten sijaan tasattuja kustannuk-
sia; naisté saadaan lopulta arvio operaatiojonon todellisille kokonaiskustan-
nuksille, koska:
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S0O.

n n
Y = & —B(Dy) + B(Dy).
i=1 i=1
Esimerkki bin#érilaskuri:
®(A) £ taulukon A sisiltimien ykkosbittien maara.

Tarkastellaan inc-operaatiota, joka muuttaa t ykkosté nollaksi ja yhden nol-
lan ykkoseksi:

t=c+d -
— 1+ (1—1)
= 2.

Siten n operaation jonon kokonaiskustannus on:

3

n

¢ — ©(An) + ©(Ao)

G
=1 =1

2n — (ykkosten maara lopussa) + (ykkosten maara alussa)

1.6 Rekursioyhtialoiden ratkaisumenetelmia

Edelld on jo tutustuttu rekursioyhtdloiden ratkaisemiseen purkamalla. Seu-
raavassa késitelldén lisdd tekniikoita:

1. Arvauksen sovittaminen
2. Arvo- ja madrittelyalueiden muunnokset
3. Generoivat funktiot



1.6. REKURSIOYHTALOIDEN RATKAISUMENETELMIA 15

1.6.1 Arvauksen sovittaminen

Tarkastellaan rekursio(epa)yhtalod muotoa

{T(l) <c

T(n) <g(T(1),...T(n—-1),n), n>2,
missd g on ensimmaéisten n-1 argumentin suhteen ei-viheneva fumktio.

Tama voidaan yrittdd ratkaista seuraavasti:

(i) Arvataan ratkaisun muoto: T'(n) < f(n,a), missi a on parametrivek-
tori.

(ii) Yritetdén sovittaa parametrit @ niin, ettd voidaan todistaa

f(1,a) > ¢
f(n,d) > g(f(l,d), 7f(n - 136)7'”)'

Induktiolla seuraa t&lléin, etta

T(n) < f(n,a) kaikilla n > 1.

Esimerkki: Lomituslajittelun analyysi.

Yhtalo:
T(1) <e
T(n) <2T(n/2)+con, n>2
Arvataan:
T(n) < an logy n + b kaikilla n.
Sovitetaan:

a-1llogg1+b=b>cy <« Tosi, josb>c
an loga n+b > 2(aglogg g—kb) + con
=an logo n —an + 2b+ con

.. b
San—b>cn <« Tosi, josa— — > ¢
n

Voidaan valita esimerkiksi b = ¢1,a = ¢1 + ¢o:

T(n) < (c1 + c2)n loga n + ¢; kaikilla n.
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1.6.2 Muunnostekniikat

Esimerkki: Arvoalueen muunnos.

Tarkastellaan yhtaloa

) {T(O) =1

T(n) =3T(n—-1)2 n>1

Jotta hankalan nékoisestd neligstéd padstadn eroon, tehdddn muunnos U(n) =
logT (n) ja korvataan (*) yhtalolla

U0) =log, T(0)=1loga 1=0
U(n) =logy T(n) =1logs(3T(n —1)?) = 2logT(n — 1) +logs 3 =2U(n — 1) + logs 3

Purkamalla saadaan télle ratkaisu:
U(n) = (2" —1)logs 3
Alkuperdisen yhtélén ratkaisu on siis:

T(’n) — ZU(H) — 2(2”—1”092 3 — 32"‘—1.

Esimerkki: Maarittelyalueen muunnos (so. muuttujanvaihto).

Tarkastellaan yhtaloa

T@Q) =1
T(n) =2T(y/n)+ 1, “sopivilla” n > 2.

Neligjuuresta padstiin eroon tekemilld muuttujanvaihto n = 2% ja tarkas-
telemalla funktion T(n) sijaan funktiota U (k) = T(2%):

U(1) =T2) =1
T(2F) =27 (28/2) + 1 = 2U (k/2) + 1.

Purkamalla saadaan télle ratkaisu U(k) = 2k — 1. Alkuperdisen yht&lon
ratkaisu on siis:

T(n) = 2loga n — 1, “sopivilla” n.
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1.6.3 Generoivat funktiot

Ylivertaisesti voimakkain rekursioyhtéloiden analysointitapa; yksinkertaisis-
sa tapauksissa kuitenkin raskas.

Tarkastellaan jotakin lukujonoa t =< tg, t1,t2,... >. (Esim. ¢, = T'(n) josta-
kin rekursioyhtalosta).

Jonon t generoiva funktio on reaalimuuttujan (tai yleisimmin kompleksi-
muuttujan) z t-kertoimisen potenssisarjan méérittelema funktio:

G(z) = Z tn2".

n>0

Esimerkkeja:

(i) Jonon < 1,1,1,... > generoiva funktio on

1
= N n—
G(z)-Zl z Zz T
n>0 n>0
(ii) Jonon <1,2,4,8,...> generoiva funktio on
1
G(z) = Z2"zn = Z(2z)" =19,
n>0 n>0 Tk
(iii) Jonon <0,1,2,3,...> generoiva funktio on
z
Gz) =) ne" = T3

n>0

Annetun jonon generoiva funktio siséltéa erittéin tiiviissd ja tehokkasti ana-
lysoitavassa muodossa tiedon kaikista jonon alkioista. Potenssisarjojen pe-
rusominaisuuksista seuraa, ettd jos G(z) on jonon < tg,t1,... > generoiva
funktio, so.

G(z) = E tn2",
n>0
ja sarjan suppenemisside origon ympérilla on > 0, niin kertoimet ¢,, saadaan

yksikisitteisesti kaavasta

1
t, = EG(H)(O) |G(") = G:n n:s derivaatta
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Generoivilla funktioilla tehtavit laskelmat ovat usein péatevid, vaikka suppe-
nemissade olisi nollakin. Jatkossa ei kiinnitetd konvergenssikysymyksiin mi-
tddn huomiota; epévarmoissa tapauksissa arvoja t, koskevat lopputulokset
voi tarkastaa induktiolla.

Annetun rekursioyhtélon ratkaisussa generoivia funktioita kdyttden on kolme
vaihetta.

(i) muodostetaan ratkaisujonon g.f.; [helppoa]

(ii) ratkaistaan funktio; [vaikeampaa]

(iii) méadritetddn kertoimet. [joskus hyvin vaikeaal

Esimerkki 1. Tarkastellaan rekursioyhtiloa

ty =1
tn = 2th_1, n> 1.

Muodostetaan jonon < tg,t1,%o,... > g.f.

G(z) = Z tn2"

n>0

:1-z0+Ztnz”

n>1

=14+ Z 212"

n>1

n>0

= 1+2zZtnz”

n>0
=1+ 22G(z).

Ratkaistaan tastd funktio:

Maéaritetddn kertoimet: aiemman perusteella tiedetdédn, etté

1 —122 =2 27"

n>0
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Koska (suppenevan) potenssisarjan kertoimet ovat yksikésitteisesti maaratyt,
on siis

t, = 2"

Esimerkki 2. Tarkastellaan rekursioyhtdloa

tp =1
t, =2p_1+1

Muodostetaan g.f.:

G(z) = Z tn2"

n>0
=1+ 2ty 1+1)2"

n>1

=142 tp2" 4 2"

n>0 n>1

:2zZtnzn+Zzn

n>0 n>0

1
=22G(z) + 1

_z'

Ratkaistaan tastd G:

1

G&) = i

Kertoimen méaarittdmiseksi tdytyy nyt muodostaa ensin rationaalifunktion
1

=202 osamurtolukuhajotelma:

1 A . B
(1-22)(1—2) 1-22z 1-2

A ja B vakioita.

Vakiot A ja B saadaan selville helpoimmin laventamalla yhtdlé vuorotellen
tekijoilld (1 — 2z), (1 — z) ja ottamalla raja-arvot z — %, z— 1:

1-—-2z
T s eay A=2
1 1—2
—A. B B=-1
1-22 19, TP =7
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Saadaan siis:

2 1
G(z): _ :22271271_2211:2(27&1_1)271.
1-22 1-=% n>0 n>0 nZOT

Esimerkki 3. Fibonaccin luvut f,, méaritellddn yhtalolla

fo =0,fi=1
fn :fn—1+fn—2, n>2

Muodostetaan téstd g.f.

n>0

=0+2z+ Z(fnfl + fnf2)zn

n>2

:Z+anzn+1 +anzn+2

n>1 n>0
= 2+ 2F(2) + 22F(2).

Ratkaistaan tasta F:

F(z)= = joillakin ¢, @

D =-1 1
<P<PA =S p-——=1 = > —p-1=0
p+o =1 ¢
1
=3:(1 5
= ('f f( +V5) [tal toisinpéin|
¢ =3(1-v5)
Osamurtolukuhajoitelmasta
z A B

F(z) =

Q-p)(1-92) 1-9z 1-9z

saadaan
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1
z—%l_‘ﬁz 1—% p—¢ b
1
Belm-—> -_+¢ 1 1
z—)%l_@z 1_% - V5

G.f. voidaan siten kirjoittaa
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Luku 2

Tietorakenteista

2.1 Joukko-operaatiot ja tietotyypit

Algoritmit voidaan usein suunnitella, tai ainakin esittdd tasoittain:

(i) abstrakti versio joukko-operaatioiden avulla [kontrolli].

(ii) tarvittavan joukko-operaatioiden kokoelman tehokas toteutus [tietora-
kenne].

Usein tarvittavia joukko-operaatioita ovat esim:

1. member(a, S) : onko a € S?

2. insert(a, S) : S « Su{a}.

3. delete(a, S) : § « S -{a}.

4. replace(a, a’, S) : S + (S -{a})u{a’}.
5. union(S;, ;) : S; ¢ Si US;.

6. find(a) : jos a € [4) S;, niin se i, jolla a € S;; muuten ei maaritelty.

Jos alkioiden kesken on maééritelty jarjestys, niin mahdollisia ovat myds:

7. min(S) : min {ala € S}, jos S # 0; muuten ei méadritelty.
8. max(S) : max{ala € S}, jos S # 0; muuten ei mééritelty.
9. Split(si,a, SJ) 1 S+ {b € Sz‘b < a},Sj — {b € Sz|b > CI,}.

23
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10. join(S;, Sj) : S; <= S;US;, jos max(S;) < min(S;); muuten ei méaritelty.

Esimerkiksi yksinkertaisissa alkioiden kirjanpitotehtévissd tarvitaan tyypil-
lisesti operaatioita member, insert, delete.

Toisaalta esimerkiksi Kruskalin algoritmissa tarvitaan kaarimetsdn yllapi-
toon operaatioita min, delete, find, union, insert.

Usein yhdessé esiintyvien operaatioiden kokoelmille ("abstrakteille tietotyy-
peille") on annettu omia nimié, ja niitd varten on suunniteltu tehokkaita
toteutuksia. Esimerkiksi:

Operaatiot Nimi Tehokkaita toteutuksia
member, insert, delete hakemisto hajautustaulukot,
(engl. dictionary) tasapainoiset puut
insert, delete, min prioriteettijono tasap.puut, keot,
(engl. priority queue) binomi- ja
Fibonaccimetsit
insert, delete, min, union  yhdistyvé pr.jono binomi- ja

(engl. mergeable heap)Fibonacci-metséa

insert, delete, split, katenoitava jono (a, b)-puut
join, (min) (engl. concatenable q.)

2.2 Yksinkertaisia toteutusrakenteita

Listat:

Joustava, mutta hidas toteutus:

-Member n-alkioisessa joukossa: O(n)

-n insert-operaatiota: 6(n?)

-n - alkioisten joukkojen Union: ©(n)

(Huomattava parannus keskimadriisessa tapauksessa ns. hyppylistoilla (engl.
skip lists))

Bittivektorit:

Tehokas pienilld perusjoukoilla, muuten tilaavieva ja hidas:
-Perusjoukko U, |[U/2 N
-Osajoukko S C U esitetdén n-bittisend vektorina V:

Vs(i) =1<=1i€S.
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Jos N ei lilan suuri, useimmat joukko operaatiot voidaan toteuttaa bittivek-
torioperaatioina ajassa O(1).

Yleisesti kuitenkin operaatiot vaativat ajan = ©(N) ja kukin joukko tilan
O(N).

Hajautustaulut:

Lause: Hajautustaulujen avulla voidaan n member- insert- ja ja delete-operaatiota
kasitella keskimadrin ajassa ©(n). Pahimmassa tapauksessa aikavaativuus on
0(n?).

Osittaisia parannuksia: universaali ja tdydellinen hajautus.

2.3 Yleista bindaripuista

Solmun syvyys = juuresta solmuun johtavan polun pituus.

Solmun korkeus = pisimmén solmusta lehteen johtavan polun pituus.
Puun korkeus = juuren korkeus.

Solmun taso = puun korkeus - solmun syvyys.

Solmun 3:

syvyys=2
korkeus=0
taso=1

Téaydellinen bindaripuu:

5

Lemma:

(i) Binddripuussa on < 2P solmua, joiden syvyys on p.

(ii) Binsdripuussa, jonka korkeus on k, on < 2¥*1 — 1 solmua. Jos puu on
téydellinen, solmuja on tasan 25+ — 1.

(ili) n-solmuisen binddripuun korkeus on > [logen|.0)
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Taydellinen binddripuu voidaan tallettaa kitevisti taulukkoon:

-juuri taulukon alkioksi 1.
-solmun i vasen poika alkioksi 2i, oikea poika alkioksi 2i+1

= solmun k isd on paikassa |k/2].

"Madritelma". n - solmuinen puu on tasapainoinen, jos sen korkeus on =
log n.

2.4 Biniaariset hakupuut

Maéritelma: jarjestettyd joukkoa S esittdvd binddrinen hakupuu on bin#ari-
puu, jonka kukin solmu v on nimetty alkiolla I(v) € S s.e.

(1) kullakin a € S on tésmaélleen yksi v s.e. [(v) = a;
(ii) I(u) < I(v) kaikilla u, jotka sijaitsevat v:n vasemmassa alipuussa:

(iii) I(u) > l(v) kaikilla u, jotka sijaitsevat n:n oikeassa alipuussa.

Esimerkki: Joukkoa {1,2,...,8} esittdvid bin#ddrisid hakupuita:

Bin#éristen hakupuiden operaatiot:
-Member, Insert, Delete, Min
-Toteutukset TRA1(?)

Lause. Binadrisen hakupuun avulla voidaan n Member-, Insert- ja Min-
operaatiota toteuttaa keskiméa#rin ajassa O(n log n), jos kaikki operaatiojo-
not ovat yhtéd todennakéisia.[]
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Delete-operaatioiden analyysi on hankalampaa. Jos néitd on ~ yhtd paljon
kuin Insert-operaatioita, puut kayvét vinoiksi, eikd lause ehké pida paikkaan-
sa.

Pahimmassa tapauksessa aikavaativuus on €2(n?). Niin on esimerkiksi, kun
Insert-operaatiolla lisdtddn pitkié jarjestyksessé olevia jonoja. (Sovelluksissa
tavallistal)

Tasapainottavilla puurakenteilla pahin tapaus saadaan luokkaan O(n log n).
AVL-puut
(a, b) - puut — punamustat puut ja B-puut

splay -puut (=itsesddtévit bindériset hakupuut)

2.4.1 (a, b) - puut

Maééritelma: (a, b)-puu on (juurrettu, jérjestetty) puu, jonka jokaisella sisd-
solmulla on vdhintédan a ja enintdén b jalkeldistd , ja jokainen lehti on samalla
syvyydella. (Puut eivdt ole aina bindérisii)

Térkeitd erikoistapauksia:
- B-puut: (t,2t)-puita, missi t suuri. Térked levytiedostojen talletusrakenne.

- (2,4) - puut ja erityisesti néiden toteus ns. punamustina puina. Tehokas ta-
sapainoinen puurakenne keskusmuistikésittelyyn. (Mutta operaatiot hieman
mutkikkaita.)

Lemma. (a, b)-puussa, jonka korkeus on h, on a—il(ah"'1 — 1) < solmujen

miard < bi—l(bh"'1 —1) ja a” < lehtien madra < b*.00
Seuraus: (a, b) -puun, jossa on n lehted, korkeus on O(log n).O]
Tarkastellaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi vain (2, 3)-puita.

Joukon alkiot talletetaan puun lehtiin vasemmalta oikealle kasvavassa jérjes-
tyksessé.

Sisdsolmuissa kentédt 1 ja m

=suurin solmun vasemmanpuoleisessa/keskimmaéisessé alipuussa sijaitseva
arvo [ndin puuta voi kéyttad hakupuuna]

Esimerkki: Joukko {2, 5, 7, 8, 12, 16, 19}.
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5

2 |5 | | 7| 8]

b b

Lis#ys (2, 3)-puuhun:

Lisattava solmu viedddn paikalleen lehdeksi.

Jos isdsolmulle tulee 4 jilkeldistd, se jaetaan kahtia; jos isoisdlle tulee 4 jil-
keldistd, se jaetaan kahtia; ... jne juureen saakka. (Voidaan joutua tekeméén

uusi juurisolmu.)

Esimerkki: lisdys 2-3 -puuhun

| 12]
I

| 7| s 16| 19|

bate s

©
(& ]a3)

- ~
- ~
- ~

-

(2[5 [ 7] [o]3z] [16]19]
bd bd b e

8] a9]




2.4. BINAARISET HAKUPUUT 29

Poisto: kddnteisessd jarjestyksessa:

Jos isésolmulle jaid vain 1 jélkeldinen, se yhdistetdén jonkin veljen kanssa;
Jos isoisélle jaa vain 1 jalkeldinen, se yhdistetdén jonkin veljen kanssa; ... jne
juureen saakka.

Lause. (2, 3)-puurakenteella voidaan miki tahansa n:n member-, insert-,
delete- ja min-operaation jono toteuttaa ajassa O(n log n).0

2.4.2 AVL - puut

Adelson - Velgkij & Landis 1962

Tasapainoehto: hakupuun jokaisessa solmussa saa vasemman ja oikean ali-
puun korkeusero olla enintdan 1.

FEsimerkki.

VANV aRVaN
@/ BRORNO)

AVL-puu Binéirinen hakupuu, EI AVL

Q }h=0

Tieto paikallisesta tasapainotilanteesta voidaan tallettaa kuhunkin solmuun
{+1, 0, -1} -arvoisella muuttujalla.

Suunnitellaan Insert- ja Delete-operaatiot niin, ettd tasapainoehto siilyy.

Puun kierrot

Insert-operaatio voi aiheuttaa tasapainossa olevaan AVL-puuhun 2:n suurui-
sen tasapainovirheen johonkin kohtaan lisétysté solmusta juureen johtavalla
polulla.

Virhe voidaan korjata kiertdmaélld puu tasapainoon sen kohdalla.
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Esimerkki. Oikea kierto:

Huom:

Kierto sailyttad solmujen hakupuujarjestyksen.

Kierto on paikallinen operaatio(= vakiokustannus).

Kierto tarvitsee tehd& enintdén kerran kunkin Insert - operaation kohdalla.

= Kunkin Insert - operaation kustannus on O(log n)
(n - solmuisen AVL- puun syvyys on < 1,44 logen)(HT).

Kiertotyypit (jokaisessa u on solmu, jolla virheelliset alipuut)

1. Oikea kierto (tehty lisdys A-puuhun; ennen yhtéd tasoa matalampi)
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2. Vasen kierto (tehty lisdys C-puuhun; ennen yhté tasoa matalampi)

3. Vasen-oikea kaksoiskierto (B-puu lisdyksen jalkeisessd korkeudessa; aiem-
min yhté tasoa matalampi)

4. Oikea-vasen kaksoiskierto (C-puu lisdyksen jélkeisessd korkeudessa; aiem-
min yhté tasoa matalampi)

Poisto AVL-puusta (HT).

AVL-puiden arviointia

Lause. AVL - puiden avulla voidaan mika tahansa n Member-, Insert-, Delete-
ja Min-operaation jono toteuttaa ajassa = O(n log n).O]

Kéaytdnnossa kuitenkin AVL-puiden heikkous on, ettd operaatiot vaativat
puun edestakaisen lapikdynnin ylhaéltéd alas ja takaisin ylos. Esimerkiksi pu-
namustilla puilla yksi 1apikdynti riittda, mutta operaatiot ovat mutkikkaam-

pia.
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2.4.3 TItsesiddtdvit bindiriset hakupuut (Splay-puut)

Idea: puun tasapainoa yllapidetéddn "laiskasti": kulloinkin viitattu solmu tuo-
daan kierroilla puun juureen niin, ettd muidenkin samalla polulla olevien sol-
mujen syvyys pienenee (tai ei ainakaan kasva).

= Syvat (=kalliit) viittaukset tasapainottavat puuta.
= m operaation jonon tasattu vaativuus O(m log n).
Etuja:

-Yksinkertainen tietorakenne, yksinkertaiset algoritmit
-Ei tasapainoinformaatiota, eikd sen ylldpitoa
-Tomintatakuu mille tahansa operaatiojonolle

Haittoja:

-Pahin operaation yksittdiskustannus silti O(n).
-Puun rakenteen jatkuva muuttaminen lisdkustannus — satunnaisessa ym-
péristossd muut algoritmit tehokkaampia.

ENSIMMAINEN TASAPAINOTUSIDEA (ei toimi)
Kéytetadn tavallisia AVIL-kiertoja:

Esim. Viitattu solmuun 3.

Solmua 3 nostettaessa ovat nyt kuitenkin solmut 4 ja 5 laskeneet syvemmille
puuhun.

Tama vaikutus voi kertautua niin, ettd m operaatiota n-solmuisessa puussa
vaatii ajan O(m - n).

Esim.
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PAREMPI IDEA (Sleator& Tarjan 1985)
Kolme kiertotyyppiéd (+symmetriset tapaukset):

1. Sik (kéytetddn vain valittomésti juuren alla):
O} @
o SVANNEE AN

2. Sik-sak (kuten AVL - puissa)
2—
1.
/o
YANBE.
VAV *

3. Sik-sik (vain splay-puissa):

OJWAN
VAVAN

Splay- puiden paivitysoperaatiot (Insert, Delete) HT. (Helppoja, ideana on
aina operaation yhteydessd ensin nostaa solmu puun juureksi.)
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2.4.4 Splay-puiden analyysi
Tasattu analyysi: halutaan osoittaa, ettd mielivaltainen m operaation jono
n solmun puussa aiheuttaa vain O(m log n) kiertoa.

= Tarvitaan potentiaalifunktio ®, jonka arvo kasvaa enintéén O(log n) ver-
ran kunkin operaation yhteydessd, mutta vaihtelu riittda silti tasaamaan
operaatioiden kustannukset. (Huom. yksittdisen operaation kustannus voi

olla ©(n)!)
Toimiva valinta puulle T:
O(T) = logaS(i)
€T
missé S(i) = solmun i jélkeldisten maara.

Sanotaan, etté

R(i) = logaS (1)

on solmun ¢ € T ranki.
Esim. juuren ranki=logs|T'|, so. tdydellisessa bindéripuussa puun korkeus.

Huom.: splay-puiden kierto-operaatiot muuttavat vain niihin osallistuvien
solmujen x, p, g rankeja.

Méaritellddn siis splay - puulle T potentiaalifunktio
®(T) =Y R(i), R(i)=1logaS(i), R(T)= R(root(T))
€T
Kiertojen kustannukset méaritellaén:
c(sik) =1, c(siksak) = c(siksik) = 2

ja tasatut kustannukset operaatiojonossa opi, ..., 0pm,

é(op;) = c(op;) + @(Tj) — (Tj-1).
Lause. Splay-puun T minkd tahansa solmun x juureen nostamisen tasattu
kustannus on enintédén 3(R(T) — R(z)) + 1 = O(log n).

Todistus. Lasketaan yhteen x:n nostamiseksi tarvittavien kiertojen tasatut
kustannukset.
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Merkitdén: R(u), S(u), R'(u), S (u) solmun u ranki ja alipuun koko ennen ja
jélkeen tarkasteltavan kierron.

Osoitetaan, ettd solmun x sik-kierron tasattu kustannus on
<3(R'(z) — R(z)) +1
ja seké siksak- ettd siksik-kierron tasattu kustannus

< 3(R/(z) - R(=)),

jolloin kiertojen kustannusten yhteenlasku tuottaa "teleskooppisumman"

é(op;) <14 3(RF(z) — R*(z)) + 3(RF(z) — RF2(x)) + ...
1

k
J]=

+3(R'(z) — R%(z)) =1+ 3(RF(z) — R°(2)) = 1+ 3(R(T) — R(z)).

KIERTOJEN TASATUT KUSTANNUKSET
1. Sik: c(sik)=1

é(sik) =1+ R'(z) + R'(p) — R(z) — R(p)
<1+ R'(z) - R(z) 18" (p) < S(p)
<1+ 3(R'(z) — R(z)) |R'(z) > R(z)

2. Siksak: c(siksak)=2

é(siksak) = 2 + R'(z) + R'(p) + R'(9) — R(z) — R(p) — R(g)
<2+ R'(p) + R'(9) — R(z) — R(p) |8 (z) = S(g)
<2+ R'(p) + R'(9) — 2R(x) |S(p) > S(z)

Koska S'(p) + S'(g9) < S'(z), saadaan:

R'(p) + R'(g) = log2S'(p) + l0g2S'(g)
= log2S'(p) - S'(9)

< losl(S'(p) + S'(9) /27 |AGMab < 20

< 2log>(S'(z)/2)
= 2logsS'(z) — 2
=2R'(z) — 2.
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Siten

é(siksak) <2+ (2R/(z) — 2) — 2R(z)
— 2(R'(x) - R(x))
<3

(R'(z) — R()) |5 () > S(x)

3. Siksik: Kuten siksak, kdyttden (epd)yhtdlsita R'(z) = R(g), R'(z) >
R'(p), R(z) < R(p),S(z) + S'(g9) < §'(z)

Yksityiskohdat HT.OO
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2.5 Keot

Tehokas ja yksinkertainen tietorakenne prioriteettijonojen (operaatiot in-
sert, deletemin, min) toteuttamiseen: miké tahansa n operaation jono ajassa
O(n log n).

Myos perusta tehokkaalle (O(n log n)) "heapsort- lajittelualgoritmille.

Maééritelma: Keko on tédysi, nimetty bindéripuu, jonka solmunimet v[i] tayt-
tavat ehdon:

solmu ¢ on solmun j isd = v[i] < v[j].

Lisdksi vaaditaan, ettd puun jokainen taso on taysi, alinta mahdollisesti lu-
kuunottamatta. Alin taso on tdytetty vasemmasta reunasta alkaen.

Esimerkki: Joukon {1,2,...,11} erés kekoesitys:

=

n alkion keko voidaan kétevésti tallettaa taulukkoon v[1..n] siten, ettd keon
juuri sijoitetaan alkioon 1, ja alkion 7 kaksi jilkeldistd solmuihin 2z ja 2i + 1.

Esimerkki: Edellinen keko taulukkona:

v | 1] 2] 3] a] 7[5 ]e ] o] 8|10]14]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2.5.1 Keko-operaatioiden toteuttaminen

Oletetaan, ettd keko on talletettu taulukon v[1..n| alkioihin v[1..imazx], 0 <
imax < n, tunnetulla tavalla.

Merkitéan: father(i) = |i/2], Ison(i)=2i, rson(i)=2i+1.
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procedure siftup(i); -nosta arvo v[i] oik. paikalle keossa
while i > 1 and v[i] < v[father(:)] do
begin v[i] +> v[father(i)];
i := father()

end.
procedure siftdown(i); -laske arvo v[i] oik. paikalle keossa
begin if rson(i) < imaz and v[rson(i)] < v[lson(i)] then
minson := rson(i)
else minson := lson(1)
while lson(i) < imaz and v[i] > v[minson| do
begin v[i] <> v[minson];
1 1= MINSoN;
if rson(i) < imaz and v[rson(i)] < v[lson(i)] then
minson := rson(1)
else minson := lson(7)
end end.

procedure insert(a);

if tmaz = n then fail else
begin  imaz :=imazx + 1;
v[imaz] := a;
st ftup(imazx)
end.

procedure heapify; —jarjestd taulukko v kekojérjestykseen
for i := imax downto 1 do
st ftdown(7)

function Deletemin;

if #maz = 0 then fail else

begin a = v[l];
v[1] := v[imax];
imazx == imazr — 1;
st ftdown(1);
return a

end.
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2.5.2 Keko-operaatioiden analyysi

n-alkioisessa keossa kukin siftup- ja siftdown-operaatio vie ajan O(log n).
— Siis my06s Insert- ja Deletemin- operaatioiden aikaraja O(log n).
heapify-operaation triviaali aikaraja O(n log n); itseasiassa O(n) riittaa:
n-alkion keossa on korkeudella h lehdist# lukien < n/2" alkiota.

Kunkin korkeudella h olevan alkion kohdalla on siftdown-operaation kustan-
nus < ¢(h + 1) (c vakio).

Kokonaiskustannus siis enintdan:

[logan | 00

h+1
Z %-c(h-l—l)§2cn-ZW=4C’ﬂ:O(”)-
h=0 h=0

2.5.3 Kekolajittelu (heapsort)

Idea: jirjestetdén lajiteltava taulukko ensin keoksi (heapify) ja poistetaan
sitten alkiot jérjestyksesséédn yksi kerrallaan (Deletemin).

Toteutus:

procedure Heapsort(A[l..n));

heapify(A[l..n]);
for k:=n—1downto 1 do

{ A[1] & Alk + 1]; siftdown(A, 1, k)}
missé siftdown(A,1,k) on parametrisoitu siftdown

Huom: tdma versio lajittelee alkiot kddnteiseen suuruusjarjestykseen; jérjes-
tys on helppo vaihtaa.

Aikavaativuus:
1
O(n) + Z O(log k) = O(n) +n - O(log n) = O(n log n).
~—— ! ——

heapify k=n—1 siftdown
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2.6 Binomimetsat

Tietorakenne yhdistyvien prioriteettijonojen (operaatiot insert, delete, min,
union) toteuttamiseen.

Madéritelma: Binomipuu By on puu, jossa on yksi solmu. Binomipuu By
muodostuu kahdesta Bj-puusta asettamalla toisen juuri toisen juuren po-

SIS

By B B, By B 41

jaksi.
Esimerkki:

Puun B,, ominaisuuksia:
e solmuja 2™ kpl
e korkeus n
e syvyydelld k on (}) solmua

Olkoon sitten n =), b;2¢.

Binomimetséd F,, koostuu juuristaan yhteen linkitetyistd puista {B;|b; = 1}.

Esimerkki: 119 = 1011,
__________ ._/‘ - -9

F11

Metsassa Fj, on enintédén [logen]| + 1 puuta.
Jarjestetyn joukon toteuttaminen binomimetsénas:

Olkoon S n alkion jirjestetty joukko. S:n alkiot talletetaan metsédn F), sol-
muihin siten, ettd seuraava kekoehto toteutuu:

Merkitdadn: I(u) € S ~ solmu u sisdltdmé arvo.

T4llin: solmu u on solmun v isd = I(u) < I(v)
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Esimerkki: Joukon S = {1,2,...,11} talletus bind4ripuuna

2.6.1 Binomimetsien operaatiot
1. union (F;; Fj)
Jos i = j = 2P jollakin p (jolloin F; = F; = B,), puut yhdistetdéin puuksi

By asettamalla "ylemmaéksi"se, jonka juuren arvo on pienempi. Muuten
edetddn kuten bindérilukujen yhteenlaskussa.

====== i
5

/

SR

Aikavaativuus O(log i + log j)

Esimerkki: F7 + Fg

@

2. insert (a, F,)

Toteutetaan kuten union({a}, F,)= aikavaativuus O(log m).

n lisdystd m-alkioiseen metsédén vaatii kuitenkin vain ajan O(n + log m).
(vrt. bindarilaskurin tasattu analyysi, luku 1.5)

3. min (Fy,)

Pienin alkio on jonkin F,,:n puun juuressa = aikavaativuus O(log m).
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4. delete (p, F,)

Olkoon poistettavana puun B; juuri. Talloin B; hajoaa metsdksi Fyi_ {1, joka
voidaan yhdistéd jéljelle jadviin puihin operaatiolla union(F,, oi, Foi_1) =
aikavaativuus O(log m).

- p

Muut solmut: nostetaan solmu ensin puunsa (kekonsa) juureen siftup-operatiolla
(keinotekoinen arvo -co) ja poistetaan sitten sieltd = aikavaativuus O(log m).

Itsesddtavia tietorakenteita yhdistyville prioriteettijonoille:

e vasemmistolaiset keot (engl. leftist heap)

e vinot keot (engl. skew heap), parikeot (engl. pairing heap)
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2.7 Erillisten joukkojen toteuttaminen

(union-find-algoritmi)

Kayttokelpoinen algoritmi ja hyvd analyysiesimerkki.
Algoritmi: Galler & Fischer 1964

Analyysi: Hopcroft & Ullman 1973, Tarjan 1975.

Mielivaltaisen perusjoukon tapauksessa voidaan hyvilld tietorakenteilla (ta-
sapainoitetut puut, keot jne.) n joukko-operaatiota toteuttaa ajassa O(logn)/
operaatio.

Jos tarkasteltava perusjoukko on pieni, paddstdan vieldkin parempiin suori-
tusaikoihin.

Tarkasteltava tilanne:

Kasiteltdvani erilliset joukot S1, ..., Sy; sisdltévat kokonaislukuja valiltd 1,. .., n.
Aluksi S; = {i} kaikilla 1.

Suoritettavat operaatiot union, find (insert, delete, member):
union(u,v,t): Sy = Sy, US,, jos Sy NS, = 0; muuten ei madritelty
find(i): indeksi ¢ s.e. i € S;.

Sovelluksia:

Alkioiden ekvivalenssiluokkien muodostaminen (esim. dérellisten automaat-
tien minimoinnissa).

Pienimmén virittdvan puun maarittdminen (Kruskalin algoritmi). Ym. verk-
koalgoritmit.

Taulukkoihin perustuva ratkaisu

Taulukko R[1..n]: R[i] = u<> i € Sy
find(i): return RJ[i] —aika O(1)

union(u,v,t): fori=1ton do —aika O(n)
if Rlij]=uor R[i]=v
then R[i] + t

n operaatiota ajassa ©(n?).
Puihin perustuva ratkaisu

Joukko S esitetddn juurellisena puuna, jonka solmut vastaavat S:n alkioita.
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Puut linkitetdén juuria kohti. Joukon nimi (S) liitetdén juureen.
Esimerkki:
S1={1,3,5,7,9} S2 = {2,4,6,8}

find(7)=1

union(1,2,3)

find(7)=3

Aikavaativuus: n operaation jonossa
- kukin union-operaatio ajassa O(1)

- kukin find-operaatio keskimédraisessd ajassa O(log n), pahimmassa ta-
pauksessa O(n)

.. n operaatiota ajassa O(n?) (pahin tapaus)
Parannus 1: puiden tasapainotus

Periaate: Pidetddn kirjaa puiden solmumdééristd. Union-operaatiossa liite-
taén aina pienempi puu suuremman alipuuksi. (Samankokoiset mitenpéin
tahansa).

Lause. Tasapainotusmenettelya kiytettiessi voi n-solmuisen puun syvyydek-
si tulla enintdén logon.

Todistus: Induktiolla puun muodostaneiden union-operaatioiden jonon pi-
tuuden suhteen. Merkitdan

|T'| = puun T solmujen lukumé&érs

h(T) = puun T syvyys

Alkutilanne: T on yksisolmuinen ja siis h(T) = 0 = logs|T|.
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Induktioaskel: Olkoon T saatu yhdistdmaélla puut 73 ja 15

T

2
T1 @ h(T)

Tarkastellaan tapausta |T7| < |T»|. Koska induktio-oletuksen perusteella
h(T1) <logs|T1| ja h(T) < logs|Ts|, niin
MT) = max(h(Ty), h(T1) + 1)
< max(logs|Ts|,1 + log2|T1|)
= max(loga|Ts|, l0g22|T|)
< logao(|Th| + |T2))
= logo|T|.O

Siten tasapainotus = find-operaatiot toimivat ajassa O(log n).

.. Tasapainotusta kiytettédessa voidaan n union- ja find-operaatiota suorittaa
ajassa O(n log n).

Parannus 2: polun tiivistys

Periaate: Operaation find(:) yhteydessé joudutaan kulkemaan polku solmus-
ta 4 juureen r. Liitetddn kaikki polulla tavatut solmut suoraan juuren pojiksi.

\g\g

Lause 1: Jos kidytetddn tiivistdmistd, mutta ei tasapainotusta, voidaan n
union- ja find-operaatiota suorittaa ajassa O(n log n). O

Maaritelldén:
exp*—1 =0
exp*0 =1
_2
exp'k =27 Jk>1
L
k kpl

log*™n = pienin k s.e. exp*k > n.
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= log*n < 6 kaikilla kilytdnnossé esiintyvilla n

Lause 2. Jos kdytetdan sekd tiivistdmistd ettd tasapainotusta, voidaan n
union- ja find-operaatiota suorittaa ajassa O(n log*n). O

2.7.1 Union-find-algoritmin analyysi

Tasattu analyysi.

Tarkastellaan n alkion joukon union-find-kéiskyjonoa, jossa on m find-operaatiota
(ja enintdén n — 1 union-operatiota). Kaytetddn seki tiivistystd ettd tasa-
painotusta.

Kukin Union-operaatio vaatii vakioajan = kustannus O(n).

Find-operaatioiden analysoimiseksi tarkastellaan perusmetsdd F', joka saa-
daan suorittamalla pelkistddn operaatiojonon union-operaatiot (so. ei po-
luntiivistyksid).

kunkin find-operaation kustannus on verrannollinen sen hakupolun pituu-
teen; analysoidaan hakupolkujen lyhenemistd perusmetséssa.

FEsimerkki.

1 " Char ge”
2 % 1
3 2
a

5 2
(53 1
7 a
s find(6) find(7) N

" cost()" find(8)
3 3 2

Idea: Laskutetaan solmuja niiden kautta kulkevista hakupoluista. Find-jonon
kokonaiskustannus on O(hakupolkujen kaarien yhteismaara).

Solmujen ryhmittely: merkitdan
h(v) = solmun v korkeus perusmetséssi F;
C; = {v|exp*(i — 1) < h(v) < exp*i},0 < i <log™n.

Laskutusperiaate: hakupolkujen kaaret jaectaan niiden solmujen ja find-ope-
raatioiden kesken seuraavasti:

(i) kunkin hakupolun viimeinen kaari laskutetaan haun aiheuttaneelle find-
operaatiolle;
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(i) kukin kaari u — v, missd u ja v kuuluvat samaan korkeusluokkaan Cj,
laskutetaan solmulle u;

(iii) kukin kaari v — v, missd u ja v kuuluvat eri korkeusluokkiin, laskute-
taan haun aiheuttaneelle find-operaatiolle.

Kaikkiaan saadaan:

(a) Kutakin find-operaatiota laskutetaan 1 + O(log*n) yksikkod.

(b) Kutakin solmua u € C; laskutetaan < (exp*i — exp*(i — 1)) yksikkoa,
koska jokaisen kaaren u — v laskutuksen yhteydessd u:n uudeksi seu-
raajaksi tulee solmu v, jolla h(v') > h(v). Lopulta u:mn seuraaja siirtyy
eri korkeusluokkaan, ja u:ta ei enda laskuteta.

Solmuja laskutetaan siten kaikkiaan yhteensd enintdan

*

log*n

(exp*i — exp™ (i — 1)).|C;| yksikkoa.
0

B

Arvioidaan sitten korkeusluokkien Cj; kokoja:

Union-operaatioiden tasapainotuksen takia on perusmetsédssd F kussakin
korkeudella h olevaan solmuun juurtuvassa alipuussa vihintdin 2" solmua.

Seuraa:

expl n n 1 1
Gl< Y m<gapenmltgtite]
h=exp*(i—1)+1
n n

= eap 1) erp*i

Siten solmujen kokonaislaskutus on enintdén:

*

<

ogn

(exp™i — exp™(i — 1)) n*'
P exp*i
log*n /-
exp*(i — 1
ZHZQ_JATQ
P exp*i
< nlog*n.

kaikkiaan saadaan operaatiojonon kustannukseksi:
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union-operaatiot
find-operaatiot
solmut

Yhteensa

O((n + m)log*n).
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O(n)
O(m log*n)
O(n log*n)



Luku 3

Verkkoalgoritmeja

3.1 Syvyyshaku (Depth-first search)

Térked verkkojen ldpikéyntimenetelmd. Lépikiynti etenee pitkin verkon kaa-
ria. Jos kaari johtaa haun ennen nikemattéméain solmuun, se merkitddn
puukaareksi, muuten se on poikittaiskaari. Jako ei ole yksikisitteinen, vaan
riippuu kaarien valintajarjestysta. Puukaaret muodostavat verkon virittavin
metsdn. Suunnatussa verkossa poikittaiskaaret jakautuvat kolmeen luokkaan:

(i) etenevit kaaret: johtavat solmusta sen jalkeldisiin olematta puukaaria;

(ii) takautuvat kaaret: johtavat solmusta sen esi-isiin (mahdollisesti myds
solmuun itseens)

(iii) sivuttaiskaaret: kaaret (v, w), missi v el ole w:n eikd w v:n jalkeldinen.

etenevi
poikittaiskaari

takautuva
poikittais-
kaari

49
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Algoritmi: suunnatun verkon syvyyshaku.
Sy6te: Suunnattu verkko G = (V, E), esitetty vieruslistoina L[v],v € V.

Tulos: Kaikki verkon G solmut ja kaaret kiydéaan lapi. Kaaret jaetaan puu-
kaariin T" ja poikittaiskaariin B = E\T.

Menetelma:

T :=()
for each v € V do mark|v]:=new;
for each v € V do

if mark|v|= new then search(v);

procedure search(v);
begin
mark|[v]:=old,
for each w € L[v] do
if mark|w|= new then
begin
insert((v,w),T);
search(w)
end;
end.

Lause 1. Suunnatun verkon G = (V, E) syvyyshaun aikavaativuus on O(n +
e), missi n = |V|, e = |E|.

Todistus. Algoritmin alustustoimet vaativat ajan O(n). Proseduuri search
tutkii kunkin verkon kaaren kerran ja vain kerran, koska kaaren (v, w) tar-
kastus muuttaa solmun w "vanhaksi"(ellei se ollut jo), ja vanhoista solmuista
ldhtevia kaaria ei tarkasteta edelleen.[]

Verkon solmut voidaan numeroida lapikdynnin yhteydessd esi- tai jalkijér-
jestyksessa:

prenum|v|: solmun v numero annettuna ennen v:n kisittelya.

postnum|v|: solmun v numero annettuna ennen v:n kisittelyn jélkeen.
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Algoritmi: suunnatun verkon syvyyshaku [esi- ja jalkijarjestys|.
Sy6te: Suunnattu verkko G = (V, E), esitetty vieruslistoina L[v],v € V.

Tulos: Kaikki verkon G solmut ja kaaret kiyddan lapi. Kaaret jactaan puu-
kaariin 7' ja poikittaiskaariin B = E\T.

Menetelma:

T :=0; penum :=1; ponum = 1;
for each v € V do mark[v]:=new;
for each v € V do

if mark[v]= new then search(v);

procedure search(v);
begin
prenum|v|:= penum; penum := penum + 1;
mark|v]:=old;
for each w € L[v] do
if mark[w]= new then
begin
insert((v,w),T);
search(w)
end;
postnum|v]:=ponum; ponum := ponum + 1;
end.

Lause 2. Jos (v, w) on syvyyshaun maarittdmé suunnatun verkon sivuttais-
kaari, niin prenum|v]| > prenum|w] ja postnum[v| > postnum|w].

Todistus. Tarkastellaan vain esijirjestysnumerointia. Jos olisi prenum|v] <
prenum|w], niin solmu w olisi vield "uusi"kutsun search(v) hetkelld. Mut-
ta koska oletuksen mukaan w on wv:n jilkeldinen, sen pitdisi talloin tulla
tarkastetuksi kutsun search(v) aikana, ja kaari (v,w) olisikin etenevé eiki
sivuttaiskaari. [

Syvyyshaun sovelluksia:
Saavutettavuustestaus, syklittomyystestaus.

Topologinen lajittelu: Jarjestettdavé suunnatun syklittoman verkon solmut jo-
honkin lineaarijéirjestykseen, so. liitettavé niihin numerot s(v) s.e. jos (u,v)€
E, niin s(u) < s(v).

Ratkaisu: kdytetddn kadnteistd jalkijarjestystd, so. asetetaan s(v) = |V|—
postnum|v|. Syvyyshaku on suoritettava ldhtemalld solmuista, joiden tuloas-
te on nolla.
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Vahvasti yhtendiset komponentit:

Suunnatun verkon G = (V| E) solmut v ja w kuuluvat samaan vahvasti yh-
tendiseen komponenttiin, jos kummastakin johtaa suunnattu polku toiseen.
[Ominaisuus on helppo todeta ekvivalenssirelaatioksi.|

Verkon jakaminen vahvasti yhtendisiin komponentteihin on monissa sovel-
luksissa térked tehtéva.

Algoritmi:
1. Numeroi verkon G solmut syvyyshaulla jilkijarjestyksessa.

2. Muodosta verkko G”, jossa on samat solmut kuin verkossa G, mutta
kaaret eri pain.

3. Ky verkko G" ldpi syvyyshaulla siten, ettd kukin hakukierros aloite-
taan siité jdljelld olevasta solmusta, jolla on suurin jalkijarjestysnume-
ro.

4. Niin tuotetun virittdvin metsdn kukin puu on verkon G vahvasti yh-
tendinen komponentti.

Lause. Edellinen algoritmi méaérittad verkon G = (V, E) vahvasti yhtendiset
komponentit ajassa O(n + e), missi n = |V|,e = |E|.

Todistus. Aikavaativuusviite on selvéd (kaksi syvyyshakua -+ verkon kaarien
kddntaminen).

Algoritmin oikeellisuuden toteamiseksi osoitetaan, ettd solmut v ja w kuu-
luvat samaan G:n vahvasti yhtendiseen komponenttiin, jos ja vain jos ne
kuuluvat samaan G":n virittdvin metsén puuhun.
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Oletetaan, ettd verkossa G on polut v ~» w ja w ~ v. Talléin myo6s
verkossa G" on polut w ~ vja v ~ w. Tam4a takaa, ettd solmut tulevat G":m
syvyyshaun m#ardamassa metsissd samaan puuhun.

Oletetaan, ettd v ja w kuuluvat G":n virittédvan metsdn samaan puuhun;
olkoon z td&man puun juuri. Talloin G:ssd on polut v ~ = ja w ~ z, joten
viite on todistettu, kun osoitetaan, ettd G:ssd on myds polut z ~ v ja
T~ w.

Tarkastellaan esim. solmua v: oletetaan, ettd v # z. Koska v kuuluu z:n
puuhun, on puiden muodostusperiaatteen takia oltava

postnumg|z] > postnumg|v],

so. G:n syvyyshaussa kutsu search(v) paattyy ennen kuin kutsu search(z).
Koska toisaalta G:ssi on polku v ~ z, kutsu search(v) ei voi pddttyd ennen
kuin search(z) alkaa. Siten kutsujérjestyksen on oltava:

search(z) alkaa
search(v) alkaa
's.éarch(v) padttyy

sea;c‘h(w) paattyy

Mutta tdméa merkitsee, ettd G:ssé on polku z ~ v. O

3.1.1 Syvyyshaku suuntaamattomassa verkossa

Syvyyshaun tulos suuntaamattomassa verkossa on rakenteeltaan yksinkertai-
nen: Kaaret jakautuvat puukaariin ja takautuviin kaariin, ts. kaikki poikit-
taiskaaret ovat takautuvia. Puukaarien muodostamaan virittdvain metséan
tulee kutakin verkon yhtenéistd komponenttia kohden yksi puu. (Erityisesti:
jos verkko on yhtendinen, tuloksena on yksi virittdva puu.)
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Esim.

Sovellus: Verkon artikulaatiopisteet.

Olkoon G = (V, E) yhtenéinen (suuntaamaton) verkko. Solmu v € V on G:n
artikulaatiopiste, jos sen poistaminen tekee verkosta epdyhtendisen. Verk-
ko on 2-yhtendinen, jos siind ei ole artikulaatiopisteitd. (Ilmeinen sovellus:
sahko- tai televerkon luotettavuusanalyysi.)

Artikulaatiopisteet voidaan kuvata my0s verkolle syvyyshaussa saatavan ra-
kenteen avulla:

Lemma. Olkoon G = (V, E) suuntaamaton yhtenéinen verkko ja S = (V,T)
sen jokin syvyyssuuntainen (=syvyyshaun perusteella méérétty) virittéva
puu. Solmu a € V on talléin G:n artikulaatiopiste, jos ja vain jos

(i) @ on S:n juuri ja silld on vdhintdan 2 poikaa; tai

(ii) @ ei ole S:n juuri, ja a:n jostakin alipuusta (T:ssé) ei johda yhtaan
takautuvaa kaarta a:n mihinkdsn aitoon esi-isdan.

Todistus. Juurisolmun tapaus on helppo, joten oletetaan, ettd a ei ole juuri-
solmu.

Jos ehto (ii) on voimassa, a:n poistaminen selvésti tekee verkosta epéyh-
tendisen. (Huom: G:ssé ei ole sivuttaiskaaria, joten a:n alipuut ovat erillisia.)

Oletetaan, ettd ehto (ii) ei ole voimassa. Télloin voidaan todeta, ettd a
voidaan aina ”ohittaa” takautuvia kaaria pitkin, eikd se siis ole artikulaatio-
piste. Kuva:
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Lemman nojalla artikulaatiopisteet voidaan méaarittad tutkimalla syvyys-
haun yhteydessé, miten "ylos” hakupuussa 71" kunkin solmun alapuolelta on
mahdollista paastd takautuvilla kaarilla. Témé&n vuoksi solmuihin liitetdén
low-arvo, missa ylldpidetaan tietoa siitd, kuinka korkealle menevié (takautu-
via) kaaria solmuista alkavasta alipuusta on toistaiseksi havaittu.

Maar. kaikilla v € V:

low|[v]=min({prenum[v]}U
{low|w]| w on v:n poika T:ssé}U
{prenum|w]|(v, w) on takautuva kaari.})

Algoritmi:

for each v € V do mark|v|:=new;
pnum:=1;
for each v € V do

if mark[v]=new then searchb(v);

procedure searchb(v);
begin
mark|v]:=old;
prenum|v|:=pnum;
low|[v]:=pnum,;
pnum:=pnum-1;
for each w € I[v] do
if mark|w| = new then
begin
searchb(w);
if low|w| > prenum|v| then
<w on artikulaatiopiste>
else
low[v]:=min(low[v],low[w])
end else
low[v]:=min(low[v], prenum|w])
end.

Algoritmista voidaan laatia my0s versio, joka tulostaa verkon 2-yhtenéiset
komponentit. (Solmut u ja v kuuluvat samaan 2-yhtenédiseen komponenttiin,
jos niiden kautta kulkee verkossa sykli.) x
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3.2 Eulerin kehat ja polut

Suunnatun tai suuntaamattoman verkon G Fulerin kehd on G:n sykli, joka
kulkee sen jokaisen kaaren kautta tésmaélleen kerran. Verkon Eulerin polku
médritellddn samoin, mutta syklisyyttéd ei vaadita (so. alku- ja loppusolmu
voivat olla eri).

Lause. E (L. Euler 1735). suuntaamaton verkko G sisaltda Eulerin kehén,
jos ja vain jos
(i) G on yhtendinen; ja

(ii) G:n jokaisen solmun asteluku on parillinen.

Tod[=] Selvi.

Viite tod. induktiolla verkon G = (V, E) kaarten méaarén e = |E| suh-
teen. Oletetaan ettd viite patee kaikilla verkoilla, joissa kaarten médrd on <
e, ja olkoon G yhtendinen verkko, jossa jokaisen solmun asteluku on parilli-
nen.

Omin. (ii) = G:ssd on ainakin yksi sykli P C E. Poistetaan G:st taméa sykli
ja tarkastellaan verkkoa G' = (V, E — P).Verkolla G’ on edelleen ominaisuus
(ii). G’ ei tosin ole vélttaméttd yhtendinen, mutta jokainen sen komponentti

',...,G}, on. Induktio = jokainen komponentti sisdltdd Eulerin kehan.
N&amé voidaan liittd44 yhteen syklin P kanssa Eulerin kehéksi verkolle G. O

< 3

Samaan tapaan voidaan todistaa seuraavat tulokset:

G:

Lause E’. Suuntaamaton yhtendinen verkko G sisiltdd Eulerin polun , jos ja
vain jos G:n solmuista on paritonasteisia 0 tai 2. [J

Lause E”. Suunnattu yhtendinen verkko G sisiltda Eulerin polun, jos ja vain
jos joko G:n kaikissa solmuissa on tuloaste=ldhtoaste tai yhdessd solmussa
on t.a. =l.a.-1 ja yhdessd solmussa on t.a.=l.a.+1.0J
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3.2.1 Suunnatun Eulerin kehin muodostaminen

Sydéte: Vieruslistoina esitetty yhtendinen suunnattu verkko G = (V, E).
Tulos: Verkon G Eulerin kehé, mikali sellainen on, kaarilistoina P.

Menetelmé: Kunkin solmun v vieruslistan L[v] yhteydessé pidetdén yll& osoi-
tinta, joka osoittaa listan ensimmaéisen "kayttamattoman” kaaren. Muodos-
tettavan Eulerin kehén kaaret kerdtdan listaan P. Aina kun verkon lapikdyn-
nissé tullaan solmuun , josta ei ldhde yhtaan kdyttamétonta kaarta, kuljetaan
listaa P (so. jo muodostettua kehénosaa) pitkin eteenpéin, kunnes tullaan
joko solmuun josta keh#d voidaan jatkaa tai aloitussolmuun.

Aikavaativuus: Kukin G:n kaari kisitelldan kahteen kertaan: ensin se merki-
tddn vieruslistassa "kiytetyksi” ja sitten P:ssd “kuljetuksi”. Algoritmin aika-
vaativuus on siten O(|E|).

function Euler(G);

begin
olk. G = (V, E) esitetty vieruslistoina L[v],v € V;
emptylist(P);
olk. vg € V jokin aloitussolmu;
UV = Vg;
repeat
if listassa L[v] on “kiyttdmattomia” kaaria then
begin
olk. e = (v, w) jokin téllainen;
insert(e, P); {lisdtd4n P:n kisilld olevaan kohtaan: ei vilt. loppuun.}
merkitse e "kiytetyksi”;
vi=w
end else
begin
olk. e = (v, w) listan P ensimmainen "kulkematon” kaari;
{T&mai kaari alkaa valttaméatta v:std}
merkitse e "kuljetuksi”;
vi=w
end

until lista P on kokonaan “kuljettu”;
return P
end.
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3.3 Pariutusongelma (Graph Matching)

Sovellusongelma: n "palvelijan” s1, ..., s, on suoritettava n "tehtavad” tq,. .., t,.
Eri palvelijoiden soveltuvuutta eri tehtéviin kuvaa yhteensopivuusmatriisi A:

t1 to 13 tg ts
s1|{1 1 1 0 O
s |1 0 0 1 1
S3 1 1 0 0 0
s410 0 1 1 1
ss5 |1 0 0 0 O

a;; = 1 ~ palvelija s; soveltuu tehtévaan ¢;.

Ratkaistava, voidaanko palvelijat ja tehtdvét sovittaa yhteen, ja jos voidaan,
médrittavi jokin palvelijoiden sijoittelu (engl. assignment).

Tehtdva voidaan kuvata myos verkko-ongelmana: muodostetaan palvelijoi-
den ja tehtdvien yhteensopivuutta kuvaava kaksijakoinen verkko ja yritetadn
16ytaa sen jokin tdydellinen pariutus (engl. perfect matching):

S t S1 ty
S, ts P ty
S3 's =  S3 t3
Sa ty S, ty
Sg tg Sg tg

Maéiritelma: Olkoon G = (V, E) suuntaamaton verkko. Verkon G pariutus
on kaarijoukko M C F s.e. kuhunkin G:n solmuun tulee enintédén yksi M:n
kaari. Pariutus M on taydellinen, jos kuhunkin solmuun tulee tasan yksi
M kaari (so. |V| on parillinen ja |M|=|V|/2).

Pariutusongelma: 16ydettéva pariutus M s.e. | M| mahdollisimman suuri.

Pariutusongelmalla on eniten sovelluksia kaksijakoisissa t. puoliutuvissa ver-
koissa, s.0. kun G:n solmut voidaan osittaa V = V3 U Vo, Vi N Vo = 0 s.e.
EC (Vi x V).

Lause (P.Hall 1935). Olkoon G = (V; U Vs, E) kaksijakoinen verkko, jossa
|Vi| = |V2|. Merkitdédn solmujoukon U C V; naapureiden joukkoa N (U):lla:
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NU) ={v € Valu e U, (u,v) € E}.

Té&lloin verkossa G on téydellinen pariutus, jos ja vain jos jokaisella U C V;
on [N(U)| = |U].

Todistus.

Selva.
Oletetaan, ettd kaikilla U C V; on [N(U)| > |U]|.

Olkoon M verkon G pariutus, jolla |M| < |Vi|. Télléin on vilttdmétta sol-
muja u € Vi, v € Va, joille ei ole vield médritty paria M:ssd. Yritetddn
kasvattaa M:44 saamalla kaksi téllaista vapaata solmua sen piiriin. (T#ta
varten voidaan joutua uudelleen jérjestelemddn M:n vanhoja pareja.)

Olkoon u; € Vi jokin vapaa solmu. Oletuksen mukaan on |N({ui})| >
[{ui1}| = 1, joten wu;:114 on jokin naapuri v; € V. Jos myos v1 on vapaa,
pariutusta voidaan tdydentdd suoraan kaarella (ui,v1).

Muussa tapauksessa olkoon ug € V7 solmun v1 pari M :ssé. Oletuksen mukaan
on jélleen |N ({u1,u2})| > 2, joten olkoon vy # v1 solmujoukon {u,us} jokin
uusi naapuri. Jos v2 on vapaa, konstruktio pddttyy, muuten... jne.

Konstruktio pdattyy, kun 16ytyy vapaa solmu v, € Vs. Téstd solmusta "ta-
kaperin” wu;:een edeten voidaan muodostaa vuoronperddn M:&3n kuulumat-
tomista ja kuuluvista kaarista polku P:

@G G- (@

Vaihtamalla polulla P kaaret "toisinpéin” saadaan M:&4 kasvatetuksi. [

Olkoon M verkon G pariutus. Verkon G polku P = (vy,...,v),k > 1, on
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M tdydennyspolku, jos sen joka toinen kaari on M:ssd ja vi ja vg ovat
vapaita, so. niihin ei tule yhtdan M:n kaarta:

OO O AT

Maéritelma: Kaarijoukkojen M ja N symmetrinen erotus on

M@ N = (M\N) U (N\M).

Lemma 1. Olkoon M pariutus ja P sen tdydennyspolku. Télléin myos M & P
on pariutus ja |[M @ P| = |M| + 1.

Todistus. Olkoon

P=PUP,,P,CM,P,C M.

P
Tillsin

MoP=( M\P, )UP,
——
pariutus
N————
pariutus

Koska |Pi| = |P|+1,0on |[M @ P| = |M|+ 1.0

Yleiselle pariutusongelmalle saadaan néin periaatealgoritmi:
1. Aseta M := ().
2. Etsi M:lle tdydennyspolku P.[Mutta miten?]

3. Aseta M := M @ P.
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4. Toista askelia 2 ja 3 kunnes tdydennyspolkua ei endd 16ydy. Talloin M
on maksimaalinen pariutus.

Algoritmin oikeellisuuden takaa seuraava tulos:

Lemma 2. Olkoon M ei-maksimaalinen pariutus verkossa G = (V, E). Talloin
M:114 on tdydennyspolku.

Todistus: Olkoon N verkon G pariutus, jolla |[N| > |M]|. Osoitetaan, ettd
talloin G aliverkko G' = (V, M & N) sisiltdd M tdydennyspolun.

Koska M ja N ovat pariutuksia, tulee kuhunkin solmuun v € V enintdén
2 joukon M @& N kaarta. Siten kukin verkon G’ yhtenéinen komponentti on
joko

(a) erillinen solmu; tai
(b) sykli, jonka kaaret ovat vuorotellen joukoista M\N ja N\M; tai

(c) polku, jonka kaaret ovat vuorotellen joukoista M\N ja N\M;

Merkitddn S = M N N; talléin on

M\N = M\S,N\M = N\S,M & N = (M\S) U (N\S).

Koska |N| > |M|, on my6s |[N\S| > |M\S|. Siten joukossa M @& N on enem-
mén kaaria joukosta N\M kuin joukosta M\N, ja verkossa G’ on oltava
ainakin yksi (c)-tyyppinen komponentti. Tamé on etsitty M:n tdydennys-
polku. O

Téaydennyspolkujen 16ytaminen yleisissa verkoissa on hankala tehtava. Kak-
sijakoisissa verkoissa voidaan kuitenkin soveltaa esim. syvyyshakua seuraa-
vasti:

Olkoon M jokin verkon G = (V3 UV, E) pariutus. Suunnataan verkon kaaret
niin, ettd M:4an kuuluvat suuntautuvat Va:sta V7:een ja muut Vi:sté Vo:een.
T&lloin M:n tadydennyspolkuja ovat tdsmaélleen ne suunnatut polut, jotka
johtavat jostakin V;:n vapaasta solmusta johonkin V5:n vapaaseen solmuun.
Téllainen polku voidaan 16ytaa syvyyshaulla ajassa O(|V| + |E|).

Koska maksimaalisessa pariutuksessa on enintéén |V|/2 kaarta, saadaan néin
toteutetun algoritmin kokonaisvaativuudeksi

0('%| -(IVI+1E])) = O([V] - | E]), kun |E| > [V,
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Kayttamalla tdydennyspolkujen etsinndssd syvyyshaun sijaan leveyshakua
ja tdydentamallduseita polkuja yhdelld haulla saadaan algoritmi, jonka vaa-
tivuus on O(4/|V| - |E|). [Hopcroft & Karp 1973]

Myos yleisille verkoille tunnetaan ajassa O(y/|V] - |E|) toimiva pariutusal-
goritmi [Micali & Vazirani 1980].



Luku 4

Approksimointialgoritmit

4.1 Approksimointialgoritmit

Jos P # NP, niin NP-tédydellisten ongelmien ratkaisemisessa taytyy tyytya
johonkin epétéydelliseen menetelméan.

Vaihtoehtoja:

e cksponentiaaliset algoritmit: Voivat toimia hyvin pienilld tapauksilla
tai keskimadrin tai ’kiytdnnossd” (esim. simplex - tosin lin. ohj. € P)

e Polynomiset erikoistapaukset: Esim. 25AT € P

e Satunnaisalgoritmit: Hyva idea, mutta ei luultavasti auta N P-tdydellisten
ongelmien ratkaisussa. Voidaan osoittaa, ettd jos jokin N P-tdydellinen
ongelma ratkeaa satunnaisalgoritmilla polynomisessa ajassa, niin "mel-
kein” P = NP.

e Approksimointialgoritmit: N P-tdydellisen optimointiongelman tapauk-
selle médritetddn polynomisessa ajassa ratkaisu, joka on enintddn k
kertaa optimaalista huonompi, jollakin vakiolla k. Joskus voi olla my0s
k = k(]z|), tapauksen koon suhteen hitaasti kasvava funktio.

Maééaritelma:
Optimointiongelma on kolmikko
H = (D’ S’ C)’

missé

D ~ ongelman tapaukset

63
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S ~ kelvolliset ratkaisut (oikeastaan vastaukset):
kuhunkin z € D liittyy joukko S(z) C S

¢ ~ kustannusfunktio, ¢: D x S — R™T.

Oletetaan seuraavassa, ettd II on minimointiongelma.

Olkoon z € D. Ratkaisu s* € S(x) on optimaaalinen (minimaalinen), jos:

c(z,s*) < c(z,s) Vs € S(x). [maz : c(z,s*) > c(z,s) Vs € S(z)].

Merkitdén c¢*(z) = c(z, s*), missi s* on optimaalinen.
Ratkaisun s € S(z) hyvyys t. suhteellinen virhe on
c(z,s) — c*(x)

r(z,s) = R [maz :r =

c*(z) — c(z, )

]

c(z,s)

Huom: aina on r(z,s) > 0, ja r(z,s) = 0 < s on optimaalinen.

Ongelman IT approksimointialgoritmi on miké tahansa polynomisessa ajassa
toimiva algoritmi A, jolla on ominaisuus

A(z) € S(x) Vz € D.

Approksimointialgoritmi A on e-approksimointialgoritmi, € > 0, jos

r(z,A(z)) <e Vz € D.

Esimerkki 1.

Solmupeite VC = (D, S, c), misséi
D = kaikkien suuntaamattomien verkkojen joukko;
S(G) = verkon G kaikkien solmupeitteiden C' joukko;
c(G,C) =|C|

Erds approksimointialgoritmi:

function VC-approx(G);
begin
olk. G = (V, E);
C:=0;
while E # () do
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begin
(1) (u,v):= jokin E'n kaari;
C:=CU{u,v};
E:=F \{ kaikki u:hun tai v:hen paattyvit kaaret}
end;
return C
end.

Algoritmi selvésti toimii polynomisessa ajassa ja tuottaa jonkin solmupeit-
teen C € S(G). Jos merkitddn

E, = {algoritmin askeleessa (1) valitut kaaret},

on selvisti |C| = 2|E,|.

Toisaalta minks tahansa G:n solmupeitteen — erityisesti optimipeitteen C*
— taytyy sisiltdd kustakin joukon FE, kaaresta ainakin toinen p#i. (Huom.
E,:n kaaret ovat erillisid.) Siten

. 1
°1 > |Eal = 5lC]
ja

IC] - |C7|

<1,

ts. kyseessé on 1-approksimointialgoritmi. (tekee enintddn 100% virheen).

Parhaalla tunnetulla VC-ongelman approksimointialgoritmilla saavutetaan

_log log ‘V|)\C*|

< (2
1= ( log |V|
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Esimerkki 2. TSP

Merkitaan AT'SP = T'SP-ongelma rajoitettuna verkkoihin G = (V, E, c),
joissa on voimassa kolmioepéayhtalo

c(u,v) < c(u,w) + c(w, v) Vu,v,w € V.
Myds ATSP-ongelma on NP-tdydellinen. (Standardipalautuksella HC <k,
TSP voidaan tuottaa verkkoja, joissa A-epayhtdlé on voimassa, HC)
Erds approksimointialgoritmi:
Syotteellda G = (V, E, ¢):
(1) muodosta G'n pienin virittédva puu T
(2) muodosta T:stéd sykli Cp “kiertdmalld T kahdesti”,
(3) "oikaise” Cr Hamiltonin kehdksi C'.
Esimerkki

Huom: reitti C' vastaa puun T' solmujen esijérjestettyd numerointia.

Selvasti on ¢(Cr) = 2¢(T), ja ¢(C) < ¢(Cr), koska A-epdyhtilén takia
oikaiseminen ei voi pidentaa reittia.

Toisaalta mistd tahansa G:n reitista — erityisesti optitmireitistd C* — saadaan
vksi kaari poistamalla G:n virittdvd puu. Koska T on G:n pienin virittava
puu, on siten ¢(T) < ¢(C*), mistd saadaan:

c(C) < 2¢(T) < 2¢(C7),

so. algoritmi tekee enintéén 100 % virheen (eli on 1-approksimointialgoritmi).
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Téstéd saadaan edelleen kehittdmélla parempi (itse asiassa teoreettisesti paras
tunnettu) algoritmi, ns. Christofidesin algoritmi:

Syétteelld G = (V, E, c);

(1) muodosta G:n pienin virittéva puu T
olkoon V' T:n paritonasteisten solmujen joukko;

(2) muodostetaan joukon V' solmujen minimipainoinen paritus E'[voidaan
tehd& polynomisessa ajassal;

(3) muodostetaan Eulerin kehd Cg verkossa (V,T U E’)
(4) muodostetaan reitti C' "oikomalla” Cg

Esimerkki:

Virittivé puu
(V* ympyrdity)
/d ' \
4. g
| \
= ‘¢..0-6 ©®
\\ v
o ------- -0

Oikaistu reitti C

Selvisti on ¢(C) < ¢(Cg) = ¢(T) + c(E").

Toisaalta, jos optimireitistd C* muodostetaan oikaisemmalla pelkdstédn jou-
kon V' solmut kiertéiva sykli, saadaan kaksi V':n pariutusta, joista ainakin
toisen kustannus on oltava < Z¢(C*).

Koska E' on minimaalinen pariutus, on kuitenkin c¢(E') < 3¢(C*), misté
saadaan:

3

o(C) < o(T) + e(B') < e(C™) + ~e(C*) = o

; ()

so. algoritmi tekee enintédén 50 % virheen (eli on %—approksimointialgoritmi).
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Osoittautuu, ettd yleinen TSP on paljon vaikeampi kuin ATSP:

Lause: Jos P # NP, niin yleiselld TSP-ongelmalla ei ole polynomista k-
approksimointialgoritmia milldgn & > 0.

Todistus: Oletetaan, ettd jollakin polynomisella TSP-approksimointialgoritmilla,
A olisi aina:

C(G,A(G)) <k- C*(G)a

jollakin vakiolla k£ > 0. Télloin Hamiltonin kehéd-ongelma voitaisiin ratkaista
polynomisessa ajassa (= P = NP) seuraavasti:

Muodostetaan annetusta verkosta G = (V, E) TSP-ongelman tapaus < G,d >
asettamalla

d(u, ) 1, jos (u,v) € E,
'U/,’U g
(k+1)-|V|, muuten

Téssd tapauksessa on optimireitin kustannus =|V'|, jos G:ssd on Hamiltonin
kehd, ja > k - |[V| muuten.

Algoritmin A suoritustakuun nojalla on siis verkossa G Hamiltonin keh4, jos
ja vain jos

c(A(G,d)) <Ek-|V|.

Tama ehto voidaan selvésti testata polynomisessa ajassa.l]

Huom: Lauseesta seuraa, ettd my6s suunnattujen vekkojen TSP-approksimointi
on vaikeata. Suunnattujen verkkojen ATSP-ongelman approksivoituvuudes-
ta ei tiedetd mitdan - ei tunneta algoritmeja eiké epéatriviaaleja alarajoja.

Riippumaton joukko-ongelmalla voidaan todistaa samantapainen tulos kuin
edelld TSP:114, mutta todistus on erittédin paljon vaikeampi:

Lause. Jos P # N P, niin IS-ongelmalla ei ole polynomista k-approksimointialgoritmia
millddn k > c.

Todistus. Syvéllinen [Arora et al., IEEE FOCS 1992|. O

Mielenkiintoista on, ettd angelmat VC ja IS ovat padtosongelmina oleelli-
sesti samat, mutta poikkeavat néin paljon approksimoituvuudeltaan.
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4.2 Approksimointiskeemat

Optimointiongelman II = (D, S, e) (polynominen) approksimointiskeema on
algoritmi A(x, €), jolla kaikilla € > 0ja = € D on voimassa:

(i) A(z,e) € S(z) jar(z, Az, €)) < ¢

(i) timea(z,€) < poly(|z|).

jos ehto (ii) on voimassa vahvemmassa muodossa, (i3 )time(z, €) < poly(|z|, L.
appriksimointiskeema A on tdysin polynominen.

Toisin sanoen: approksimointiskeema takaa ongelmalle polynomisen e-approksimaation
milld tahansa € > 0, ja tdysin polynominen approksimointiskeema lisdksi, et-
td approksimoinnin hinta kasvaa vain polynomista vauhtia e:n pienentyessa.

Approksimointiskeemat esitetddn usein kiinteélld e:n arvolla, so. muodossa
Ac(z), ja muokkaus muotoon A(z,e€) jatetddn lukijalle.

Esimerkki: Repunpakkaus (KNAPSACK)

Tapaus: luonnolliset luvut s1, ..., Sy , v1,...,Un, S. | Repun tavaroiden "koot”
ja 7arvot” sekd “maksutus”.

Kelvolliset ratkaisut: indeksijoukot I C {1,...,n} s.e.
Z S; S S
el

Ratkaisun kustannus (maksimoitava):

’U(I) = Z’UZ‘.

el

Ongelma on NP-taydellinen (helppo pal. PARTITION-ongelmasta)

Ongelma voidaan ratkaista (tdsmaéllisesti) seuraavassa esitettavilla algorit-
milla, joka taulukoi parhaat tavat muodostaa kunkin arvoinen reppu.
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Algoritmi:

function knapsack (s[1..n],v[1..n],S);
array K|[0..vsum|:=[nil, nil, ...];
begin
K|0] := 0; vmaz = 0;
for k:=1ton do
for v := vmazr downto 0 do
if K[v] # nil then
begin
I:= Kv];
if 3,7 sli] + s[k] < S then
begin
v i=v+olk]; I' :=TU{k};
if K[v'] = nil then K[v'] :=T'
else begin
I" .= K[v'];
if 3 cp sli] < X2jepm slilthen
Kp':=1T1
end;
if v' > vmaz then vmaz := o'
end
end;
return (vmaz, K [vmaz))
end.

Algoritmi téyttdd taulukkoa K[0..vsum] vsum = Y ., v;, jonka alkioon
K|[v] talletetaan paras kulloinkin 18ydetty, v:n arvoisen repun tuottava in-
deksijoukko. (Huom. taulukko saattaa olla hyvin harva, joten se voisi oikeas-
taan kannattaa toteuttaa v:n mukaan jarjestettynd listana.)

Algoritmi voidaan toteuttaa niin, ettd se toimii ajassa o(nv*), missd v* on
optimaalinen repun arvo. Aikaraja on kuitenkin eksponentiaalinen, koska ar-
vo v* on eksponentiaalinen sen esityksen koon (bittiesityksen) suhteen. Tal-
laista algoritmia, jonka aikavaativuus on polynominen sydtteessé esiintyvien
lukuarvojen suhteen, sanotaan pseudopolynomiseksi.

Algoritmistd saadaan silti repunpakkausongelmalle tdysin polynominen ap-
proksimointiskeema skaalaamalla ongelman tapauksessa esiintyvia lukuja so-
pivasti. (Samaa tekniikkaa voidaan itse asiassa soveltaa kaikkiin muihinkin
pseudopolynomisiin algoritmeihin.)

Jaetaan kaikkien annetun repunpakkausongelman tapauksen tavaroiden ar-
vot jollakin vakiolla c:



4.2. APPROKSIMOINTISKEEMAT 71

!

:J,...,[—J,s>

< S1yeneySpyUlyene, Uy >< 81,04, 8n, |

> Z V5 [koska I on alkup. tap. optimi]
>c Z =] [lattia-aritmetiikan nojalla]
>c)y |—] [koska I. on skaalatun tap. optimi|

> cZ(ﬂ -1) [lattia-aritmetiikaa]

Siten on

v(I) 2 v(le) 2 v(I) = ne,

ja skaalatun tapauksen perusteella alkuperdiselle muodostettavan ratkaisun
suhteellinen virhe on enintdan

ne ne

— <

v* T Umag

bl

missd v* = v(I) ja ey = maz{vi|i = 1,...,n}.

Toisaalta skaalattu tapaus voidaan ratkaista edelld esitetylld algoritmilla
ajassa O(nv*/c) = O(nvmaz/c).

Valitsemalla annetulla € > 0 skaalausvakioksi

€ Umazx
n

CcC =

saadaan siten ajassa O(n®/e) toimiva e-approksimointialgoritmi repunpak-
kausongelmalle.
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4.3 Luokan NP-rakenne ja muita vaativuusluokkia

Lause(R.Ladner 1975). Olkoon A ¢ P rekursiivinen kieli. T&ll6in on olemas-
sakieli D € P, jolla AND ¢ P ja AND <}, A (so. AND <§, A, A #, AND.).

Seuraus Jos P # NP, niin luokassa NP\P on kieli, jotka eivit ole NP-
taydellisié.

Yhtadn luonnollista esimerkkid kielestd, joka olisi "NP-epataydellinen” eh-
dolla P # NP, ei tunneta.

Tunnetuimmat esimerkit luokan NP ongelmista, joiden ei tiedetd olevan
P:ssé eikd NP-taydellisia, ovat:

Verkkoisomorfia: annettu suuntaamattomat verkot G; = (Vi, E1) ja Go =
(Va, E5). Voidaanko muodostaa bijektio f : V3 — Vs, jolla

(u,v) € By & (f(u), f(v) € Ea Vu,v € V17

Yhdistetyt luvut (=ei-alkuluvut): Annettu luonnollinen luku n. Onko ole-
massa luonnolliset luvut k jal, 1 < k,l <mn, joillan=Fk-17

Yhdistetyt luvut-ongelman kohdalla voidaan osoittaa(V.Pratt 1975), ettd
myds sen komplementtiongelma, so. alkulukujen tunnistaminen, kuuluu luok-
kaan NP. Téatd pidetddn yleensd vahvana todisteena sen puolesta, ettd on-
gelma ei ole NP-tdydellinen. (Itse asiassa monet arvelevat, ettd y.l.- ja alku-
lukuongelmat ovatkin P:ssi.)

Olkoon C jokin kieliluokka (erit. C=NP ). Maaritelldan
co-C={A|A € C}.

Voidaan todeta, ettd co-P=P. Sen sijaan yleisesti ei uskota, ettd olisi co-
NP=NP. (so0, ettd NP olisi suljettu komplementoinnin suhteen).

Luokkaan NP N co-NP kuuluvat ne luokan NP kielet (ongelmat), joiden
komplementitkin ovat NP:ssé (esim. alkulukujen tunnistusongelma).

KUVA

Lause Kieli A on co-NP-téydellinen, jos ja vain jos sen komplementti Aon
NP-tédydellinen.

Tyypillinen co-NP-tdydellinen ongelma on esim.

Tautologiat: Annettu lausekalkyylin kaava . Onko ¢ tautologia, so. toteu-
tuuko se kaikilla muuttujien totuusarvoasetuksilla?
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Maaritellaan edelleen tilavaativuusluokat:

PSPACE = {A|A voidaan tunnistaa polyn. tyotilassa toimivalla alg.},
NPSPACE = {A|Avoidaan tunnistaa polyn. tyotilassa toimivalla “epéadet.” alg.}

On melko helppo osoittaa, ettd PSPACE=co-PSPACE, ja

PC NP, co— NP C PSPACE. |Ei tiedetd, onko P=PSPACE.
Hammistyttavad on, ettéd tilavaativuusluokkien kohdalla "P=NP”-ongelma
el esiinny:

Lause (W. Sawitch 1973).

PSPACE = NPSPACE.

Tyypillisid PSPACE-taydellisid ongelmia ovat:
Kvantifioitujen Boolen kaavojen totuus. Annettu kaava

¢ = (Q171)(Q2z2)...(Qnzn)Y(Z1, ..., Tn),

missd kukin @); on V tai 3 ja 9 on lausekalkyylin kaava, jonka ainoat muut-
tujat ovat z1,..., ;. Onko ¢ tosi?

Saannollisten lausekkeiden universaalisuus. Annettu aakkoston Y = {0,1}
siadnnoéllinen lauseke r. (Sallitut operaatiot U, -, *). Onko L(r) = "7

Tarkastellaan vield eksponentiaalisia vaativuusluokkia:

EXPTIME = {A|A voidaan tunnistaa algoritmilla, joka toimii ajassa or(m) o polynomi},
EXPSPACE = {A|A voidaan tunnistaa algoritmilla, joka toimii tilassa () p polynomi}.

Lause:

PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE

Jélleen mink#én inkluusion aitoutta ei tiedetd varmasti; sen sijaan on melko
helppo osoittaa:

Lause:

(i) P # EXPTIME;
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(ii) PSPACE # EXPSPACE.

Seuraus: Jokin tai jotkin seuraavista sisdltyvyyksistd ovat aitoja:

PC NP CPSPACE C EXPTIME.

Seuraus: Jos kieli A on EXPTIME- tai EXPSPACE-tdydellinen, niin A ¢ P.

Esim. ns. attribuuttikielioppien keh&maiarittelyongelma on EXPTIME-taydellinen,
sddnnollisten lausekkeiden universaalisuusongelma operaatioilla {U,-,*,N}
taas EXPSPACE-téydellinen.

Lause: (A. Meyer, L. Stockmeyer 1973). Sdénnéllisten lausekkeiden univer-
2’"«

saalisuusongelmaa operaatioilla U, -, %, — ei voida ratkaista ajassa 22
k kpl



Luku 5

(Geometrisia algoritmeja

Algoritneja geometristen objektien (pisteet, janat, monitahokkaat, hyperta-
sot,...) tehokkaaseen kisittelyyn.

Sovellusaloja: tietokonegrafiikka, robotiikka, VLSI, CAD, GIS, tilastotiede,
hahmontunnistus,...

Tyypillinen ongelma: sy6tteend annetaan joukko objekteja (pisteitd, janoja
tms.); tuloksena halutaan jotain niiden geometrisia kombinaatioita (lahim-
mét naapurit, konveksi verho, leikkauspisteet,...)

Tyypillisissé sovelluksissa objekteja on yleenss paljon (10*...107 ?), joten
algoritmien tehokkuus on tirke#d (O(n log n) ok, O(n?) liikaa).

Seuraavassa esitetdén joitakin tavallisimpia 2D-algoritmeja. Yleisilld d-ulotteisillakin
olisi sovelluksia, mutta niiden vaativuus kasvaa usein valitettavasti kuten
Q(n?)

5.1 Peruskasitteita

Pisteiden p; = (z1,y1) ja p2 = (z2,y2) konveksi kombinaatio on miké tahan-
sa piste
p3=Ap1+(L—=XA)p2, 0<ALL

Niiden joukko on pi:n ja po:n yhdysjana pips. (Joskus tarkastellaan myos
suunnattua yhdysjanaa pipe, mutta seuraavassa puhutaan vain janoista.).

75
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Algoritmisia perustehtéivia:
(i) Onko jana pop2 vasta- vai myotapéaividn janasta popr, ts. kummalla
on suurempi polaarikulma, kun origona on pg

(ii) Onko kd&nnds janalta pipz janalle paps vasemmalle vai oikeal-
le
(iii) Leikkaavatko janat pip2 ja papa

Oleellista jatkon kannalta on, ettd ndméd voidaan ratkaista tarvitsematta
laskea mink&dnlaisia kulma-arvoja.

Tason pisteiden p; = (z1,91) ja p2 = (x2,y2) (oikeastaan vektorien (x1,y1,0)
ja (z2,ye9,0) ristitulon kolmas komponentti) ristitulo on

p1 X p2 = = —p2 X p1

1 N
T2 Y2

Tunnetusti:

> 0, jos p2 on origosta katsoen vastapéivadn pisteestd p;
Pp1 X p2 { <0, jos py on origosta katsoen mydtépaivain pisteestd p;

=0, jos p2 ja p; ovat samalla origosuoralla

Siten
(1) Pop2 on vastapaivadn popi:sté, joss

1 —%o Y1 —Yo

-\ —Yo)—(z2— —yo) > 0.
T2 — X0 Y2 — Yo (xl xO)(yQ ’!/O) (-TQ .’L'O)(yl yO)

(P1—po) % (p2—po) =

(ii) kddnnos janalta pips janalle pops on vasemmalle, jos (pa — p1) X
(p3 —p2) >0

(iii) janat pips ja p3ps leikkaavat joss niiden "rajauslaatikot"ovat li-
mittdin ja

((p2 — p1) % (p3 — p1))((p2 — p1) X (ps —p1)) <0,

((pa — p3) x (p1 — p3))((Pa — p3) X (P2 —p3)) <0
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5.2 Janojen leikkauspisteet

Triviaalialgoritmi ©(n?)
- Liikaa, jos leikkauspisteiden méaéré k pieni
- Pahimmassa tapauksessa voi olla k = (g)

Ns. "pyyhkiisymenetelmé" (sweap line technique) antaa algoritmin, jonka
vaativuus on O((n + k)log n).

Tarkastellaan ensin yhden leikkauspisteen hakua. Oletetaan yksinkertaisuu-
den vuoksi, ettd mikddn jana ei ole pystysuora, ja ettd mitkdan 3 janaa eivét
leikkaa samassa pisteessé.

Algoritmi 1.: Janojen leikkauspiste. Pyyhkiisymenetelm4.

Syéte: Janat s1,...,8, (péétepiste-esitys)

Tulos: Leikkauspiste

Algoritmin idea:

- Jarjestetdédn janojen pédtepisteet ("tapahtumapisteet") x-koordinaatin suh-
teen nousevaan jarjestykseen (Samalla x-koordinaaatilla pienin y-koordinaatti
ensin)

- Kuljetetaan pystysuora "pyyhkiisyviiva"janojen yli vasemmalta oikealle,
pitden koko ajan kirjaa siitd mitka janat leikkaavat viivan ja missé jarjestyk-
sessé y-koordinaatin suhteen.

- Huomataan, ettd vain naapurijanat (pyyhkaisyviivan suhteen) voivat leika-
ta toisensa ja leikkauksessa niiden jérjestys vaihtuu.

- Pyyhkéisyviivan esitys on jarjestetty janajono T, johon voidaan kohdistaa
seuraavat operaatiot
insert(T,s) - lisdd (alkava) jana s kohdalleen T:hen
delete(T,s) - poista (pééttyvd) jana s jonosta T
above(T,s) - palauta janan s yldpuolinen naapuri T:ssi
below(T,s) - palauta janan s alapuolinen naapuri T:ssé
- Toteutus esim. tasapainoisilla puilla O(log n)-operaatioin
- Jérjestysrelaatio: jana s; on pienempi janaa sg abskissan arvolla x
ts. 81 <z S92, joS
- x:n kautta kulkeva pystysuora leikkaa molempia
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- leikkaa janan s; alempana kuin janan so
- Huom: janojen jarjestys vaihtuu vain leikkauspisteissd

procedure Etsi_leikkauspiste(S) - S janajoukko
T + O;
jarjestd joukon S piddtepisteet x-koordinaatin suhteen nousevaan jarjestyk-
seen (tarvittaessa pienin y-koordinaatti ensin)
for kaikille padtepisteille p jarjestyksessd do begin
if p on janan s alkupiste then begin
insert(T,s);
if (jos jana above(T,s) olemassa ja leikkaa s:n) or
(jos jana below(T,s) olemassa ja leikkaa s:n)
then return leikkauspiste
end
if p on janan s padtepiste then begin
if molemmat janat above(T,s) ja below(T,s) ovat olemassa ja leikkaavat
then return leikkauspiste;
delete(T,s)
end
end
return ei leikkauspisteitéa

Algoritmin aikavaativuus:

- padtepisteiden jarjestdminen O(n log n) askelta

- silmukka suoritetaan 2n kertaa, kukin suorituskerta O(log n) askelta
- yhteensd O(n log n) askelta

Algoritmi 2.: Janojen leikkauspisteet. Pyyhk&isymenetelm4.

Sydte: Janat s1,...,s, (padtepiste-esitys)

Tulos: Leikkauspisteet

Algoritmin idea:

- Janojen alku- ja loppupisteiden lisdksi myds leikkauspisteet ovat tapahtu-
mapisteitd: nédissd osallisten janojen jarjestys vaihtuu.

— Staattisen tapahtumajarjestyksen sijaan tapahtumalistaa taytyy yllapi-
tad prioriteettijonona. (Kekototeutus: O(logn) askelta/operaatio.)

— Aikavaativuus O((n + k)log n).

- yksityiskohdat HT

5.3 Konveksi verho

Pistejoukon @ = {p1,...,pn} konveksi verho (convex hull) CH(Q) on sup-
pein konveksi monikulmio, joka sisaltda kaikki @):n pisteet. Laskennallisesti
konveksin verhon méadradminen muodostuu niiden p;-pisteiden 16ytamisesta,



5.3. KONVEKSI VERHO 79

joiden kautta piirretty monikulmio sisédltdd koko @:n ja on konveksi, ts. kul-
mapisteiden yhdysjanat kulkevat monikulmion sisdlld. Tavallisesti vaaditaan
vield, ettd algoritmin on annettava pisteet oikeassa kulmajirjestyksessa.

Esim:

Useita vaihtoehtoisia tehokkaita algoritmeja:
- Grahamin "pyyhkiisymenetelma"O(n log n)
- Jarvisin "kdédrepaperialgoritmi"O(n-k)

- Inkrementaalinen menetelma O(n log n)

- Hajoita ja hallitse -menetelmé O(n log k)

Algoritmi: Konveksi verho. Grahamin pyyhkaisymenetelma.

Syéte: Joukon @ pisteet po,-.., Pn

Tulos: Konveksin verhon CH(Q) "kulmapisteet"qs,..., g oikeassa jarjestyk-
sessa.

Algoritmin idea:

- Jarjestetdan pisteet nousevaan kulmajéirjestykseen jostain referenssipistees-
td (esim. alimmainen, vasemmanpuoleisin piste) lukien. Kulmien suuruuk-
sien vertailua on selvitetty kohdassa 1. (Pisteet kannattaa ajatella skaalatun
niin, ettd referenssipiste on origossa.)

- Kéydaén pisteitd lapi jarjestyksessé ja kerataan joukkoon CH(Q) kuuluvia
ehdokaspisteitd pinoon S.

- Kun ehdokasverho tekee ei-konveksin kddnnoksen, ponnautetaan pinosta S
pisteitd kunnes "mutka oikenee". (Perdkkéiset pisteet p, g ja r aiheuttavat
ei-konveksin kddnnoksen, jos kiddnnos janalta pg janalle gr on oikealle.)

- Proseduurin pédttyessé pisteet g1, ..., qx ovat pinossa S oikeassa jirjestyk-
sessd.
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procedure Graham_scan(Q) - Oletetaaan | Q| > 3
Olkoon pg se Q:n piste, jolla on pienin y-koordinaatti, tai jos nditd on useita
niin vasemmanpuoleisin
Jarjestd Q:n muut pisteet nousevaan kulmajirjestykseen p1,...,pm
(jos samassa kulmassa on monta pistettd, séilytd vain etdisin)
empty stack(S);
push(po,S);
push(p1,S);
push(p2,5);
for i:= 3 to m do begin
while pisteiden next_to_top(S), top(S), p; muodostama kd&nndos ei ole
vasempaan do pop(S);
push(p;,S);
end

Aikavaativuus: Suoritusaika on vihintddn O(n log n), koska algoritmi si-
saltda pisteiden lajittelun. Itse kulmapisteiden méirdaminen on kuitenkin
O(n)-operaatio. TAmé seuraa siitd, ettd suoritus etenee aina uuteen pistee-
seen p; ja pinosta poistetaan vain joukon @ pisteitd (enintdan n — 2 poistoa).

Esim:
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Algoritmi: Konveksi verho. Jarvisin kddrepaperialgoritmi.

Syéte: Joukon Q pisteet p1,..., Pn

Tulos: Konveksin verhon CH(Q) "kulmapisteet"qy,..., gx oikeassa jarjestyk-
sessé.

Algoritmin idea:

- Kiinnitetddn muodostettava verho alimpaan pisteeseen ¢;

- "Vedetdén"se "tiukasti"seuraavaan pisteeseen go (= pisteeseen, joka on
g1:sta katsoen pienimmiéssd kulmassa)

- Yleisesti pistettd ¢; seuraava verhon CH (Q)) piste g;+1 on se, joka on g;:sté
katsoen pienimméssd kulmassa

- Ylimpdan pisteeseen tultua voi olla kitevad laskea kulmat vastakkaiseen
suuntaan, so. mod 7.

procedure Jarvis_march(Q) - Oletetaaan |Q| > 2.
Olkoon py se Q:n piste, jolla on pienin y-koordinaatti (tai jos néitd on useita
niin vasemmanpuoleisin), ja ps se Q:n piste, jolla on suurin y-koordinaatti
(tai jos naitd on useita niin oikeanpuoleisin).
i:=1; qfi]== p1;
while qfi] # p2 do begin
etsi @:n piste p, joka on qi]:std pienimméssa kulmassa positiivisen
x-akselin suhteen
i= i+1; qfil:= p; Q:=Q \ {p}
end
while q[i] # p1 do begin
etsi Q:n piste p, joka on qi]:std pienimmissi kulmassa negatiivisen
x-akselin suhteen
i:=i+1; qfif:= p; Q:==Q \ {p}

end

Algoritmin aikavaativuus: O(k - n), missd k =| CH(Q) |. HT.

Esim:

44=Py
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5.4 Lahimmat pisteet

Triviaalialgoritmi O(n?), missé n pisteiden lukum#r.

Algoritmi: Lahimmét pisteet. Osittava algoritmi.
Sydéte: Pisteet p1,..., pn
Tulos: Pistepari p = (z1,y2) ja ¢ = (z2,y2), joiden euklidinen etiisyys

d(p,q) = V(@1 — 22)2 + (y1 — 2)?

on minimaalinen.
Algoritmin idea:
e Alustus
- Aluksi joukon @) pisteet jérjestetddn z-koordinaatin suhteen nousevaan
jarjestykseen joukkoon X ja y-koordinaatin suhteen nousevaan jarjestykseen
joukkoon Y. Saadaan ongelma < @,X,Y >. (Tdmi vaihe tarvitaan vain
kerran; osaongelmien ratkaisussa lajitellut joukot tulevat suoraan rekursiol-
la)
e Hajoita
- Jos |Q|< 3, ldhin piste médratadn suoraan; muuten:
- Madritetddn joukon X jérjestyksen perusteella jakosuora [ (oletetaan et-
ta tallainen on olemassa), jonka vasemmalle ja oikealle puolelle sijoittuville
pistejoukoille Qr, ja Qg patee:

Qe |=T1Q1|/2] |Qr[=1lQ /2]

- Ositetaan joukot X ja Y jérjestyksen sdilyttden (Q-joukon jaon perusteella.
Olkoot vastaavat joukot X7, Xg, Yz, ja Yg. Jaon perusteella esimerkiksi X,
on joukko @7 jérjestettynd x-koordinaatin suhteen.

- Maéritetdan rekursiivisilla kutsuilla < Qp, X1, Y, > ja < Qgr,Xg,Yr >
lhimmét parit joukoista @ ja @Qgr. Olkoot pienimmét etdisyydet vastaa-
vasti 0z, ja 0g, ja ¢ niiden minimi § = min(dr, dr).

e Hallitse. Joukon Q ldhin pari on nyt joko toinen jo loydetyistd (ehdokkais-
ta), tai se sijaitsee jakosuoraa [ ympéroivissd 20-levyisessd vyohykkeessd.
Tutkitaan vyohyke seuraavasti.

- Muodostetaan joukosta Y jérjestyksen siilyttien joukko Y, joka sisiltdd
vain rajavyohykkeen pisteet

- Kdydasn joukon Y? pisteet ldpi y-koordinaatin mukaisessa jarjestyksessé
ja tutkitaan onko jokin seuraaja d:aa ldhempénd. Oleellista on, ettei tutkin-
nassa tarvitse lapikdyds koko Y9 loppuosaa, vaan:
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- Tiérkeéd havainto: Kunkin pisteen p € Y kohdalla riittés tutkia pelkdstiin
7 seuraajaa listasta Y°.

: Q 1 _}Q r : [ ] 0 0
<
@ 1
. [ !J . \ .
| | .
I I mahd.
5| O : 0 kaksois-
o | e P | pisteiti

F-——=F-=-=-=-- I /

| | .

=2 | o vy @
joukon Q ! joukon Q
pist. etiisyys pist. etiisyys
>0 >0

Aikavaativuus: Alustus O(n log n) ja rekursioyhtélo
T(n) =2T(n/2) + O(n)

jonka ratkaisusta T'(n) = O(n log n).
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5.5 Voronoi kaaviot (diagrammit)

Téarked geometrinen rakenne pisteiden ldheisyysinformaation esittdmiseen.

Lukuisia sovelluksia: 1ahimpien naapurien méarittdminen, l&hipistekyselyi-
hin vastaaminen, maksimaalisten tyhjien alueiden mé&arittdminen, Euklidi-
set virittavat puut,...

Maaritelma. Olkoon d(p, q) pisteiden p ja g tavallinen Euklidinen etéisyys ja
merkitdan

H(p,q) = {r € R*|d(p,r) < d(q,7)}

Olkoon S #arellinen pistejoukko. Pisteen p € S Voronoin solu joukon S suh-
teen on

Vs(p) = (] H(p,q)

gesS
a#p

Voronoi solujen sivut ovat Voronoi sarmié ja néiden leikkauspisteet Voronoin
kérkid. Voronoin sérmien ja kérkien joukko on S:n Voronoin kaavio Vor(S).

Esim:

Maééritelma. Pistejoukon S Voronoin kaavion "duaali"Del(S) on S:n Delau-
nayn kolmiointi, missd on sdrmilld yhdistetty toisiinsa tdsmélleen ne S:n
pisteet, joiden Voronoin solut ovat naapureita.
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Esim:

Téllakin struktuurilla on paljon sovelluksia, esim funktion (pinnan) lineaari-
nen interpolointi joukossa S, FEM-menetelman elementtihilojen muodosta-
minen.

Seuraavat lauseet luettelevat Voronoin kaavioiden perusominaisuuksia.

Lause 1. Pisteen p Voronoin solu V(p) on konveksi monikulmio. Pisteiden p
ja q, p # q, Voronoin soluilla on enintédén yksi yhteinen sarmé. Jos téllainen
on, se on p:n ja ¢:n keskinormaalisuoran e(p, g) osajana.

Lause 2. Voronoin solu V(p) on rajoittamaton, jos ja vain jos piste p on
joukon S konveksin verhon CH(S) kirki.

Todistus. = Oletetaan, ettd solu V' (p) on rajoittamaton, mutta p ¢ CH(S).
Olkoon [ jokin solun V(p) sisiltdmi p:std alkava puolisuora ja gr konvek-
sin verhon reunajana, jonka tdmé leikkaa. Nyt [:n pisteet riittdvan kaukana
p:std ovat ldhempéand ¢:ta tai r:48n kuin p:td. Ristiriita.

< Olkoon p € CH(S) ja ¢ ja r sen naapurikirjet verhossa. Piirretdén pis-
teeseen p janojen gp ja pr kanssa kohtisuorat puolisuorat. Néiden véliin jaa
rajoittamaton alue, jonka pisteet ovat ldhempénd p:td kuin muita S:n pis-
teita.
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Lause 3. Olkoon | S |> 3. Oletetaan, ettd mitkdén neljd S:n pistettd eivét
sijaitse samalla ympyrékehalld. Télloin jokaisessa kaavion Vor(S) kérjessé
kohtaa toisensa tasan kolme sirméd. Vastaavasti jokainen kaavion Del(S)
sdrmien rajaama alue on kolmio.

Lause 4. Olkoon | S |> 3. Kaavioissa Vor(S) ja Del(S) on talloin kummas-
sakin enintddn 3 | S | —6 sdrméaa.

Todistus. Selvidsti on | Vor(S) |=| Del(S) |. Kaavio Del(S) on tasoverkko,
jonka solmujoukko on S. Verkkoteoriasta tiedetdén, ettd n solmun tasover-
kossa voi olla enintdén 3n — 6 kaarta. (Ns. Eulerin kaavan | V' |-| E |+| F |=2
(F—=faces) seuraus).

Olkoon S tason pistejoukko, | S |> 2. Jaetaan S pystysuoralla jakoviivalla
osiin (oletetaan, ettei mikddn piste sijaitse télla viivalla)

SL = {('Tay) S | T < lm}aSR = {(‘Iay) €S | T > lm}a
missé [, on viivan [ z-koordinaatti. Merkitdan lisdksi
P ={peR*|d(p,S.) = d(p, Sr)}.

missé d(p, A) = min{d(p,q) | ¢ € A}.

Lemma.

(1) P ={e(p,q)NVor(S) | p € S,q € Sk}

@) Vor(s) = (Vor(Sy) N L(P) UPUVor(Sw) N R(P)),
L(P) = {(z,y) € R? | z < 'jollakin(z',y) € P}
R(P) = {(z,y) € R?* | = > 2jollakin(z',y) € P}

L(P) P R(P)
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Algoritmi: Voronoin kaavio - osittava algoritmi VorCH (S).
Syéte: Tason joukko S
Tulos: Joukon Voronoin kaavio Vor(S) ja konveksi verho CH(S) parina
<Vor(S),CH(S) >.
Algoritmin idea:
e Alustus
Aluksi joukon S pisteet jarjestetddn z-koordinaatin suhteen nousevaan jér-
jestykseen. Tamé mahdollistaa nopean jakoviivojen mairdamisen rekursion
eri vaiheissa Tama vaihe tarvitaan vain algoritmin alussa.
e Hajoita
Jos S = {p}, niin Vor(S) = 0, CH(S) = {p}
Muuten, jaa S kahtia pystysuoralla jakoviivalla (oletetaan, ettd td4mé voi-
daan tehdd). Olkoot osat Sg, ja Sr. Kutsu rekursiivisesti

<Vory,CHL > := VorCH(SL);

< Vorr,CHgr > := VorCH(SR);
e Hallitse
Konveksien verhojen CHj, ja CHp alapuolelle voidaan piirtdd suora, jon-
ka kulkee kummankin verhon jonkin kérjen kautta. Vastaavanlainen suora
voidaan piirtdd myos verhojen yldpuolelle. Suorilla olevia, kirkid yhdistavia
janoja kutsutaan ala- ja ylasilloiksi. CH(S) voidaan muodostaa verhoista
CHp ja CHpR unohtamalla tietyt reunat ja lisddmalld joukkoon sillat. Téssd
el puututa tarkemmin siltojen etsimiseen eikd C H(.S):n muodostamiseen.
Myos Voronoin kaavion Vor(S) muodostamisessa kiytetdén konveksien ver-
hojen ala- ja ylasiltoja. Aluksi on muodostettava edelld mainittu janajono
P. Sen alin jana on alasillan keskinormaalin alkuosa (y-koordinaatin suh-
teen negatiivisesta ddrettomyydestd) ja viimeinen jana on ylésillan keski-
normaalin loppuosa (y-koordinaatin suhteen positiiviseen ddrettomyyteen).
Muut P janat ovat darellisid. MyGs ne ovat Sr:n ja Sg:n pisteparien yh-
dysjanojen keskinormaalien osajanoja. Térked havainto on, ettd pisteparin
pisteet ovat aina osaverhojen pisteitd ja sijaitsevat verhoissa ala- ja ylasil-
lan péétepisteiden vilissd (verhojirjestyksessd). Janajonon muodostaminen
aloitetaankin alasillan keskinormaalista ja lopetetaan ylésillan keskinormaa-
liin. Valilla olevat janat 16ytyvat tutkimalla C'Hp:n pisteitd vastapéivdan
ja C Hg:n pisteitd myo6tapaividn. Aloituspisteind ovat alasillan péitepisteet
p € CHy, jar € CHp sekd ndiden verhoseuraajat g ja s. Pisteiden p ja r
perusteella méérdytyy alhaalta lahteva puolisuora (P:n ensimméinen jana).
Puolisuoran p#itepiste on alin piste, jossa se kohtaa joko Voronoin kaavion
Voryg, tai Vorg. Havainnon perusteella kaavioiden leikkaavat sdrmét ovat ja-
nojen pq ja 7s keskinormaalien maardamid. On siis méarattéava puolisuoran
ja keskinormaalien leikkauspisteet ja valittava niistd alempi. Téasta pisteesté
on taas ldhdettéva ylospdin. Suunnan méarddmiseksi on silld verholla, jon-
ka pistepari (p ja ¢ tai r ja s) médritteli alemman leikkauspisteen, edettéva.
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Niin joko p:=q ja ¢:= ¢:n seuraaja tai r:=s ja s:= s:n seuraaja. Uusi suunta
on nyt paivitetyn janan pr keskinormaalin mukainen. Néin jatketaan kunnes
pistepariksi p, r tulee ylésillan péatepistepari. Sen jilkeen on vield ylasillan
loppuosa liitettdva P:hen.

Kun P on saatu muodostettua, tunnetaan kaikki Vor(S):n sdrmét. Osa niis-
td saadaan suoraan kaavioista Vor(Sr) ja Vor(Sg). Muut ovat joko P:n
osia tai patkiistyjad osakaaavioiden sdrmid. Patkaistyt 16ytyvit itse asiassa
samalla kun P:t4 muodostetaan. Todellisuudessa siis kannattaakin myos ko-
ko Vor(S)m muodostaminen suorittaa samalla, kun P haetaan.

Jotta kaikki onnistuisi, pitdd Voronoin kaavio tallettaa kaksoislinkitettyyn
listaan. Tallaisessa listassa on kukin sérmé esitetty vain yhden kerran, joten
sen tilatarve on lineaarinen. (Jos kaikki kaaavion monikulmiot talletettaisiin
erillising, tarvittaisiin mahdollisesti neliollinen tila.) Talletuksen yksityiskoh-
tiin ei tadssd puututa.

Algoritmin aikavaativuus. Edelld selvitetyin periaattein voidaan Voronoin
diagrammi muodostaa ajassa O(| S | log | S |).
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procedure VorCH(S)
if | S |= 1then return < 0, S >;
Osita S z-koordinaatin suunnassa yhtésuuriin osiin Sy, ja Sg;
Laske rekursiolla < Vorp, CHp, > := VorCH(SL); < Vorg,CHg > =
VorCH(SR);
P := tyhjd murtoviiva;
pr:= verhojen CHy,, C Hg alasilta
I:= e(p,r);{keskinormaali}
q := next(p,CHp); {edetdén verhossa vastapédivain}
s := next(r,CHpg); {edetaan verhossa mydtépdivaan}
repeat
tr:= leikkauspiste(pg, )
tp:= leikkauspiste(7s, )
if t7, on alempana kuin ¢tz then
begin
P:= P + (puoli)suora [ ylospéin edellisesté leikkaus-
pisteestd leikkauspisteeseen ty,.
p:= q; ¢:= next(q,CHp)
I:=e(p,7)
end
else
begin {symmetrinen tapaus}
P:— P + (puoli)suora [ ylospéin edellisesté leikkaus-
pisteestd leikkauspisteeseen .
r:= 8; s:= next(s,CHpg)
I:= e(p,r)
end
until 7s = ylasilta
P:= P + ylisillan keskinormaali viimeisestd leikkauspisteesté ylos;
CH := CH|JCHpg|J{ylasilta,alasilta}\{siltojen vili}
return < (Var(S.) N L(P))UPUWVar(Sg) N R(P)),CH >
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Luku 6

Merkkijonon haku

Probleemana on 16ytdd annetusta merkkijonosta M[i], i= 1,...,n merkkijono
P[i], i= 1,...,m. Perusalgoritmi tehtévin ratkaisemiseksi on

procedure rv_ mjhaku(M,P)
pp:=1; mp:=1;
while pp < m and mp < n do
if P[pp] = M[mp]
then pp:= pp+1; mp:= mp+1;
else pp:= 1; mp:= mp-pp+2;
ifpp >m
then return mp-m;
else return —1;
end

Algoritmi palauttaa arvon —1, jos merkkijonoa ei 16ydy, ja muuten (ensim-
maéisen) alkamiskohdan.

Algoritmin pahimman tapauksen suoritusaika on kertaluokkaa ©(n-m). Té-
mé ndhdaédn esimerkiksi tarkastelemalla jonoja

M= a" b

P= a™ b

Seuraavassa esitettdvin Knuth-Morris-Pratt-menetelmén suoritusaika on se-
ki keskim#drin ettd pahimmassa tapauksessa kertaluokkaa O(n + m)

91
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6.1 Knuth-Morris-Pratt-menetelma

Tarkastellaan menetelméad esimerkin avulla. Olkoon

P= abcabcacab, m= 10.
M= babcbabcabcaabcabcacabc, n= 23,

misséd alleviivaus ilmaisee tutkittavan M-jonon merkin. Koska verrattavat
eivit ole samoja edetddn tilanteeseen

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Talloin padllekidin olevat "nykyiset"alkiot ovat samoja, joten vain alleviivaus
liikkuu. Nain jatketaan tilaan

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Téassa vaiheessa torméataan erisuuriin alkioihin ja my6s P-jonoa pitéa siirtaé.
Kuinka paljon? Pa#toés voidaan perustaa sille, ettd tekstin lopussa ennen eri-
suuruutta ovat merkit

abc = P[1..3].
On siis 10ydettéva pisin sellainen P-jonon alku, joka tdsmé#d merkkijonon
bc = P|2..3]

loppuun. Koska téllaista ei ole, voidaan suorittaa 3:n askeleen siirto. Huo-
mattakoon, ettd paddtos voidaan tehdd pelkdstddn P-jonon merkkien ja in-
deksikohdan pp = 3 avulla (nykyinen merkkikohta P-jonossa on pp+1).

Uusi tilanne on nyt

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Eroavuuden vuoksi sekd P-jonoa ettd merkkikohtaa siirretdén yhdelld. Ete-
nemadlld vield muutama askel alleviivauksen siirtdmisessd pdddymme tilaan

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Jéalleen tormattiin erisuurteen ja P-jonon siirtdmiseen. Nyt eroavuutta ennen
ovat tekstimerkit
abcabca = P[1..7] (pp=T7).
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Edellisen periaatteen mukaan on nyt loydettdvd merkkijonon

bcabca = P[2..7]
lopusta pisin P-jonon alku. Téllainen on P[1..4]= abca, uusi pp= 4, siirto 3
= 7-4 ja tilanne

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Erovuuden vuoksi on jélleen tehtdvd P-jonon 3-askeleen siirto

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Vield yhden P-siirron ja muutaman alleviivaussiirron jalkeen merkkijono 16y-
tyy tilassa

P= abcabcacab
M= babcbabcabcaabcabcacabc.

Edella olleessa oleeellista oli se, ettd P-jono saaattoi edetd usean askeleen
ja alleviivaus ei koskaan siirry vasemmalle. Edelleen P-jonon jokainen siirto
pystyttiin paidttelemdsdn kahdesta asiasta:

1) ei-tdsméys -kohdassa

2) P-jonon nykyisen merkin kohta ts. tekstistd on 16ytynyt P[1..pp]
Niin ollen P-jonon liukuminen voidaan laskea etukdteen. Ilmoittakoon tau-
lukkoarvo N[pp| (N = NEXT) mihin P-jonon alleviivauskohta (N[pp]+1) on
asetettava, jos erisuuruus havaitaan P-jonon indeksissd pp+1. Eo. esimerkis-
S8

pp= 12345678910

N[pp]= 000123401 2

N-taulukkoa kiyttavd haku voidaan suorittaa algoritmilla

procedure KMP mjhaku(M,PN)

pp:=0;

for mp = 1 ton do begin
while pp > 0 and M[mp]| # P[pp+1] do pp:= Nlpp];
if M[mp| = P[pp-+1] then pp:= pp + 1;
if pp = m then return mp-m-+1;

end

Ongelmana algoritmin suoritusajan madrddmisessd on while-silmukan suo-
rituskertojen laskeminen. Voidaan kuitenkin havaita, ettd jokainen suoritus-
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kerta siirtdd P-taulukkoa (N[t]<t). Niiden mé&drd ei tdmén vuoksi voi ol-
la n:&4 suurempi. Koko algoritmin suoritusaika on néin ollen kertaluokkaa
O(n + m), koska N-taulukko voidaan laskea ajassa O(m)

Siirrytddn nyt N-taulukon madrdédmiseen. Tilanteessa, jossa N-arvoa tarvi-
taan, on P-taulukon alla indekseissé 1,...,pp samat arvot. Ndin N|pp| arvoksi
pitda valita suurin sellainen i, etta

(1)0<i<pp
(2) P[1]...P[i] on jonon P[2]...P[pp] loppuosa

Ilmeisesti N[1]=0. Oletetaan, ettd N[1],...,N[s] on jo laskettu, ja tutkitaan mi-

ten N[s+1] saadaan méératyksi. Ilmeisesti N[s+1] < N[s]+1. Jos P[s+1]=P[N][s]+1],
niin N[s+1]= N[s|+1. Muuten voidaan tilanne kisittaa sellaiseksi, ettd merk-
kijonosta P|[2..s+1| haetaan merkkijonoa P . Etsinnéssd on loydetty jono
P[1...N[s]], mutta tutkittavan jonon nykyinen merkki P[s+1]| ja haettavan
P-jonon nykyinen merkki P[t+1] (t=N][s|) ovat erisuuria. T&ll6in on siis nor-
maalilla tavalla siirrettdvd P-jonoa oikealle. Koska t=N[s|<s, voidaan siirtd-
minen suorittaa jo lasketulla taulukolla NJ[1...s]. Jos vield térmétéén erisuu-
ruuteen, voidaan siirto suorittaa samoin, jne. Laskenta voidaan siis tehda
seuraavasti

t:= NJs];

while t>0 and P[s+1]| # P[t+1] do t:= NJt];
if P[s+1] = P[t+1] then t:= t+1;

N[s+1]:= t;

Kaikkiaan saadaan N-laskennalle algoritmi

t:= 0; N[1]:=0;

for pp = 2 to m do begin
while t > 0 and P[pp| # P[t+1] do t:= NJt];
if P[pp| = P[t+1] then t:= t-+1;
N[pp|:= t;

end

Algoritmin suoritusajan lineaarisuus voidaan perustella myds tasatulla ana-
lyysilld. Ongelmana ovat while-silmukan suorituskerrat. Valitaan potenti-
aaliksi t. Sen alkuarvo on nolla ja sitd kasvatetaan for-kierroksella korkein-
taan kerran yhdelld. Koska se ei kuitenkaan koskaan muutu negatiiviseksi
ja jokainen while-silmukan suoritus pienentdd sitd (N[t]<t), voi suoritusker-
tojen médré olla korkeintaan m-1 (tai m-2, koska viimeinen t-lisiys while-
silmukoiden jilkeen).
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6.2 Boyer-Moore-Horspool-menetelmi

Knuth-Morris-Pratt-menetelmésséd merkkijonon P siirtdmistd nopeutettiin
alkuosien esiintymisid etukdteen tutkimalla. Toinen ajatus nopeuttamiselle
on laskea etukdteen kunkin merkin esiintymét haettavassa merkkijonossa.
Boyer-Moore-Horspool-menetelméssd tdmé on toteutettu laskemalla aluksi
kunkin merkin viimeinen esiintyminen P-merkkijonossa. Jos merkistona on
¥, niin kirjaava taulukko LOR (Last OccuRrence) voidaan muodostaa seu-
raavasti

for a € ¥ do LORJ[a]= 0;  /*Jos merkkid ei 16ydy, on arvo 0*/
for pp = 1 to m do LOR|[P[pp]]:= pp;

Alla oleva hakualgoritmi etenee P-merkkijonoa lopusta alkuun. Térmétes-
séddn eroavuuteen se siirtdd P:td niin ettd erisuuruuskohdalle tulee viimeinen
P:n sopiva merkki. Jos P:std ei 16ydy sopivaa, voidaan koko P vetdd merkin
ohi. Siihen on liitetty mahdollisuus tehostaa etsintdd myos muilla tavoilla.
Niin on tehtdva ainakin silloin kun menetelmé ehdottaa P:n siirtoa vasem-
malle. Periaatteena menetelméassé on hyviksikiyttad tietoa kulloinkin tutki-
tun loppuosan sisdllostéd. Vastaavasti kuin edellisessd menetelmissi voidaan
taltd pohjalta tehda siirtopaatoksié pelkdn P-jonon perusteella. Nyt vain on
etsittdvd P:n loppuosia (suffix) ei alkuosia (prefix) kuten N-taulukkoa m&a-
rattdessd. Téassa el esitetd menetelmén yksityiskohtia, mutta mainittakoon
ettd menetelms hyviksikdyttds kisnnetyn merkkijonon P® N-taulukkoa.

procedure BMH _mjhaku(M,P)

s= 0;
while s<n-m do
pp— 1,

while pp>0 and P[pp|= M|[s+pp| do pp= pp-1;
if pp=0 then return s
else s= s+max(pp-LOR[s+pp],);
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Harjoitustehtavia

1. Maaritd rekursioyhtdlon

TA) = 1
T(n) = 4T(n/4) + /n, kunn=4% k> 1.

tarkka ratkaisu, kun n on neljin potenssi.

2. Eriissa “hajota ja hallitse”tyyppisissé algoritmeissa voidaan n:n kokoi-
nen ongelman tapaus osittaa tasaisesti 1/n:m kokoisiin osatapauksiin
niin, ettd algoritmin aikavaativuutta T'(n) tulee kuvaamaan rekursio-

kaava:
kunn =2

T(n) < { i/ﬁT(\/ﬁ) +bn, kunn > 2.

Méadrad O-ylaraja funktiolle T'(n). (Vihje: Tee muuttujanvaihto n =
2F)

3. Ratkaise generoivia funktioita kdyttden rekursioyhtélod

to=0, t =1,
tn =Bty 1—6tp_o, n>2.

(Vihje: Kun olet méérittanyt jonon (t,) generoivan funktion, yritd kir-
joittaa sen nimittajéna oleva lauseke muotoon (1—az)(1—bz) ja sovella
sitten osamurtolukuhajotelmaa.)

4. Tiedetadn (Anal. pk/jk), ettd nollan ympéristossd suppeneva potens-
sisarja voidaan derivoida termeittéin, so. jos G(2) = >~ Pr2”, niin

G'(z) = EkZI kppz" L.

(a) Johda tdmén tiedon avulla jonon (1,2,3,4,...) generoiva funktio
jonon (1,1,1,1,...) generoivasta funktiosta.

(b) Oletetaan, ettd jonon (pg) arvot ovat jonkin diskreetin todenné-
koisyysjakauman pistetodenndkoisyyksia, siis esim. “pr = toden-
nékoisyys, ettd algoritmin suoritus vaatii tasan k askelta”. Mité
on tallsin G(1)? Entd mikd on arvon G'(1) tulkinta?

97
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5. Ohjelma kisittelee kahta pinoa S ja 7', joihin voidaan tavallisten pino-
operaatioiden (push, pop) lisdksi kohdistaa kopiointi-operaatioita copy(S,T")
ja copy(T,S). Suunnittele pinoille taulukkototeutus, jossa kopiointi-
operaation yhteydessd ainoastaan edellisen kopioinnin jalkeen tapah-
tuneet muutokset paivitetdén pinosta toiseen. Osoita, ettd téssi toteu-
tuksessa mink4 tahansa aluksi samansisaltoisiin pinoihin kohdistuvan
n operaation jonon kokonaissuoritusaika on vain O(n).

6. (a) Esitd bindarisen hakupuun péivitysalgoritmien toiminta, kun aluk-
si tyhjaan puuhun ensin lisdtaan alkiot 6, 2, 7, 0, 4, 5, 9, 8, ja néin
saadusta puusta sitten poistetaan alkio 2.

(b) Osoita, ettd n alkion lisidminen aluksi tyhjdén bindériseen haku-
puuhun vaatii pahimmassa tapauksessa (n?) vertailuoperaatio-
ta.

7. Osoita, ettd vertailujen médrdn odotusarvo, kun aluksi tyhjidsn bin&ds-
riseen hakupuuhun lisdtd4n n satunnaista alkiota, on O(nlogn). (Oh-
je: Olkoot lisattévat alkiot aq, ..., a,. Puun juureen sijoittuva alkio aq
on todennékoisyydelld % joukon k:nneksi pienin. Tédssd tapauksessa va-
sempaan alipuuhun sijoittuu k£ — 1 alkiota ja oikeaan alipuuhun n — &
alkiota. Muodosta taltd pohjalta vertailujen méardn odotusarvoa ku-
vaava rekursioyhtilo ja ratkaise se joko arvauksen sovitusmenetelmél-
13 tai ns. historian eliminoinnilla (ks. pikalajittelualgoritmin analyysi,
muistiinpanojen s. 35).)

8. (a) Esité (2,3)-puun péivitysalgoritmien toiminta, kun aluksi tyhjaan
puuhun ensin lisdtaén alkiot 6, 2, 7, 0, 4, 5, 9, 8, ja ndin saadusta
puusta sitten poistetaan alkio 0.

(b) Osoita, ettd n alkion lisdédminen aluksi tyhjdén (2,3)-puuhun vaa-
til enintddn O(nlogn) operaatiota.

9. (a) Esitd AVL-puun lisdysalgoritmin toiminta, kun aluksi tyhjdén
puuhun lisatdan alkiot 6, 2, 7, 0, 4, 5, 9, 8.

(b) Suunnittele AVL-puille poistoalgoritmi ja esité algoritmisi toimin-
ta, kun edellisessd tehtdvissd muodostetusta puusta poistetaan
alkio 2.

10. Osoita, ettd AVL-puussa, jonka korkeus on h, on oltava vidhintdan
Q(¢") solmua, missé ¢ on ns. kultaisen leikkauksen suhde, ¢ = (1 +
v/5)/2. (Ohje: Johda puun rakenteen perusteella rekursioyht#ld pie-
nimmén h:n korkuisen puun solmujen méérélle ja ratkaise se.) Pait-
tele tdmén tiedon perusteella, ettd n-solmuisen AVL-puun korkeus on
luokkaa O(logn).
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11. Osoita, ettd universaalihajautusta kiytettdessa minks tahansa avaimen
z kanssa térmé#dvien muiden avainten y # x méirin odotusarvo on alle
1 (vrt. Cormen/Leiserson/Rivest, Introduction to Algorithms, ss. 230—
231). Pédttele tésté, ettd hakemisto-operaatiot MEMBER, INSERT ja
DELETE voidaan universaalihajautusta kiyttden toteuttaa odotusar-
voisesti vakioajassa. (Huom. Odotusarvo lasketaan siis hajautinten, ei
syOtteend saatavien avainkokoelmien suhteen. Kaikki avainkokoelmat
ovat samassa asemassa.)

12. (a) Suunnittele splay-puurakenteelle tehokkaat, alkion juureennosto-
operaatioon perustuvat péivitysalgoritmit. (Ohje: Kunkin operaa-
tion aluksi nostetaan kisiteltdvé alkio puun juureen.)

(b) Esitd splay-puun péivitysalgoritmien toiminta, kun aluksi tyhjaan
puuhun ensin lisdtdan alkiot 6, 2, 7, 0, 4, 5, 9, 8, ja ndin saadusta
puusta sitten poistetaan alkiot 2 ja 9.

13. Téydenni luennolla (muistiinpanojen ss. 164.12-13) esitetty splay-puiden
tasatun vaativuuden analyysi osoittamalla, ettd myds alkion x siksik-
kierron tasattu kustannus on enintdin 3(R'(z) — R(z)), missd R(z) on
alkion z ranki ennen kiertoa ja R'(z) sen ranki kierroksen jilkeen.

14. Simuloi kekotietorakenteen heapify-operaation (luennot, s. 166) toimin-
taa sen muodostaessa lukujonoa 4, 11, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 16 vastaavaa
kekoa. (Pienin alkio keon juureen.)

15. Muodosta joukkoja {5, 2, 7} ja {0, 3, 4, 6, 1, 8, 9} vastaavat binomi-
metsit ja simuloi niiden yhdistdmistd luennolla (muistiinpanojen ss.
167-169) esitetyilld algoritmeilla.

16. Todista seuraavat binomipuiden rakenneominaisuudet:

(a) Binomipuun By, n > 1, juuren alipuut ovat tdsmiélleen binomi-
puut By, ..., By—1.

(b) Binomipuussa By, n > 0, on syvyydelld k, 0 < k < n, tdsmaélleen
(2) solmua

17. Millainen puurakenne syntyy, kun luennolla (ss. 172-173) esitettyd
tasapainottavaa ja tiivistivdd union-find-algoritmia sovelletaan seu-
raavan ohjelman tuottamaan union-find-operaatiojonoon? Aluksi on

S;i={i},i=1,...,16.

begin
for i =1 to 15 by 2 do union(i,i + 1,1);
for i =1 to 13 by 4 do union(i,i + 2,1);
union(1,5,1);
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union(9,13,9);

union(1,9,1);

for i =1 to 13 by 4 do find(i)
end.

Osoita, ettd jos union-find-algoritmissa kiytetddn puiden tasapaino-
tusta, mutta ei polun tiivistystd, n:n union-find-operaation jonon suo-
rittaminen voi vaatia ajan Q(nlogn). (Vihje: Tarkastele jonoja, joista
syntyy edellisen tehtédvin tapaan binomipuita.)

Tarkastellaan muotoa
Xi=Xj, i,j=1,2,...,k,

olevien yhtdloryhmien ratkaisemista, missé kukin literaali X; on muut-
tuja tai kokonaisluku. Esimerkiksi ryhmélla

X =3
X=Y

on ratkaisu X =Y = 3, mutta laajennetulla ryhméalla

X =3
X=Y
Y =4

ei ole ratkaisua. Selitd, miten union-find-algoritmilla voidaan tehok-
kaasti paattdd, onko annetulla yhtéloryhmalld ratkaisua vai ei.

Todista seuraava véite (luentojen s. 180, Lause 2): Jos (v, w) on syvyys-
haun méérittdmé suunnatun verkon sivuttaiskaari, niin postnum|v] >
postnum|w).

Maarita alla olevan verkon vahvasti yhtendiset komponentit luentojen
s. 181 algoritmilla. Oletetaan, ettd solmut ovat vieruslistoissa aakkos-
jirjestyksessa ja ettd algoritmi aloittaa verkon tutkimisen solmusta a.

() (O—D
© O—w

Sanotaan, ettd suunnatun verkon G = (V, E) solmu u on alkusolmu, jos
verkon kaikki muut solmut voidaan saavuttaa wu:sta, so. jos kuhunkin
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23.

24.

25.

26.

muuhun solmuun johtaa w:sta suunnattu polku. Suunnittele tehokas
algoritmi, joka etsii vieruslistoina esitetyn suunnatun verkon jonkin
alkusolmun, mikali verkossa sellaisia on. Miten muuttaisit algoritmia,
jos tehtévané olisi masrittdd verkon kaikki alkusolmut?

Todista seuraavat yhtendisen suuntaamattoman verkon G artikulaatio-
pisteitd ja 2-yhtendisid komponentteja koskevat véitteet (luentomuis-
tiinpanojen s. 186):

(a) Kaaret e; ja eg kuuluvat G:n samaan 2-yhtendiseen komponent-
tiin, jos ja vain jos e; = e tai G:ssé on sykli joka siséltdd molem-
mat kaaret.

(b) Kahdella G:n 2-yhteniiselld komponentilla on enintdéan yksi yh-
teinen solmu.

(¢) G artikulaatiopisteet ovat tésmailleen sen 2-yhtendisten kompo-
nenttien leikkaussolmut.

Maéarité alla olevan verkon 2-yhtendiset komponentit luennolla esitetyl-
13 algoritmilla (muistiinpanojen s. 189a). Oletetaan, ettd solmut ovat
vieruslistoissa aakkosjarjestyksessd ja ettd algoritmi aloittaa verkon
tutkimisen solmusta a.

Laadi algoritmi, joka tutkii onko syotteend annettu suuntaamaton verk-
ko kaksijakoinen. Algoritmin tulee toimia verkon kaarien mé#édran suh-
teen lineaarisessa ajassa. (Sydteverkon solmuista ei siis ole valmiiksi sa-
nottu, mitkd ovat jaon “vasemmalla” ja mitkd “oikealla” puolella. Huo-
maa kuitenkin, ettd kaksijakoisuusehdon mukaan “vasemman puolen”
solmuista voi olla kaaria vain “oikean puolen” solmuihin ja painvastoin.)

Binddrinen De Bruijnin jono on 2¥-bittinen bindsrijono ajas ... ask,
joka syklisesti luettaessa sisaltdé kaikki k-bittiset bindarijonot osajo-
noinaan. (Esimerkiksi 00010111 on erds De Bruijnin jono, missé k = 3.)
Luonnostele algoritmi, joka tuottaa n-bittisen De Bruijnin jonon, mis-
sé n on muotoa 2%, n:n suhteen lineaarisessa ajassa. ( Vihje: Tarkastele
suunnattua verkkoa Gy, jonka solmut vastaavat kaikkia mahdollisia
k — 1-bittisia bindérijonoja, ja solmusta bibs...bg_1 on symboleilla 0
ja 1 nimetyt suunnatut kaaret solmuihin by ...bg_10 ja by ...bg_11.)
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27. Tarkastellaan seuraavaa “edustajien valinta’-ongelmaa. SyGtteend an-
netaan kokoelma perusjoukon U = {1,...,n} osajoukkoja Si,..., Sk.
Tehtévind on valita kustakin joukosta alkio z; € S; siten, ettd z; # =z,
kun 7 # j. Hahmottele algoritmi edustajien valintaan. ( Vihje: Kaksi-
jakoisten verkkojen pariutus.)

28. Tarkastellaan kauppamatkustajan ongelmaa taydellisessé verkossa G,
jonka solmuina ovat tason pisteet (7,5), missd i = 1,2,3 ja j = 1,2,3.
Solmuja on siis yhdeksén kappaletta. Solmujen vélisten kaarten kustan-
nukset ovat samat kuin vastaavien pisteiden euklidiset etdisyydet. Si-
muloi luennolla (muistiinpanojen ss. 143-146) esitettyjen kahden ATSP-
approksimointialgoritmin (“kahdesti puun ympéri” -tekniikka ja Chris-
tofidesin algoritmi) toimintaa téssd verkossa. Kokeile kahta tai useam-
paa virittdvad puuta algoritmien ldhtokohtana. Laske my0s algoritmien
tuottamien ratkaisujen suhteelliset virheet.

29. Tarkastellaan seuraavaa solmupeiteongelman ahnetta approksimoin-
tialgoritmia: Verkosta valitaan peitteeseen lisdttaviksi solmu, jonka
asteluku on mahdollisimman suuri, ja poistetaan kaikki siihen liitty-
vat kaaret. Tata toistetaan, kunnes verkossa ei ole enda kaaria jaljella.
Osoita, ettéd algoritmi voi pahimmassa tapauksessa valita peitteen C,
jolla |C] > 2|C*|, missd C* on optimipeite.

30. Ratkaise repunpakkausongelma, jossa tavaroiden “koot” ovat (4, 1, 2,
3, 2, 1, 2) ja “arvot” vastaavasti (299, 73, 159, 221, 137, 89, 157) so-
veltamalla luennolla (ss. 149-152) esitettyd e-approksimointiskeemaa
parametrin € arvolla 1. Repun maksimikoko on 10.

31. Tarkastellaan seuraavaa NP-tdydellistd lokerointiongelmaa (engl. Bin
Packing):

Annettu joukko vilin (0,1) reaalilukuja zi,...,z,. Luvut
on ositettava mahdollisimman pieneen méaraan osajoukkoja
(“lokeroita”) siten, ettd kunkin osajoukon alkioiden summa
on korkeintaan 1.

Ongelman ahne first fit-approksimointialgoritmi toimii seuraavasti: Lu-
vut késitellddn jarjestyksessd 1, ..., z,. Luku x; sijoitetaan lokeroiden
jirjestyksessd ensimmadiseen lokeroon, johon se mahtuu. Osoita, ettd
tdma menettely on l-approksimointialgoritmi, so. tarvitsee enintdan
kaksinkertaisen méérén lokeroita optimaaliseen néhden. (Vihje: Osoi-
ta, ettd first fit-heuristiikka tayttas kaikki lokerot, paitsi mahdollisesti
yhden, ainakin puolilleen.)
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32. Todista luennolla esitetty Seurauslause 7.1 (muistiinpanojen s. 153):
Jos P # NP, niin luokassa NP \ P on kielid (ongelmia), jotka eivit ole
NP-taydellisia.

33. (a) Todista seuraava luennolla esitetyn Lauseen 7.8 (muistiinpano-
jen s. 154) yleistys: Olkoon C jokin kieliluokka (so. ongelmaluok-
ka, esim. C = P, NP, PSPACE,...). Kieli (ongelma) A on co-C-
téydellinen, jos ja vain jos sen komplementtikieli A on C-tiydellinen.

(b) Osoita tdméan tuloksen perusteella, ettd lausekalkyylin kaavojen
tautologisuusongelma (muistiinpanojen s. 154) on co-NP-téydellinen.

34. Sanotaan, ettd Monte Carlo -tyyppinen satunnaisalgoritmi A on luo-
tettava, jos se annetulla syotteelld antaa oikean vastauksen todenné-
kéisyydelld p > 0, ja todenndkoisyydelld ¢ = 1 — p vastaa “en tieda”.
Miké on oikean vastauksen todennikdéisyys, kun algoritmi A suorite-
taan k kertaa perdkkdin? (Oletetaan, ettd suorituskerrat ovat toisis-
taan riippumattomia, ja toisto lopetetaan heti kun oikea vastaus on
saatu.) Montako kertaa algoritmia tarvitsee enintdan toistaa, jotta oi-
kean vastauksen todennékoisyys saataisiin suuremmaksi kuin 1 — €,
jollakin annetulla € > 07

35. Muodostetaan edellisen tehtdvén algoritmin A pohjalta Las Vegas -
tyyppinen algoritmi B, joka toistaa A:ta, kunnes saa oikean vastauksen
(so. A vastaa jotakin muuta kuin “en tiedd”). Mikd on tarvittavien
toistojen méaran odotusarvo?

36. Olkoon A jonkin padtésongelman ratkaiseva (so. 0/1-arvoinen) Mon-
te Carlo -algoritmi, joka antaa oikean vastauksen todenn#kéisyydelld
p > 1/2 ja vadrdn vastauksen todenndkéisyydelld ¢ = 1 — p. (Tél-
14 kertaa algoritmi ei siis vastaa luotettavasti “en tiedd”, vaan saattaa
suorastaan valehdella.) Muodostetaan algoritmista A algoritmi B, jo-
ka toistaa A:ta k = 2t — 1 kertaa ja valitsee vastaukseksi sen, jonka A
antoi useammin, so. véhintddn ¢ kertaa. Arvioi todennékoisyytté, etta
B antaa vadran vastauksen, kun A:m eri suorituskerrat ovat toisistaan
riippumattomia. Erityisesti: monellako A:n toistolla saadaan védrin
vastauksen todenndkéisyys pienemmdiksi kuin jokin annettu € > 07
(Kayta luentomuistiinpanojen s. 209 esitettyja Chernoffin rajoja.)

37. Todista seuraavat hyppylistojen ominaisuudet:

(a) n alkion hyppylistan alkioiden maksimikorkeus on “suurella to-
dennékoisyydelld” enintdédn 2 log, n.

(b) Kahden korkeutta h olevan alkion vilissa on odotusarvoisesti O(1)
korkeutta h — 1 olevaa alkiota. ( Vihje: Huomaa, ettd jos alkion
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z korkeus on vihintddn h — 1, niin todennékoisyydelld 1/2 sen
korkeus on itse asiassa h tai suurempi.)

Lausekalkyylin kaava ¢ on disjunktiivisessa normaalimuodossa (dnf),
jos se on muotoa

p=©1V...VOn,

missd kukin termi ¢; on literaalien konjunktio
©i =T N .o N\ Ty,

(Tassd siis kukin Z;; on joko muuttuja tai sellaisen negaatio.) Laadi sa-
tunnaisalgoritmi, joka arvioi monellako muuttujien totuusarvoasetuk-
sella annettu dnf-muotoinen kaava ¢ tulee todeksi. (Idea: Kukin kaavan
termi ; madrittelee tietyn toteuttavien totuusarvoasetusten joukon S,
ja koko kaavan ¢ toteuttavien asetusten joukko on nédiden S;-joukkojen
yhdiste. Sovella luentomuistiinpanojen s. 211 esitettyé joukkoyhdisteen
kokoa arvioivaa satunnaisalgoritmia.) Lisdtieto: Voidaan osoittaa, etté
jos P # NP, niin toteuttavien asetusten méédrié ei voida laskea tarkasti
polynomisessa ajassa.

Osoita, ettd jos p > 2 on alkuluku, niin kaikilla @, 1 < a < p, on
-1
voimassa (%) = "7 (mod p). (Vrt. luentomuistiinpanojen s. 222.)

Kayta hyviksesi seuraavia algebrallisia perustietoja:

(a) Jos p on alkuluku, niin nollasta poikkeavien kokonaislukujen mod p
muodostama ryhmé Z; = (Z,\ {0}, -) on syklinen, so. jollakin al-
kiolla g € Z on Z5 = {g"(mod p) | k > 0}.

(b) Kaikilla @, 1 < a < p, on a?~! = 1 (mod p) (ns. Fermat™n pieni
lause).

Testaa luennolla (s. 225) esitetylld Solovayn—Strassenin algoritmilla ai-
nakin 75% varmuudella, onko 103 alkuluku. (Huom: Luentomuistiinpa-
noissa on valitettavasti virhe s. 224 kohdassa (d): Gaussin resiprook-
kilause t. “nelionjadnnosten kddnndsyhtalé” péatee vain, kun Jacobin
symbolissa (%) luvut ¢ ja z ovat parittomia ja keskenddn jaottomia.
Jos symbolin “osoittaja” y on parillinen, voidaan sen sijaan soveltaa
symbolin multiplikatiivisuuteen perustuvaa sidantoa (256—2) = (%) (i))
Johda luentomuistiinpanojen s. 233 esitetty, simuloidun jadhdytyksen
asymptoottista konvergenssia kun 7" — 0 koskeva Seurauslause 2 sa-
malla sivulla esitetystd, algoritmin kdyttdytymistd vakiolampdatilassa
T > 0 koskevasta Lauseesta 1.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

Tarkastellaan seuraavaa yksinkertaista “sdédmallia”. Sdatila annettuna
péivané voi olla joko aurinkoinen (a), pilvinen (p) tai sateinen (s). Seu-
raavan paivan sdatilan todenndkoisyysjakauma riippuu edellisen paivan
saatilasta seuraavan siirtymématriisin esittdmélld tavalla (rivi-indeksi
kuvaa péivin ¢, sarakeindeksi paivin ¢t + 1 sdétilaa):

‘ a p S

al05 05 0
p |05 025 0.25
s|0 05 0.5

Totea, ettd matriisin méaritteleméllda “séddprosessilla” on tasapainoja-
kauma, ja méaarité se.

Hahmottele simuloitua jadhdytystd kdyttdva ratkaisumenetelma NP-
taydelliselle solmupeiteongelmalle (engl. VERTEX COVER; luento-
muistiinpanojen s. 117). Valitse sopiva kustannusfunktio ja naapurus-
torakenne. Varmista, ettd osaat tuottaa annetun kelvollisen ratkaisun
satunnaisia naapuriratkaisuja tasaisen jakauman mukaan. Minkéilaista
jddhdytysaikataulua ongelman ratkaisemiseen n solmun verkossa tulisi
kiyttdad luennolla esitetyn konvergenssilauseen 3 (s. 244) mukaan?

Osoita, suoraan koordinaattiesityksid tarkastelemalla, ettd jos p;1 =
(z1,y1) ja pa = (z2,y2) ovat tason pisteitd, niin p; X py = zl 31
2 Y2

0, jos ja vain jos piste py on origosta katsoen vastapdivdan pisteestd p;.

Tehtdvand on laatia algoritmi, joka tutkii muodostaako annettu pis-
tejono pi1,p2,...,pn jarjestyksessé konveksin monikulmion kulmapis-
teet. Yksi idea olisi tarkastaa, ettd pistejonon médrittdman murtovii-
van kdannokset ovat joko kaikki vasempaan tai kaikki oikeaan. Miké
vika téssé ideassa on? Anna oikea, pistejonon pituuden suhteen line-
aarisessa ajassa toimiva algoritmi.

Suunnittele tehokas algoritmi sen tutkimiseen, menevatko kaksi kulma-
pistejonoina esitettyé yksinkertaista monikulmiota pééllekkain. (Moni-
kulmio on yksinkertainen, jos se on yhtenéinen eivétké sen sivut leikkaa
toisiaan.)

Todista, ettd n-solmuisessa tasoverkossa (siis esimerkiksi n pisteen De-
launayn kolmioinnissa) voi olla enintdén 3n — 6 kaarta, kun n > 3.
(Ohje: Todista ensin Eulerin kaava, jonka mukaan n-solmuisessa yh-
tendisessd tasoverkossa, jossa on m kaarta ja p tahkoa (engl. faces),
on voimassa yhtalo n — m + p = 2. [Huomaa, ettd verkon “ulkopuo-
1i” lasketaan myds tahkoksi.] Témén kaavan todistus on induktio m:n
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48.

LUKU 6. MERKKIJONON HAKU

suhteen: kullakin m:m arvolla tarkastellaan ensin erikseen tapaus, jossa
verkko on sykliton, so. puu, ja sitten palautetaan syklin siséltavé verk-
ko yksinkertaisempaan poistamalla syklistd yksi kaari. Haluttu tulos
seuraa Eulerin kaavasta, kun ensin arvioidaan kaarien maérélle alaraja
tahkojen mé#dran funktiona.)

Olkoon annettuna tason pistejoukko S. Suunnittele tehokas algoritmi,
joka sijoittaa tasoon uuden pisteen siten, etta se sijoittuu S:n konveksin
verhon sisddn, mutta on maksimaalisen kaukana kaikista S:n pisteisté.
(Vihje: Sovella Voronoin kaavioita.)



