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LISAA MODAALILOGIIKOISTAI

1. Ajrellisen mallin ominaisuus
2. Ratkeavuus

3. K&3nnds predikaattilogiikkaan
4. Multimodaalilogiikat

5. Laskennallinen vaativuus

M. Fitting: Basic Modal Logic, luvut 1.10, 1.12 ja 1.14
(s. 403 — 405, 408 — 410 ja 416 — 419).
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1. Aarellisen mallin ominaisuus'

Ratkeavuus ja puoli-ratkeavuus

e Jatkossa kdytimme laskennan mallina Turingin koneita, joten
rinnastamme algoritmit Turingin koneisiin.

e Logiikka L on ratkeava, jos on olemassa algoritmi, joka ratkaisee
syotteeksi annetun lauseen P osalta, onko lause L-pateva vai ei.

e Jos logiikalla L on todistusteoria (esim. Hilbert-tyylinen), logiikka
on puoli-ratkeava: on olemassa algoritmi, joka pysdhtyy ja vastaa
kylld, kun sille annetaan syotteeksi L-pateva lause P.

(Muodostetaan kaikki todistukset jollain systemaattisella tavalla.)
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Aarellisen mallin ominaisuus

Maaritelmad. Modaalilogiikalla L on darellisen mallin ominaisuus, jos
jokaisella lauseella P, joka ei ole L-padteva, on olemassa adarellinen
L-malli, jonka jossain tilassa P on epéitosi.

e Jos logiikalla on darellisen mallin ominaisuus, sen ei-patevien
lauseiden joukko on puoli-ratkeava.
(Muodostetaan systemaattisesti kaikki darelliset mallit ja

tarkistetaan kunkin osalta, onko lause epatosi ko. mallissa.)

e Titen: jos modaalilogiikalla L on sek3 todistusteoria ettd
aarellisen mallin ominaisuus, niin L on ratkeava.

e Miten darellisen mallin ominaisuus voidaan kdytdnndssd osoittaa?

— Pd&tevien lauseiden joukko on rekursiivisesti numeroituva.
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— Filtraatio.
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simerkki filtraatiosta (modaalilogiikka K)

Oletetaan, ettei lause Q ole K-pateva. Talldin on olemassa malli
M = (SRV) ja maailma 5o € Ssiten, ettd M, ||~ Q.

Muodostetaan filtraatiolla mallista 4/ darellinen malli |2/ |. Olkoon
Sub(Q) lauseen Q kaikkien alilauseiden joukko.

e Miiritellaan ekvivalenssirelaatio ~ joukolle S s~ jos kaikille
Pc Sub(Q), # ,s||— P joss o ,t || P.

e Olkoon |s|={teS:t~s}ja |9 ={|g:s€S}. |Y on darellinen:
korkeintaan 2" jasentd, missd N on lauseen Q alilauseiden maara.
e Olkoon malli |a | = (|S],|R], |v|), missa relaatio |R]:

|s||R/|t| joss on olemassa S’ € |5 ja t’ € [t| siten, ettd SRt

& ja valuaatio |v|: |v|(|s],P) = V(s,P).

~

/
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Filtraatio (jatkoa) I

Osoitetaan rakenteisella induktiolla, ettd kaikille P € Sub(Q) péatee:

M ,S||— P joss |1 |,|s]| ||— P.
e P on atomilause: |V|(|g,P) = V(s,P).
o M ,S||— =P joss M ,s ||~ P joss (IH)
| |,|8 ||/~ P joss | |,|s] [|— —P.

e OP: (<) Olkoon a1 ,s||£ OP. Siis I6ytyy t, jolle SRt ja o/ ,t ||£ P.
Tallgin |s[|R]|t] ja |24 [,]t] ||~ P (IH). Siis |21 |,[8] ||£~ OP.

\_ /
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/Filtraatio (padttyy) I

e OP: (=) Olkoon |94 |,|s] ||~ OP. Taten on olemassa |t|, jolle
Is||RI[t| ja [a [,]t] ||~ P. Siis & ,t || P (IH). Taten loytyy s € [s]
jat'e|t], joille SRt ja ar ,t" || P. Siis a ,s ||£- OP, jolloin

~

a1 ,s || OP.
Yhteenvetona todettakoon, ett3

e Kaikille P € Sub(Q), 9 ,s||— P joss |2/ |,|s] ||— P.

e Koska o ,50 |- Q ja Q € Sub(Q), |1 |, |so ||~ Q.
e Taten logiikalla K on darellisen mallin ominaisuus.

Useilla muillakin normaaleilla modaalilogiikoilla on darellisen mallin
\ominaisuus (esim. T,K4,$4,KB, B, S5,D,D4,DB,KD45). /
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2. Ratkeavuus.

e Jos vastamallien koolle voidaan antaa yldraja, logiikka on ratkeava.

e N3iin ei saada kovin tehokkaita ratkaisumenetelmia.
e Taulumenetelma tehokkaampi |dhestymistapa.

Esimerkki. Logiikka K voidaan todistaa ratkeavaksi ndyttamall3, ettd

edelld annettu logiikan K ratkaisuproseduuri pysdhtyy vaistimatta.
Todistuksessa tarvitaan Kénigin lemmaa:

Lemma. Jos puussa on d3reton mairad solmuja mutta jokaisella
solmulla on &arellinen maara lapsisolmuja, puussa on ddreton haara.

\_ /
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Gatkaisuproseduuri lauseen P K-pdtevyydelle \
1. Merkitdan taulun juureen (1)—P.
2. Kunnes taulu on suljettu tai kaikki lauseet on merkitty kaytetyiksi:
2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttdmatén solmu oQ.
2.2 Jos Q ei ole literaali, suoritetaan jokaiselle avoimelle 6Q kautta
kulkevalle haaralle O jokin seuraavista:

e Jos 0Q on muotoa 00, jatketaan haaraa 0 solmuilla oa; ja oay.

e Jos 0Q on muotoa of3, lisdtadn haaran 6 loppuun kaksi
lapsisolmua of3; ja B2 (haarautuminen).

e Jos 0Q on muotoa 0—OP, lisdtdan haaran 6 loppuun solmu on—P
jollekin tdssd haarassa rajoittamattomalle on sekd tdman jilkeen
onX kullekin haarassa esiintyville cOX.

e Jos 0Q on muotoa oOP, lisdtddn kaikille haarassa 6 tarjolla
oleville on B:n loppuun solmu OnNP, jos tdm3 ei esiinny B:ssa.

Q3 Merkitaan oQ kaytetyksi. /
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/Propositio. Edelld annettu modaalilogiikan K ratkaisuproseduuri \

pysahtyy jokaiselle lauseelle P 3arellisen askelmaaran jalkeen.

Todistus. Oletetaan, ettd proseduuri ei pysdhdy jollekin lauseelle P.

e Tuloksena on direton K-taulu (topologialtaan puurakenne), jonka
jokaisella solmulla on darellinen m3ara lapsia.

e Konigin lemman perusteella taulussa on d3retdn haara 0.

e Haarassa 0 on dareton maard prefiksoituja lauseita, jotka ovat
kaikki erilaisia (oletetaan, ettad proseduuri lisdd prefiksoidun

lauseen haaraan vain, jos se ei vield esiinny siin3).

e Jokaiselle prefiksille 0: jos 0Q esiintyy haarassa 6, Q on lauseen P
alilause tai sen negaatio. Koska alilauseita on vain darellinen

maard, jokainen prefiksi voi esiintyd vain darellisen monta kertaa.

e Titen haarassa 0 esiintyy ddrettdman monta erilaista prefiksia.

\_
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Todistus (jatkuu) I

On kaksi mahdollisuutta:

(i) Haarassa B on d3rettdman monta samanmittaista prefiksia.

e Olkoon n pienin luonnollinen luku siten, ettd haarassa on
aarettdman monta N mittaista prefiksia.

e Nyt valttamittd n#£ 1, koska ainoa yhdenmittainen prefiksi on (1)
ja se esiintyy 3ddrellisen monta kertaa haarassa 6.

e Kun n>1, ainoa tapa tuottaa n-mittainen prefiksi on kdyttaad —O-
tai 0-s33ntd3 lauseelle 0Q, jossa prefiksin 0 mitta on n— 1.

e Siis jos haarassa on darettdmadn monta n-mittaista prefiksia, siin3
on oltava d3rettéman monta (N— 1)-mittaista prefiksid. Tadm3 on

ristiidassa luvun n valinnan kanssa.

\
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/ Todistus (péiéittyy)' \

& (ts. ehto sille, milloin haaran laajentaminen voidaan lopettaa). /

distus (jatkuu) \

= Vaihtoehto (i) ei voi toteutua, joten (ii) haarassa 0 on darellisen

(o}

monta n-mittaista prefiksid jokaiselle luonnolliselle luvulle n.

e Koska prefiksejd on haarassa 6 d3rettoman monta, siind on oltava

darettdman monen mittaisia prefikseja.

e Niytetddn, ettd tdma on mahdotonta osoittamalla, ettd jokaiselle
haaran lauseelle 0Q patee ominaisuus L: prefiksin 0 pituuden
summa lauseen Q modaalioperaattoreiden m3ardn kanssa on aina
pienempi tai yhtd suuri kuin 14+ m, missd m lauseen P

modaalioperaattoreiden maara.
e Selvasti (L) patee taulun juurelle (1)—P.

e Jos lause on saatu a- tai B-s3dnndlld lauseesta, jolle (L) pitee,

\ patee se myds uudelle prefiksoidulle lauseelle. J
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e Jos lause on saatu O- tai —O-s33nndll3, se on muotoa okQ ja se
on saatu muotoa 0Q' olevasta lauseesta. Oletetaan, ettd (L) patee
lauseelle 0Q'. Nyt prefiksin ok mitta on 1 + prefiksin @ mitta
mutta lauseessa Q on vastaavasti yksi modaalioperaattori
vihemman kuin lauseessa Q. Siis (L) patee my6s lauseelle okQ.

e Koska (L) patee kaikille haaran prefiksoiduille lauseille, haarassa
voi esiintya vain prefiksej3, joiden mitta on korkeintaan m+ 1.

= Vaihtoehto (ii) on mahdoton ja proseduuri pysihtyy kaikille P.

e Vastaava ratkaisumenetelma toimii kasitellyille modaalilogiikoille,
joiden kehykset eivat ole transitiivisia.

e Transitiivisuutta varten tarvitaan vahvempi lopetusehto
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3. Kddnnos predikaattilogiikkaan

Modaalilogiikka voidaan kdantda rajoitettuun predikaattilogiikan
osajoukkoon.

e Jokaiselle modaalilogiikan atomilauseelle P on vastaava

yksipaikkainen predikaattisymboli P

e Kaksi eri muuttujaa X; ja Xo.

Sopimus: jos X on toinen n3istd, X' on toinen.
e Kaksipaikkainen predikaattisymboli R

Maaritelma. Olkoon T seuraava kuvaus modaalilauseilta ja muuttujilta
predikaattilogiikan lauseille:

\_ /
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1.1

N
—~

P,x) = P(x) atomilauseelle P;

4. 1(P— Q,x) =1(P,x) — 1(Q,X);

(
(
3. (=P x) = —=1(P,x);
(
( WX (R(xX) = T(RX));

5. 1(OPX) =

Esimerkki. 1(—0OP — O-0P,x1) = 1(—~0OP,X1) — 1(0-0P,X1)
= —\T(DP,Xl) — VX2(R(X1,X2) — T(ﬂDP,Xz))
= —(VX2(R(x1,%2) — T(PX2))) — VX2(R(X1,%2) — —T(OP,X2))
= —(Vx2(R(x1,X2) — P(x2))
VXZ( X1,X2) — —|(VX1(
= —|(VX2 R(X]_,Xz) — P(Xz)) —
Vx2 (R(X1,X2) — —(VXx1(R(X2,x1) — P(x1)))).

( )=
R( R(x2,x1) — 1(Px1))))
( )
R( R(

\ /
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Kuvaus T sdilyttdd semantiikan

Teoreema. Olkoon P mika tahansa modaalilause.
1. P on K-patevi joss Vx1T(P,x1) on patevd predikaattilogiikassa.
2. Lk 0= P joss 1(Z) =g YX1T(P,X1),
missd T(Z) = {Vx11(Q,x1) | Q€ 2} ja
q tarkoittaa loogista seuraavuutta predikaattilogiikassa.
e Modaalilogiikka T:
P on T-pateva joss {VXx1R(x1,X1)} Fa VXaT(P,X1).
e Modaalilogiikka S5:
P on S5-patevi joss X5 =o VX1T(P,X1)

missa 255 = {VXlR(Xl,X1),VX1VX2(R(X1,X2) — R(Xz,Xl)),

VX1 VXVxa(R(X1,%2) A R(X2,X3) — R(X1,X3)) }.

\_
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4. Multimodaalilogiikat'

Esimerkki. Monen agentin tietdmyslogiikka S5y:

e N agenttia ja vastaavat tietdmysoperaattorit Kij,i=1,...,n
Esim. vaittdmid muotoa KiKo—K;P.

e Mallit rakenteeltaan monikkoja (S Ry, ..., R, V):
M ,S||— KiP joss # ,t ||— P kaikille t € S joille sRit.

(Hilbert) todistusteoria koostuu S5-aksioomista kaikille K;.

Kaikki tietavat (EP):
M ,S||— EP joss M ,s||— KiP kaikille i =1,...,n

e Aksiooma: EP « K{PA--- AK,P.

. /
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Yleinen tietdminen (engl. common knowledge): CPI

e ,S||— CP joss o ,S||— EXP kaikille k=1,2,...

= M ,S||- CP joss M ,t ||— P kaikille t € §

joille maailma t on C-saavutettavissa tilasta s

(eli on olemassa k> 1 ja jono (s=)to,11,...,tk(=1),

missd kaikille j =0,...,k—1 patee tjRitj 1 jollekin i,1 <i<n.)
e Aksiooma: CP — E(PACP).

e Paittelysdanto:
P—E(QAP)
W
e Esim. CP — KKy ---K,P on S5,-pateva.

\_

~
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5. Laskennallinen vaativuus'

Erilaisia tehtdvanasetteluja:
e Mallintarkastus (Onko lause tosi annetussa mallissa?)
e Toteutuvuus (Onko lauseella mallia?)
e Pitevyys
e lLooginen seuraavuus
Tarkastellaan ndistd mallintarkastusta ja toteutuvuutta, koska

1. lause P on pateva joss =P e/ ole toteutuva ja

2. {} FL {Q1,...Qn} = P joss
(Q1A---AQp) — P on pateva joss

Q1A ---AQnA—P ei ole toteutuva.
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Mallintarkastamisen laskennallinen vaativuus.

e Lauseen totuus annetun mallin annetussa maailmassa on
tarkastettavissa polynomisessa ajassa (annetun mallin ja lauseen
pituuteen n3hden) kaikilla kasittelyilld modaalilogiikoilla.

e TA4td ominaisuutta ei ole kuitenkaan kaikilla modaalilogiikoilla
(kuten esim. tietyt temporaalilogiikat).

e Kaikki ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa,
voidaan palauttaa propositionaaliseen mallintarkastukseen.

Boolen piirin evaluointi muodostaa P-tdydellisen ongelman!

\_ /
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Toteutuvuustarkastuksen laskennallinen vaativuus'

e Vastaava pdatdsongelma on NP-tdydellinen lauselogiikalle.

e Kaikki modaalilogiikat sisiltavat erikoistapauksena lauselogiikan,
joten niille toteutuvuusongelma on NP-kova.

e Modaalilogiikoille S5,KD45 ongelma on NP-tdydellinen.
N3ille logiikoille 18ytyy aina pieni vastamalli (maailmojen maard ~
alilauseiden m3ir3), joten toteutuvuus kuuluu luokkaan NP.

e Modaalilogiikoille K, T,$4 ongelma on PSPACE-taydellinen.

Vastamalli voi olla eksponentiaalinen lauseen kokoon nihden.

e Modaalilogiikoille S5,,KD45, ogelma on PSPACE-taydellinen.

e Modaalilogiikoille S55,K D455 ongelma on EXPTIME-taydellinen.

. /
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