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TAULUMENETELMA MODAALILOGIIKOILLE I

1. Taulumenetelm3 modaalilogiikalle K
2. Virheettomyys

3. Taydellisyys

4. Muut modaalilogiikat

5. Looginen seuraavuus

M. Fitting: Basic Modal Logic, luku 1.9 (s. 396 — 403).
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1. Taulumenetelm3d modaalilogiikalle KI

e Motivaatio: Hilbert-tyylisid todistuksia on usein vaikea ldytaa.

Kaytéssd Modus Ponens -sddntd: jotta voidaan johtaa Q, taytyy
johtaa P ja P — Q. Mutta mik3d on sopiva P?

Esimerkki. Onko {A—B, A—C}=A— (BAC)?
1. A—B
2. A-C

nn (A—B)—((A—C)— (A—(BAQC)))

e Alikaavaperiaate: lauseen Q todistuksessa tarvitaan vain Q:n
alikaavoja = resoluutio, sekventtikalkyyli, taulumenetelm3.

\

~
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Mahdollisten maailmojen nimeiiminen'

e Tavoitteena on nimetd mahdolliset maailmat siten, ett3

saavutettavuusrelaatio voidaan paitelld nimistd suoraan.

e Prefiksi on mika tahansa ei-tyhjad, darellinen jono luonnollisia
lukuja, kuten esim. (1) tai (11,1,1,1,111 2).

e Prefiksoitu lause on muotoa 0P, missd 0 on prefiksi ja P lause, ja
lausekkeen merkityksend on, ettd P on tosi maailmassa nimeltd ©.
Esimerkkeji: (1)(PV —P) ja (11,1,1,111,2)00OP,

e Merkint3: on on prefiksi, joka saadaan prefiksista @ liittamalld sen
perdadn luku n. Esim. jos 0= (1), 011 = (1,11).

e Prefiksi muotoa on on K-saavutettavissa prefiksistd o.

Esim. (1,11,11) on K-saavutettavissa prefiksistd (1,11).

\_ /
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Modaalilogiikan taulumenetelm3 koostuu lauselogiikan sdanndistd ja

modaalisdanndista.

e Lauselogiikan s33nnét (prefiksoiduille lauseille):

o—-—P oa of
oP 001 opP1 | oB2
(e]0 ()

Huom. Prefiksi 0 ei muutu, joten ndm3 sddnndt kisittelevat aina
jotain tiettyd maailmaa (nimeltd 0).

. /
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- Modaalisdannot '
Sovelletaan lauselogiikan s3antdja prefiksoituun lauseeseen
(3,2,1)=((-P — Q) — P): Modaalisdannot ovat seuraavat:
O-saanto: oOP
1 <3> 2, 1>_‘((_'P - Q) - P) onP
2. 821)(-P-Q) (1) mille tahansa tarjolla olevalle prefiksille on.
3. (3,2,1)-P (1) R
—0-sddnto: o—-0OP
4. (3,2,1)-—-P (2) | 5. (3,2,1)Q (2 —_—
6. 32LP (4 on-P
- (321) “) jollekin rajoittamattomalle prefiksille on.
X
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1. (1)~(oP— OOP)
Prefiksien esiintymit I 2. (1op (1)
3. (1)-OoP (1)
Maaritelmd. Prefiksi on taulun haarassa 4. (1,1)-0P 3)
(i) tarjolla, jos se esiintyy haarassa, ja 5. (1,1)P (2)
(i) rajoittamaton, jos ei ole minkd3n haarassa esiintyvan prefiksin 6. (1,1,1)-P (4)
alkuosa. 7. (1,2)-0P (3)
Esimerkki. Prefiksi (1,1) on prefiksien (1,1,12,3) ja (1,1) alkuosa. 8. (1,2,3)-P (7)
9. (1,2)P (2)

\ /

-

© 2006 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio © 2006 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio



T-79.5101 LLJ / Kevit 2006 ML-6

Taulutodistukset I

Maaritelma.

e Taulun haara on suljettu, jos se sisaltda

1. prefiksoidut lauseet oP ja 0—P
jollekin lauseelle P ja prefiksille o; tai

2. prefiksoidun lauseen o_L; tai
3. prefiksoidun lauseen 0—T.

e Taulu on suljettu, jos jokainen sen haara on suljettu.

e Lauseen P todistus on taulu, jonka juuressa on prefiksoitu lause
(1)—P ja joka on suljettu.

\_

/

© 2006 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

T-79.5101 LLJ / Kevit 2006 ML-6

~

Taulutodistus lauseelle O(PAQ) — (OPAOQ):

1 (D~(B(PAQ) — (OPADQ))

2. (1)H)O(PAQ) (1)
3. (1)-(BPADOQ) (1)
4. (1)-0P  (3) (H-0Q (3
6. (1,2)-P (4) . {1,3)-Q (5
7. (L2PAQ (2) | 10. (L,3)PAQ (2
8. (1,2)P (7) | 11. (1,3)Q (10)

~
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2. Virheettémyys I

Teoreema. Jos lauseelle P 16ytyy todistus, lause P on K-pateva.

Todistus. (Seuraavien osatulosten avulla)

jokin haara vastaa tietylld tapaa mallia.

e Osoitetaan, etta
(i) K-toteutuva taulu ei voi olla suljettu.
(ii) Jos P ei ole K-patevd, taulu (1)=P on K-toteutuva.

(iii) Jokainen s3antd siilyttdd K-toteutuvuuden: jos taulu on
K-toteutuva ennen s3anndn soveltamista, se on K-toteutuva

myds sdannon soveltamisen jalkeen.

\Téiten, jos P ei ole K-pateva, lauseen P taulu sdilyy avoimena.

\

e Miiritelldan taululle K-toteutuvuus: taulu on K-toteutuva, jos sen

Y
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K-toteutuvuus '

Maaritelma.

e Taulu on K-toteutuva, jos joku sen haaroista on K-toteutuva.

e Taulun haara on K-toteutuva, jos haarassa esiintyvien
prefiksoitujen lauseiden joukko on K-toteutuva.

M = (SR V) ja kuvaus A joukossa X esiintyvistd prefikseista
joukolle Ssiten, ettd

1. Jos prefiksit 0 ja T esiintyvit joukossa Z ja T on
K-saavutettavissa prefiksistd o, talldin AL (0)RAL (T).

2. Jos oP € Z, niin & ,7((0) || P.

\

~

e Prefiksoitujen lauseiden joukko Z on K-toteutuva, jos loytyy malli
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Todistuksen yksityiskohtia I

Edellisen ma3aritelman nojalla voidaan todeta seuraavaa:
(i) K-toteutuva taulu ei voi olla suljettu.

(ii) Jos lause P ei ole K-pdteva, taulu (1)—P on K-toteutuva.
Jos lause P ei ole K-patevi, sille 16ytyy vastamalli &7 = (SR V),
jonka jossain maailmassa s€ § # ,s||— —P. Siis taulu {(1)-P}
on K-toteutuva kuvauksella A( ((1)) =s.

(iii) Olkoon taulu I' K-toteutuva. Taulussa ' on haara, jonka lauseet X
ovat K-toteutuvia mallilla # = (SR,v) ja kuvauksella 2.

Osoitetaan, ettd kun sovelletaan mitd tahansa taulusddntda, nain
saatava taulu [’ on myds K-toteutuva.

\_ /
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Taulusadnnét sailyttavat K-toteutuvuuden

Sovelletaan taulusdantéd K-toteutuvaan haaraan
(olkoon X vastaava prefiksoitu lausejoukko):

° O'B
of31 | of2
T3lldin taulussa " on haarat, joiden prefiksoidut lausejoukot ovat
T1=3U{0P1} ja Zp=ZU{0oB2}.
Koska of € Z, seuraa &, (0) ||— B,
joten a7 ,2( (0) || By tai &, (0) || B2.
= [’ on K-toteutuva.

\ /
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oa

oa1
(0]0 8]

Kisitellddn samaan tapaan; lausejoukkona X1 = XU {0aq,0005}.

oapP tarjolla olevalle prefiksille on.

onP
Tallgin taulussa '’ haara, jonka lausejoukko 21 = ZU {onP}.
Koska oOP € Z, seuraa M , A (0) ||— OP, joten kaikille t, A( (O)Rt,
9t |- P.
Koska on on K-saavutettavissa 0:sta, AL (0)RA( (on). Siis
M, A (on) |- P.

— [’ on K-toteutuva.

/
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o—-0OP jollekin rajoittamattomalle prefiksille on.
on—-P
T3llgin taulussa I’ haara, jonka lausejoukko Z; = ZU{on—-P}.
Koska 0—0OP € Z, seuraa M ,2( (0) |[~ —OP, joten on olemassa t,
A ()R, 9t || —P.

Koska on ei ole mikdan X prefiksin alkuosa, kuvausta A voidaan
laajentaa: & (on) =t. Talléin a7, (on) ||— —P.

= [’ on K-toteutuva.
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3. Taydellisyys I

e Miten taata, ettd jokaiselle patevalle lauseelle 16ytyy taulutodistus,

kun taulun haarat voivat olla d&rettomia?
e Milloin s33nt6j3 on sovellettu riittavasti/reilusti?

e Taulun rakentamiseen tarvitaan systemaattinen menetelma, jossa
kaikkia sddnt6ja on kaytetty riittdvasti eli jokaiselle avoimelle
haaralle 0 pitee:

(i) Jos 0——P € 6, téllsin oP € 6.

(i) Jos of € 0, talléin 0P, € O tai of3, € 6.
(iii) Jos oa € B, talldin ooy € 0 ja oo, € 6.
(iv) Jos 0-OQ € B, an—Q € 6, jollakin n.

(v) Jos 0OQ € 6, onQ € 6 kaikilla on, jotka tarjolla B:ssa

\_ _
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e Systemaattinen menetelma takaa tdydellisyyden mutta voi sallia
darettomat taulut, mikali todistettava lause ei ole pateva.

e Ratkaisumenetelma takaisi, ettd taulun rakentaminen paittyy
aarellisella askelmaaralld, olipa todistettava lause pateva tai ei.

e Palaamme ratkeavuuskysymykseen myéhemmin.

\ /
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Systemaattinen K-taulu lauseelle P:

1. Merkitdan taulun juureen (1)-P.
2. Kunnes taulu on suljettu tai kaikki lauseet on merkitty kaytetyiksi:
2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttdamaton solmu 0Q.
2.2 Jos Q ei ole literaali, suoritetaan jokaiselle avoimelle 0Q kautta
kulkevalle haaralle © jokin seuraavista:

e Jos 0Q muotoa 0q, jatketaan haaraa 8 solmuilla o0y ja oao.

e Jos 0Q on muotoa 0f3, lisdtddn haaran 8 loppuun kaksi
lapsisolmua o1 ja 0Bz (haarautuminen).

Jos 0Q on muotoa 0—0OP, lisdtddn haaran 6 loppuun solmu on—-P
jollekin tdssd haarassa rajoittamattomalle on.

Jos 0Q on muotoa 0OP, kaikille tdssd haarassa tarjolla oleville on

lisatddn haaran O loppuun solmu onP seka | lisdksi solmu ODP‘.

2.3 Merkitdan 0Q kaytetyksi.

/
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Teoreema. (Tdydellisyys) Jos P on K-pitevi, lauseen P
systemaattinen K-taulu sulkeutuu.

Todistus. Osoitetaan, ettd jos lauseen P systemaattisessa K-taulussa
on avoin haara, P ei ole K-patevd. Olkoon 0 tallainen haara ja
M = (S,RV) seuraava vastamalli:

1. Son O:ssa esiintyvien prefiksien joukko.
2. ORT joss T on K-saavutettavissa O:sta.
3. v(0,Q) =true joss 0Q esiintyy B:ssa atomilauseelle Q.
Teoreeman todistamiseen riittdd nyt seuraava aputulos:
jos 0Q € 6, niin o ,0 ||- Q.

Syyna tahan on, ettd (1)—P kuuluu jokaiseen haaraan, jolloin

M, (1) ||~ —P. Tama tarkoittaa, ettd P ei ole K-pateva.

\I
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Induktiotodistus '

Todistetaan kaikille prefiksoiduille lauseille 6Q, ett3

jos 0Q € 6, niin o ,0 |- Q.
Todistus. Kiytetddn induktiota lauseen Q pituuden suhteen.
e (Q atomilause) Jos 0Q € 8, niin v(0,Q) =true ja ¢ ,0 ||- Q.
e (Q atomilauseen negaatio) Jos 0—Q € 6 ja Q' on atomilause, niin
0Q ¢ 6, joten a1 ,0 ||~ Q ja o ,0 |- ~Q.
Induktiohypoteesi [IH]:
Jos Q on lyhyempi kuin j ja 0Q € 6, tallsin o ,0 ||— Q.

Olkoon lauseen Q pituus j. Nyt Q on muodoltaan jokin seuraavista:

\_ /
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e (Muotoa —=—Q) Jos 6——Q € 6, t3llsin 0Q € 6.
[H] &0 ,0 |- Q. Taten & ,0 ||- -—Q.

(B-lause) Jos af3 € 6, tilldin o1 € O tai of2 € 6.
[IH] a1 ,0 ||~ By tai 2,0 ||— B2. Taten v ,0 || B.

(a-lause) Jos oa € 6, tilldin caq € 6 ja oay € 6.
[H] &7 ,0||- a1 ja M ,0 || az. Taten & ,0 ||— Q.

(Muotoa —0Q) Jos 0—-0Q € 6, on—Q € 6 jollakin n.
[IH] a7 ,on ||— —Q. Siis 1,0 ||/~ OQ, koska oRan.

(Muotoa OQ) Jos oOQ € 6, onQ € 0 kaikilla on, jotka tarjolla
B:ssa. [IH] a7 ,on ||— Q. Taten & ,0 ||— OQ.

Siis jokaiselle avoimelle haaralle 8, prefiksille 0 ja lauseelle Q:

jos 0Q € 6, niin o ,0 |- Q. [ |
N /
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\ /Esimerkki. Tutkitaan, onko OP — OOP K-pateva. \

Rakennetaan systemaattinen K-taulu:

1. (1)~(OP— OOP) Koska taulu ei suljeudu, voidaan avoi-

2. (1)OP (1) ~mesta haarasta koota vastamalli

3 (1)-00P (1) M = (SR V), missi

4 wop 2 S={(1),(1,2),(1,2,3)} |
R={((1),(1,2),{((1,2),(1,2,3))} ja

5 (1,2)-0P (3)  v(0,P) =true joss 0 = (1,2).

6. (1,2)P (4) Nyt ar,(1) || OP — OOP .

7. (1)OP (4)

8. (1,2,3-P (5)

9. (1,2)P (7)

10. (1)OP (7)

/

© 2006 TKK, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

T-79.5101 LLJ / Kevat 2006 ML-6 24

dae

\

~

4. Muut modaalilogiikat I

e lLaajennetaan edelld esitetty taulumenetelma kasittelemain myds
muita modaalilogiikoita kuin K.

Maaritelmd. Prefiksi T on prefiksin 0 yksinkertainen jatko,
jos T on muotoa on jollekin luonnolliselle luvulle n.

e Taulumenetelmd modaalilogiikalle L:
—0-sdanto:

aOP

-P P

missd T on haarassa rajoittamaton prefiksin 0 yksinkertainen jatko.

/
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Taulumenetelmd modaalilogiikalle L I

e [J-saanto:

oOP g-COP
T P
missa T L-saavutettavissa prefiksistd O ja
1. logiikoille K,KB,K4
T on tarjolla haarassa;
2. logiikoille D, T,DB, B, D4,$4, S5
(a) T on tarjolla haarassa tai

(b) T on rajoittamaton prefiksin 0 yksinkertainen jatko.

\_

(huom. ei-sarjallisia)

(huom. sarjallisia)

/
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Prefiksien vélinen saavutettavuus'

L-saavutettavuuden madaritteleminen edellyttda tiettyjen

saavutettavuusrelaatoiden ominaisuuksien esille ottamista.

Maaritelma. Prefiksien vilinen saavutettavuusrelaatio on
1. yleinen, jos on on saavutettavissa prefiksista 0 kaikilla n;
2. kainteinen, jos 0 on saavutettavissa prefiksistd on kaikilla n;

3. refleksiivinen, jos O on saavutettavissa O:sta;

~

4. transitiivinen, jos T on saavutettavissa prefiksistd 0 aina, kun O on

T:n aito alkuosa.

5. universaalinen, jos prefiksi on saavutettavissa mistd tahansa

prefiksista.

/
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Prefiksien vilinen saavutettavuus (jatkoa) I

Saavutettavuus tiettyjen logiikkojen tapauksessa:

Logiikka L | L-saavutettavuus

K,D yleinen

T yleinen, refleksiivinen

KB,DB yleinen, kdinteinen

B yleinen, refleksiivinen, kdanteinen
K4,D4 yleinen, transitiivinen

A yleinen, refleksiivinen, transitiivinen
S5 universaali

\_
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Esimerkki: D-padtevyys I

Haetaan D-taulutodistus lauseelle OP — —O—=P:

1. (1)=(0OP — —-0-P)
2. (1)oP (1)
3. (1)=-0-P (1)
4. (1)0-P (3)
5 (1,2)-P (4) Huom. 2. (b)
6. (1,2)P (2)

(D-saavutettavuus: yleinen)

\
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Esimerkki: T—péitevyyys.

Muodostetaan T-taulutodistus lauseelle OP — P:
1. (1)-(OP—P)

2. (HoP (1)
3. (1)-P (1)
4. (1)P (2) Huom. refleksiivisyys

(T-saavutettavuus: yleinen ja refleksiivinen)

\_
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Esimerkki: K4-pdtevyys I

Haetaan K4-taulutodistus lauseelle OP — OOP:

1. (1)~(0OP— OOP)

2. (1)opP (1)

3. (1)-00P (1)

4. (1,2)-0P (3)

5 (1,2,3)-P (4)

6. (1,2,3)P (2) Huom. transit.

(K4-saavutettavuus: yleinen ja transitiivinen)

\
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Esimerkki: KB-patevyys I

Etsitaan KB-taulutodistus lauseelle P — OCP:
1. <l>ﬁ(P — E|<>P)
1>P

1
1
3

4) Huom. kaanteisyys

(1)
1)
(3)
(4)

a c w N

(KB-saavutettavuus: yleinen ja kdénteinen)

\_ /
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\ /Systemaattinen L-taulu lauseelle P: \

Muutetaan systemaattisen K-taulun kohtaa 2.2: Jos Q ei ole literaali,
suoritetaan jokaiselle avoimelle 0Q kautta kulkevalle haaralle ©:
e Jos 0Q on muotoa 0—OP (0COP), lisdtddn haaran 6 loppuun
solmu an—P (onP) jollekin t3ssd haarassa rajoittamattomalle on.

e Jos 0Q on muotoa oOP (0—CP),
(a) kun L on K,KB,K4,T,B,$4,S5:
jokaiselle ©:ssa tarjolla olevalle 0’, joka on L-saavutettavissa O:sta,
lisatdan O:n loppuun solmu o’P (0'-P) ja lopuksi cOP (0—COP).
(b) kun L on D,DB,D4:
jokaiselle O:ssa tarjolla olevalle 0’, joka on L-saavutettavissa O:sta,
lisatdan O:n loppuun solmu o’P (0’=P). Jos tillaisia prefikseja o’
ei ole, lisitddn 6:n loppuun solmu onP (on—P) jollekin tdss3

haarassa rajoittamattomalle on. Kummassakin tapauksessa

& lisdtddn vield haaran loppuun oOP (0—<CP). /

© 2006 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

31

32



T-79.5101 LLJ / Kevit 2006 ML-6

33

/

e Modaalilogiikassa S5 mallien saavutettavuusrelaatio on

ekvivalenssirelaatio (universaali saavutettavuus).

o Prefikseiksi riittavat luonnolliset luvut.

—O-sdanto: n—-0OP noP
kP kP

miss3 K ei esiinny haarassa.

O-sddnto: noOP n—-CP
kP kP

mille tahansa k.

\_
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Esimerkki: S5-patevyys I

Haetaan S5-taulutodistus lauseelle =OP — O-0OP:

1. 1-(-0P— O-0OP)

2. 1-0P (1)
3. 1-0-0P (1)
4. 2-P (2)
5. 3--0P (3)
6. 30P (5)
7. 2P (6)
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/Systemaattinen S5-taulu lauseelle P: \

1. Merkitdan taulun juureen 1-P.
2. Kunnes taulu on suljettu tai kaikki lauseet on merkitty kaytetyiksi:
2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttdamaton solmu nQ.
2.2 Jos Q ei ole literaali, suoritetaan jokaiselle avoimelle NnQ kautta
kulkevalle haaralle ©:
e Jos NQ muotoa Nna, jatketaan haaraa 8 solmuilla nay ja nao.
e Jos NQ on muotoa NP, lisdtdan haaran B loppuun kaksi
lapsisolmua NPy ja NP2 (haarautuminen).
e Jos NQ on muotoa N—OP, lisdtd3n haaran O loppuun solmu k—P
jollekin tdss3d haarassa rajoittamattomalle Kk sekd tdman jalkeen kX
kullekin haarassa esiintyvélle jOX.

e Jos NQ on muotoa NOP, kaikille tdssa haarassa tarjolla oleville k
lisaitddn haaran 0 loppuun solmu kP.

Q3 Merkitdan nQ kaytetyksi. J
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e Modaalilogiikan KD45 mallit voidaan muodostaa S5-malleista
(SR) lisadamalld maailma s¢ Ssiten, ettid

S =SU{s} jaR=RuU{(st)|teS}.

o Prefikseiksi riittavat luonnolliset luvut.

—0-sdanto: n—-0OP noP
kP kP

missd K ei esiinny haarassa.

O-saanto: noP n—-CoP
kP kP

mille tahansa k # 1.
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Esimerkki: KD45-patevyys I

Vertaillaan seuraavia KD45-tauluja:

(OP—P): 1. 1-(OP—P)

2. 10P (1)
3 1-P (1)
O(0OP—P): 1. 1-0(0P—P)
2. 2-(0P—P) (1)
3. 20pP (2)
4. 2-P (2)
5. 2P (3)

\_
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-

5. Looginen seuraavuus'

e Tehtdvina ratkaista, onko Z = Y= P.
sekd kahta lisdsdant6a premissien kasittelyyn:

tahansa globaalille premissille Q € .

mille tahansa lokaalille premissille Q € Y.

\

e Taulumenetelméassd asetetaan juurisolmuksi (1)—P ja kdytetdan
taulun rakentamiseen modaalilogiikan L mukaisia taulusdantdja

Globaali sddnt6: solmulla 0Q voidaan jatkaa mit3 tahansa haaraa
mille tahansa haarassa tarjolla olevalla prefiksilla o ja mille

Lokaali sdant6: solmulla (1)Q voidaan jatkaa mit3 tahansa haaraa
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Esimerkki: K-seuraavuuden tutkiminen I

Osoitetaan {P} =¢x {OP — Q} = Q:

L (1)-Q
2. (VOP—Q (LP)

3. ()-0P (2) |4 (1Q (2
5 (1,2)-P (2 x
6. (1L2)P (GP)

X
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