T–79.161 Kombinatoriset algoritmit Haanpää / Oikarinen

Laskuharjoitus 9 Kevät 2004

Laskuharjoitus 9

5.4.2004

1. Olkoon G oheinen graafi.

Määritä osajoukkojen {0, 7} ja {0, 1, 2, 3} radat ja stabiloija-aliryhmät ryhmän Aut(G) suhteen. Määritä lisäksi molempien stabiloija-aliryhmien jokin vasen transversaali ryhmän Aut(G) suhteen. (Ryhmän Aut(G) alkiot on listattu kirjan taulukossa 6.1, ja Schreier-Sims esitys esimerkissä 6.7.)

2. Osoita sopivan invariantin avulla, että allaolevat graafit eivät ole isomorfisia. (a)

(b)

T–79.161 Kombinatoriset algoritmit Haanpää / Oikarinen

Laskuharjoituksen 9 vastaukset Kevät 2004

Laskuharjoituksen 9 vastaukset

Tehtävä 1

Graafin G automorfismiryhmässä Aut(G) on 48 alkiota:

I (0, 2, 3, 1)(4, 6, 7, 5) (0, 5, 3)(2, 4, 7) (2, 4)(3, 5) (0, 2, 6, 7, 5, 1)(3, 4) (0, 5)(2, 7) (1, 2)(5, 6) (0, 3, 6)(1, 7, 4) (0, 5, 3, 6)(1, 7, 2, 4) (1, 2, 4)(3, 6, 5) (0, 3, 5, 6)(1, 7, 4, 2) (0, 5, 6)(1, 7, 2) (1, 4, 2)(3, 5, 6) (0, 3, 6, 5)(1, 2, 7, 4) (0, 6, 3)(1, 4, 7) (1, 4)(3, 6) (0, 3)(1, 2)(4, 7)(5, 6) (0, 6, 3, 5)(1, 4, 2, 7) (0, 1, 3, 7, 6, 4)(2, 5) (0, 3, 5)(2, 7, 4) (0, 6, 5, 3)(1, 2, 4, 7) (0, 1, 3, 2)(4, 5, 7, 6) (0, 3)(4, 7) (0, 6, 5)(1, 2, 7) (0, 1, 5, 4)(2, 3, 7, 6) (0, 4, 6, 7, 3, 1)(2, 5) (0, 6)(1, 7)(2, 4)(3, 5) (0, 1, 5, 7, 6, 2)(3, 4) (0, 4, 5, 1)(2, 6, 7, 3) (0, 6)(1, 7) (0, 1)(2, 3)(4, 5)(6, 7) (0, 4, 6, 2)(1, 5, 7, 3) (0, 7)(1, 6)(2, 5)(3, 4) (0, 1)(2, 5)(3, 4)(6, 7) (0, 4)(1, 5)(2, 6)(3, 7) (0, 7)(1, 6)(2, 3)(4, 5) (0, 2, 6, 4)(1, 3, 7, 5) (0, 4, 5, 7, 3, 2)(1, 6) (0, 7)(1, 5)(2, 6)(3, 4) (0, 2)(1, 3)(4, 6)(5, 7) (0, 4)(1, 6)(2, 5)(3, 7) (0, 7)(1, 5, 4, 6, 2, 3) (0, 2, 3, 7, 5, 4)(1, 6) (0, 5, 6, 3)(1, 4, 7, 2) (0, 7)(1, 3, 2, 6, 4, 5) (0, 2)(1, 6)(3, 4)(5, 7) (0, 5)(1, 4)(2, 7)(3, 6) (0, 7)(1, 3)(2, 5)(4, 6)

Ryhmän generoivat permutaatiot (0, 1, 3, 7, 6, 4)(2, 5) ja (0, 1, 3, 2)(4, 5, 7, 6). Stabiloija-aliryhmät voi määrittää joko algoritmisesti ensin generoimalla ryhmälle Schreier-Sims esityksen (huomaa, että kirjan algoritmissa 6.9 on painovirhe; errata löytyy osoitteesta http://www.math.mtu.edu/∼kreher/cages.html) ja tämän jälkeen käymällä algoritmin 6.6 avulla ryhmän kaikki alkiot läpi ja tulostamalla ne, jotka kuvaavat joukot {0, 7} ja {0, 1, 2, 3} itselleen. Toisaalta ainakin joukon {0, 7} stabiloijat

I (1, 4, 2)(3, 5, 6) (0, 7)(1, 5)(2, 6)(3, 4) (2, 4)(3, 5) (1, 4)(3, 6) (0, 7)(1, 5, 4, 6, 2, 3) (1, 2)(5, 6) (0, 7)(1, 6)(2, 5)(3, 4) (0, 7)(1, 3, 2, 6, 4, 5) (1, 2, 4)(3, 6, 5) (0, 7)(1, 6)(2, 3)(4, 5) (0, 7)(1, 3)(2, 5)(4, 6)

on helppo poimia kaikkien ryhmän permutaatioiden listasta suoraan. Stabiloijaaliryhmän Aut(G)_{{0,7}} koko on siis 12, joten joukon {0, 7} radan ja toisaalta stabiloijan vasemman transversaalin koko on

|Aut(G)|/|Aut(G)_{{0,7}}| = 48/12 = 4.

Vasemman transversaalin voi määrittää esim. kirjan algoritmilla 6.17, joka laskee juuri vasemman transversaalin; tätä ei erikseen mainita kirjan tekstissä. Erääksi

T–79.161 Kombinatoriset algoritmit Haanpää / Oikarinen

Laskuharjoituksen 9 vastaukset Kevät 2004

vasemmaksi transversaaliksi saadaan g_1 = I g_3 = (0, 2, 6, 4)(1, 3, 7, 5) g_2 = (0, 1, 3, 7, 6, 4)(2, 5) g_4 = (0, 3, 6)(1, 7, 4) . Osajoukon {0, 7} rata ja vastaava transversaali on esitetty alla.

Vastaavasti osajoukon {0, 1, 2, 3} stabiloija-aliryhmä Aut(G)_{{0,1,2,3}} koostuu permutaatioista

I (0, 2)(1, 3)(4, 6)(5, 7) (1, 2)(5, 6) (0, 2, 3, 1)(4, 6, 7, 5) (0, 1, 3, 2)(4, 5, 7, 6) (0, 3)(1, 2)(4, 7)(5, 6) (0, 1)(2, 3)(4, 5)(6, 7) (0, 3)(4, 7) ,

joten osajoukon {0, 1, 2, 3} radan pituus ja toisaalta Aut(G)_{{0,1,2,3}}:n vasemman transversaalin koko on 48/8 = 6. Eräs vasen transversaali koostuu permutaatioista

g_1 = I g_3 = (1, 2, 4)(3, 6, 5) g_5 = (0, 2, 6, 4)(1, 3, 7, 5) g_2 = (2, 4)(5, 3) g_4 = (0, 1, 3, 7, 6, 4)(2, 5) g_6 = (0, 4)(1, 5)(2, 6)(3, 7) .

T–79.161 Kombinatoriset algoritmit Haanpää / Oikarinen

Laskuharjoituksen 9 vastaukset Kevät 2004

Osajoukon rata ja vastaavat transversaalin alkiot on esitetty alla.

Tehtävä 2

Graafit G_1 = (V_1, E_1) ja G_2 = (V_2, E_2) ovat isomorfisia (merkintä: G_1 ∼= G_2) jos on olemassa bijektio π : V_1 → V_2 siten, että kaikilla u, v ∈ V_1 pätee {u, v} ∈ E_1 jos ja vain jos {π(u), π(v)} ∈ E_2. Bijektio π on isomorfismi.

Olkoon F perhe graafeja ja X jokin joukko. Kuvaus Φ : F → X on invariantti perheelle F jos kaikille G_1, G_2 ∈ F pätee Φ(G_1) = Φ(G_2) aina kun G_1 ∼= G_2. Näin ollen jos Φ(G_1) ≠ Φ(G_2) niin on oltava G_1 ≁= G_2.

Tehtävän ratkaisemiseksi riittää siis löytää invariantti, joka erottelee annetut graafit toisistaan.

(a) Tällaiseksi kelpaa esimerkiksi graafin astelista (järjestettynä kasvavaan järjestykseen). Isomorfismin π on kuvattava graafin astelista [deg(v_1), . . . , deg(v_n)], kun deg(v_1) ≤ deg(v_2) ≤ · · · ≤ deg(v_n) vastaavalle listalle [deg(π(v_1)), . . . , deg(π(v_n))] siten, että deg(π(v_1)) ≤ deg(π(v_2)) ≤ · · · ≤ deg(π(v_n)). Graafeissa täytyy siis olla yhtä monta solmua, että ne olisivat isomorfiset. Vasemmanpuoleiselle graafille astelista on [2, 3, 3, 3, 3] ja oikeanpuoleiselle [2, 2, 3, 3, 4]. Graafit eivät siis ole isomorfiset.

T–79.161 Kombinatoriset algoritmit Haanpää / Oikarinen

Laskuharjoituksen 9 vastaukset Kevät 2004

(b) Tällainen on esimerkiksi kolmioiden lukumäärä graafissa: isomorfismin π on kuvattava mielivaltainen kolmio {{u, v}, {u, w}, {v, w}} ⊆ E_1 vastaavalle kolmiolle {{π(u), π(v)}, {π(u), π(w)}, {π(v), π(w)}} ⊆ E_2, joten isomorfisissa graafeissa G_1, G_2 on oltava sama lukumäärä kolmioita. Nyt huomataan, että vasemmanpuoleisessa graafissa ei ole yhtään kolmiota, ja oikeanpuoleisessa graafissa on kaksi kolmiota. Näin ollen graafit eivät voi olla isomorfiset.