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2.4 Adrellisten automaattien minimointi

Voidaan osoittaa, etta jokaisella &arellisellda automaatilla on
yksikasitteinen ekvivalentti (so. saman kielen tunnistava)
tilaméaaraltaan minimaalinen automaatti.

Annetun &arellisen automaatin kanssa minimointi (ekvivalentin
minimiautomaatin maarittaminen) on sekéa kaytannossa etta
teoreettiselta kannalta tarkea tehtava: siten voidaan esimerkiksi
selvittdd, tunnistavatko kaksi annettua automaattia saman
kielen.

Tehtava voidaan ratkaista seuraavassa esitettavalla tehokkaalla
menetelmalla. Menetelméan perusideana on pyrkia
samaistamaan keskenadan sellaiset sydtteena annetun
automaatin tilat, joista lahtien automaatti toimii tasmaélleen
samoin kaikilla merkkijonoilla.

Timo Latvala kevat 2005

T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Lievempi ekvivalenssiehto: tilat g ja g’ ovat k-ekvivalentit,

merkitaan )
= !/

q=4q,

jos kaikilla x € ©*, |x| <k, on
5*(q,x) € F josjavainjos 6&*(q’,x) € F;

toisin sanoen, jos mikaan enintdan k:n pituinen merkkijono ei
pysty erottamaan tiloja toisistaan.

IImeisesti on:

M q

2 g’ joss seka g etta g’ ovat lopputiloja

tai kumpikaan ei ole; ja ()
N , k L
(i) g=q’ joss q=q kaikilak =0,1,2,...
Esitettavad minimointialgoritmi perustuu syotteena annetun
automaatin tilojen k-ekvivalenssiluokkien hienontamiseen

(k + 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi
ekvivalenssi.
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Olkoon
M= (Q?zadvq()a F)

aarellinen automaatti.

Laajennetaan M:n siirtymafunktio yksittaisista syotemerkeista
merkkijonoihin: jos g € Q, x € X*, merkitaan

6*(q,x) = seq’ €Q, jolla (q,x) -*(q’,€).
M

M:n tilat q ja q’ ovat ekvivalentit, merkitaan

/

qa=q,
jos kaikilla x € ¥* on
§*(q,x) € F josjavainjos 6*(q’,x) € F;

toisin sanoen, jos automaatti q:sta ja q’:sta lahtien hyvaksyy
tdsmalleen samat merkkijonot.
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Algoritmi MIN-FA [Aérellisen automaatin minimointi]

Syote: Aarellinen automaatti M = (Q, L, §, o, F).

Tulos: M:n kanssa ekvivalentti arellinen automaatti M, jossa
on minimimaara tiloja.

Menetelma:

1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:sta kaikki tilat, joita ei voida
saavuttaa tilasta gqo millaan sydtemerkkijonolla.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jaljelle jaaneet tilat kahteen
luokkaan: ei-lopputiloihin ja lopputiloihin.
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3. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkasta,
siirrytadnkod samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvista tiloista
samoilla merkeilla aina samanluokkaisﬂn tiloihin. Jos kylla,
algoritmi paattyy ja minimiautomaatin M tilat vastaavat M:n
tilojen luokkia.

Muussa tapauksessa hienonna ositusta jakamalla kunkin
askeista ehtoa rikkovan ekvivalenssiluokan tilat uusiin,
pienempiin ekvivalenssiluokkiin sen mukaan, mihin luokkaan
kustakin tilasta siirrytaan millakin aakkosella, ja toista kohta 3
uudella osituksella.
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On helppo osoittaa, etta askelen 3 (k + 1):nnen suorituskerran
(k =0,1,...) alussa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun
osituksen luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-ekvivalentteja.

Tasta seuraa, etté algoritmin suorituksen péattyessa, kun
ositus ei enaé hienone, muodostuneet tilaluokat ovat
tasmalleen M:n tilojen =-ekvivalenssiluokat (vrt.

ominaisuus (1.ii)).

Algoritmin suoritus paattyy valttdmatta aina, silla kullakin
askelen 3 suorituskerralla, viimeista lukuunottamatta, vahintaan
yksi tilaluokka ositetaan pienemmaksi.

Lause 2.1 Algoritmi MIN-FA muodostaa annetun aarellisen
automaatin M kanssa ekvivalentin &arellisen automaatin M,
jossa on minimimaara tiloja. Tama automaatti on tilojen
nimeamista paitsi yksikasitteinen. O
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Esimerkki. Tarkastellaan seuraavan automaatin minimointia; L ) )
Vaih 1 aut tist istot fila 6. ioh N Luokassa | on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3} ja {2}), joten

al "e"essa automaatista poistetaan tifa 6, johon €l paasta ositusta taytyy hienontaa ja tarkastaa siirtymat uuden osituksen
milladn merkkijonolla. .

suhteen:

Vaiheessa 2 ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin
(luokka 1) ja lopputiloihin (luokka II), ja tarkastetaan siirtymien
kayttaytyminen osituksen suhteen:

a b

I: — 1| 21| 3,1

31 21| 3,1
a b
IT: 24,111 | 2,11
I — 1| 2,11 3,1
214,11 2,1 Im: «— 4| 3,1 |5,1III
3| 21| 3,1 — 5| 1,1 |4,III
Nyt kunkin luokan sisaltamat tilat ovat keskendaan samanlaisia,
II: « 4| 3,1]|5,1I . L e
joten minimointialgoritmi paattyy.
— 5| 1,141
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Saadun minimiautomaatin tilakaavio on seuraava:
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Esimerkki. Epadeterministinen automaatti, joka tutkii
siséltaako syotejono osajonoa aba:

e

b

Automaatti hyvaksyy esim. syétejonon aaba, koska sen on
mahdollista edetd seuraavasti:

(do, aaba) - (do, aba) - (d1, ba) k- (a2, a) - (s, €).
Automaatti voisi paatya myos hylkaavaan tilaan:
(q07aaba) + (q07 aba) + (q07 ba) - (q07 a) - (q076)7

mutta talla ei ole merkitysta— voidaan ajatella, ettd automaatti
0saa “ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen
vaihtoehdon.
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2.5 Epédeterministiset darelliset automaatit

Epadeterministiset automaatit ovat muuten samanlaisia kuin
deterministiset, mutta niiden siirtyméfunktio ¢ ei liitd automaatin
vanhan tilan ja sy6temerkin muodostamiin pareihin
yksikasitteista uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia
tiloja. Epadeterministinen automaatti hyvaksyy syoétteensa, jos
jokin mahdollisten tilojen jono johtaa hyvaksyvaan lopputilaan.

Vaikka epadeterministisia automaatteja ei voi sellaisinaan
toteuttaa tietokoneohjelmina, ne ovat tarked paatdésongelmien
kuvausformalismi.
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Méaéaritelma 2.2 Epédeterministinen darellinen automaatti on
viisikko

M = (Qa Z> 57 Jo, F)a
missa

» Q on aarellinen tilojen joukko;

» Y on sytteaakkosto;

»:QxX— on automaatin joukkoarvoinen
siirtymafunktio;

» (o € Q on alkutila;

» F C Q on (hyvéksyvien) lopputilojen joukko.
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a
a

2 a
b a

oyt o))

k! L

Esimerkiksi aba-automaatin siirtyméafunktio:

a b

— Qo | {do,d1} | {ao}
a1 0 {a2}
az {as} 0

— 03 {as} {as}

Taulukosta nahdaén, etta esimerkiksi §(qo,a) = {do, q1} ja
6(qz,a) = 0.
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Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epadeterministisen
aarellisen automaatin M tunnistama kieli. Tallgin on olemassa
my0s deterministinen &érellinen automaatti M, jolla A = L(M).
Todistus. Olkoon A =L(M), M = (Q, X, J,qp, F). Todistuksen
ideana on laatia deterministinen darellinen automaatti M, joka
simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin hetkella
mahdollisissa tiloissa rinnakkain.

Formaalisti: automaatin M tilat vastaavat M:n tilojen joukkoja:
M = (Q72737q07 F)7

missa
3 P(Q)={S|SCQ},
AO = {q0}7
F = {SCQ|S sisaltaa jonkin g € F},
S(S,a) = U 5(q7a)
ges
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Epadeterministisen automaatin tilanne (g, w) voi johtaa
suoraan tilanteeseen (g’,w’), merkitaén

(@, w) - (a’,w'),

josonw =aw’ (a€ X)jaq € d(q,a). Sanotaan myos, etta
tilanne (q’,w’) on tilanteen (g, w) mahdollinen valitén seuraaja.

Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen
hyvaksyminen ja hylkdaminen ym. kasitteet maaritellaan
samoin sanoin kuin deterministisilla automaateilla. Koska
yhden askelen johdon méaaritelma kuitenkin nyt on toinen,
niiden sisaltd muovautuu hieman erilaiseksi.

Timo Latvala kevat 2005

T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Esim. aba-automaatin siirtymafunktiosta

a b

— Qo | {90,012} | {do}
a1 0 {a2}
a2 | {as} 0

— 03 {as} {as}

saadaan rivi rivilta

a b

— {do} {90, 01} {00}
{00, d1} {90, 01} {90, 92}

{do, a2} {do,d1,03} {90}
« {do,d1,93} | {90, 01,03} | {do,q2, 03}
« {0Q0,92,03} | {G0,91,d3} | {do,qs}
— {do,ds} {90,01,03} | {do,ds}
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i SamOanOmn

Esimerkiksi aba-automaattiin sovellettuna em. konstruktio
tuottaa seuraavan deterministisen automaatin (vain alkutilasta
saavutettavat tilat esitetty):

b a
Qamb a
b

a

b
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[Todistus jatkuu.] Tarkastetaan, ettéd automaatti M todella on

~

ekvivalentti M:n kanssa, so. etta L(M) = L(M).
Maaritelmien mukaan on:

X € L(M) joss (qo,X)+"(ds, ) jollakin g; € F
M
ja

~

x € L(M) joss ({do},x)"(S,¢)
M
ja S sis. jonkin gs € F.

Osoitetaan siis, etta kaikillax € X* jaq € Q on:

(%m);*(q,s) joss ({qo},x)=*(S,¢) jaq € S. 2)

Y]
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el
Omias e
b

Minimoimalla ja nimeamalla tilat uudelleen tama
yksinkertaistuu muotoon:
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Vaite (2):
(do,x) ;*(qﬁ) joss ({do},x) ;*(S,s) jages.

Vaitteen (2) todistus tehd&én induktiolla merkkijonon x
pituuden suhteen.

(i) Tapaus |x| = O:

(Qo,€) (0, €) joss q = Qo;

samoin ({do},€) (S, ) joss S = {qo}-
M

Timo Latvala kevéat 2005



T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Véite (2): (qo,x) -"(a,¢) joss ({do},X)1-7(S,c)jaq € S.
M

(i) Induktioaskel:

Olkoon x = ya; oletetaan, etta vaite (2) patee y:lle. Tallgin:

(do,X) = (do, Ya) H*(q, ) joss

M
3q’ € Q s.e. (4o, ya) ;*(Q’, a)ja(q’,a) - (9,¢) joss
Ja’ € Q s.e. (do,Y) ;*(q’js) ja(q’,a) - (g,¢) joss (ind.ol.)
Ja’ € Qs.e. ({ao},Y)F(S',¢)jaq € S"jaq € 6(d',a) joss

M
{Qo},y)H*(S',e)ja3q’ € S’ s.e.q € §(q’, a) joss

=

M

{a0},y) 1
*(S’,a)jaq e (S’,a) =S joss

( (

( “(

({do},ya)

( )E*(S’,a) ja(S',a) - (S,e)jaq € S joss
(

S'.e)jaq € Uyes 8(a',a) = 5(S',a) joss

2T 27T

{qo},ya -
{do},x) = ({q0}, ya) E*(S’E) jages. O
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Formaalisti: e-automaatti on viisikko
M =(Q,%,4,q0,F),
missa siirtymafunktio § on kuvaus
6:Qx (X u{e}) — P(Q).

Muut maaritelmat ovat kuten tavallisilla epadeterministisilla
aarellisilla automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon
madritelma: e-automaattien tapauksessa relaatio

(@,w) - (a’,w’)

on voimassa, jos on
()w=aw’(aeX)jaq €d(q,a); tai
(iyw=w'jaq’' €4(q,e).
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e-automaatit

Jatkossa tarvitaan vield yksi darellisten automaattien mallin
laajennus: epadeterministinen &arellinen automaatti, jossa
sallitaan e-siirtymét. Téllaisella siirtymalla automaatti tekee
epadeterministisen valinnan eri jatkovaihtoehtojen valilla
lukematta yhtaan sydtemerkkia.

Esimerkiksi kieli {aa, ab} voitaisiin tunnistaa seuraavalla
e-automaatilla:
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Lemma 2.4 Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Tall6in
on olemassa my0s e-siirtyméaton epadeterministinen automaatti
M, jolla A = L(M).

Todistus. Olkoon M = (Q, X, 4, qo, F) jokin e-automaatti.
Automaatti M toimii muuten aivan samoin kuin M, mutta se
“harppaa” e-siirtymien yli suorittamalla kustakin tilasta l&ahtien
vain ne “aidot” siirtymat, jotka ovat siité kasin jotakin
g-siirtymajonoa pitkin saavutettavissa.
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Formaalisti méaaritelldadn annetun tilan q € Q e-sulkeuma *(q)
automaatissa M kaavalla

e"(a)=1{q" € Q[ (q,¢) ;*(q’,s)},

so. joukkoon £*(q) kuuluvat kaikki ne automaatin M tilat, jotka
ovat saavutettavissa tilasta q pelkilla e-siirtymilla.

Automaatin M siirtymasaannot voidaan nyt kuvata seuraavasti:
M= (Qv Za 57 qu F)v
missa

a,2)= |J d(d’a);
(a)

q/ea*

F={qgeQ|e*(a)NF #0}.
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Poistamalla edellisen konstruktion mukaisesti e-siirtyméat
g-automaatista saadaan tavallinen epadeterministinen
automaatti, esim.:

©
& @&Q
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