3.8 Yhteydettdmien kielten rajoituksista

Yhteydettomille kielille on voimassa sadanndllis-
ten kielten pumppauslemman vastine. Nyt kui-
tenkin merkkijonoa on pumpattava samanai-
kaisesti kahdesta paikasta.

Lemma 3.9 (“uvwxy-lemma’) Olkoon L yh-
teydeton kieli. Tdlléin on olemassa sellainen
n > 1, ettd mikd tahansa z € L, |z| > n, voidaan
jakaa osiin z = wvwzy siten, ettd

(i) |vz| > 1,

(i) |vwz| < n,

(iii) w'wzly € L kaikilla i = 0,1,2,....

Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = wvwzy,
missd w on A:n alimmasta ilmentymasta tuo-
tettu osajono ja vwax seuraavaksi ylemmadstd
A:n ilmentymadstd tuotettu osajono; osajonot
saadaan johdosta

S =* uAy =* wwAzy =* uvway.

Koska siis S =* uAy, A =* vAz ja A =* w,
osajonoja v ja x voidaan “pumpata” w:n ympa-
rilla:
S =* wAy =* wAzy =* w?Az’y =* ...
=* w'Azly =* wiwz'y.

Siten wv'wzly € L kaikilla 1 = 0,1,2,....

Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S) Chomskyn
normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Talldin mis-
sd tahansa G:n jdsennyspuussa, jonka korkeus
on h, on enintddn 2" lehted. Toisin sanoen,
minkd tahansa z € L jokaisessa jdsennyspuussa
on polku, jonka pituus on vdhintadn logs |z|.

Olkoon k = |V —X| kieliopin G vélikkeiden m&a-
ra. Asetetaan n = 2Ft1 Tarkastellaan jotakin
z € L, |z| > n, ja sen jotakin jdsennyspuuta.

Edellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus
on > k- 1; talla polulla on siis jonkin vdlikkeen
toistuttava — itse asiassa jo polun k42 alim-
man solmun joukossa. Olkoon A jokin tdllainen
valike.

Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuo-
dossa ja A =*vAz, on oltava |vz| > 1.

Koska edelleen vidlikkeen A valinnan perusteel-
la sen toiseksi ylin ilmentymad on enintdaan kor-
keudella k+ 1 jasennyspuun lehdistd, on tahdn
ilmentymaan juurtuvan alipuun tuotokselle voi-
massa pituusraja jvwz| < 28tl=n. g



EsimerkKi. Tarkastellaan kielta

L = {a*v** | k > 0}.

Oletetaan, ettd L olisi yhteydetdn; valitaan pa-
rametri n lemman mukaisesti ja tarkastellaan
merkkijonoa z = a™b"c" € L.

Lemman 3.9 mukaan z voidaan jakaa pumpat-
tavaksi osiin

z = wwzy, lvz| > 1, |lvwz| < n.

Viimeisen ehdon takia merkkijono vz €i voi si-
sdltda sekad a:ta, b:td ettd c:td. Merkkijonossa
uvPwzOy = uwy on siten ylijaama jotakin merk-
kia muihin merkkeihin ndhden, eikd se voi ol-
la kielen L madritelmdssd vaadittua muotoa,
vaikka lemman mukaan pitdisi olla uvwy € L.
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Mddritelmd 4.1 Turingin kone on seitsikko

M= (Qa Za r7 57 40, 9acc, Qrej),

missa:

@ on koneen tilojen adrellinen joukko;

3 on koneen sydteaakkosto;

- ' D X on koneen nauha-aakkosto

(ol. ettd >, < ¢);

§: (Q—{qacc,qrei}) X (TU{>,<}) —
Qx (Tu{><}) x{L,R}

on koneen siirtymafunktio;

- go € Q on koneen alkutila;

- gacc € Q on koneen hyvdksyva ja

grej € Q sen hylkaava lopputila.

4. TURINGIN KONEET
Alan Turing 1935-36.

Churchin—Turingin teesi: Mikd tahansa mekaa-
nisesti ratkeava ongelma voidaan ratkaista Tu-
ringin koneella.

Ekvivalentteja laskentamalleja:
Godelin—Kleenen rekursiivisesti maaritellyt funk-
tiot (1936),

Churchin A-kalkyyli (1936),

Postin (1936) ja Markovin (1951) merkkijono-
muunnossysteemit,

kaikki nykyiset ohjelmointikielet.

Turingin koneet = yksinkertainen ohjelmointi-
Kieli.

Siirtymafunktion arvon

6(g,a) = (d',b, 1)
tulkinta:

Ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhamerkin
(tai alku- tai loppumerkin) a, kone siirtyy tilaan
q', Kirjoittaa lukemaansa paikkaan merkin b, ja
siirtdd nauhapdatd yhden merkkipaikan verran
suuntaan A (L ~ “left”, R ~ ‘“right"”).

Sallittuja kirjoitettavia merkkejd ja siirtosuun-
tia on rajoitettu, mikdlia = ‘>' tai ‘<’, ja siirty-
madfunktion arvo on aina madrittelematon, kun
¢ = gacc tai ¢ = qrej- Joutuessaan jompaan
kumpaan ndistad tiloista kone pysdhtyy heti.



Siis: siirtymafunktion arvoilta

6(g,a) = (d',b,1)

vaaditaan:
(i) jos b= >, niin a = >;
(ii) jos a = >, niin b=> ja A = R,

(iii) josb=<, nina=<ja A =1L.

Tilanne (q, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢, w'),
merkitdan

(¢, w) F (¢, w'),
M

jos jokin seuraavista ehdoista tayttyy: kaikilla
7, €Q, u,veN* a,bel jacelu{eh

jos 6(q,a) = (¢’,b, R), niin (g, uacv) 1'\_/1 (¢, ubcv);
jos 6(g,a) = (¢’,b,L), niin (g, ucav) = (¢, uchv);
jos 6(¢,>) = (¢, >, R), niin (g,ecv) - (¢, cv);
jos &(g, <) = (d',b, R), niin (g, ue) I- (¢', ube);
jos 8(q, <) = (¢,b, L), niin (g, uce) - (¢, ucb);
jos (g, <) = (¢’, <, L), niin (q,uce) AI} (q',uc).

Tilanteet, jotka ovat muotoa (qacc, w) tai (grej, w)
eivat johda mihinkddan muuhun tilanteeseen. Ndis-
sa tilanteissa kone pysahtyy.
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Koneen tilanne on nelikko

(g,u,a,v) €Q xTT* x (TU{e}) x I*,

missd voi olla a = &, mikdli myds u = ¢ tai
vV=¢€.

Tulkinta: kone on tilassa g, nauhan sisdltd sen
alusta nauhapddan vasemmalle puolelle on u,
nauhapddn kohdalla on merkki a ja nauhan si-
sdltd nauhapddn oikealta puolelta kdytetyn osan
loppuun on wv.

Mahdollisesti on a = ¢, jos nauhapda sijaitsee
aivan nauhan alussa tai sen kdytetyn osan lo-
pussa. Ensimmadisessd tapauksessa ajatellaan,
ettd kone “havaitsee” merkin ‘>' ja toisessa
tapauksessa merkin ‘<’.

Alkutilanne sybtteelld x = aias...an On nelikko
(q07 £€,01,02... an)'
Tilannetta (q,u,a,v) merkitdan yleensd yksin-

kertaisemmin (q,uav), ja alkutilannetta syot-
teelld z yksinkertaisesti (qg,z).

10

Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (¢',w'), mer-
kitdan
(g, w) E*(¢, w'),
M
jos on olemassa tilannejono (qg,wgq), (q1,w1),
..., (gn,wn), n >0, siten ettd

(qaw) = (q07w0) F (qlawl) R (Qn,’wn) = (qlawl)'
M M M

Turingin kone M hyvaksyy merkkijonon x € >*,

JOs
(g0, ) Z*(Qacc,w) jollakin w € I'*;

muuten M hylkda x:n.

Koneen M tunnistama kieli on:

L(M) = {z € =*| (q0,2) Z*(Qacc,w) jollakin w € '*}.
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Esimerkki 1. Kieli {a2* | k > 0} voidaan tun-
nistaa Turingin koneella

M= ({q07 q1;4acc, ‘Irej}, {a}7 {a}7 57 40, gacc, ‘Irej)a

missa Kaavioesityksessd kdytetyt merkinnat:

6(Q07 a) = (qla a, R)a @ Tila q

6((]1,&) = (q07a'a R)a

6(q07 <) = (qaCCa <, L)a ‘) plette

6(q1, <) = (qrej, <, L) @ Hyviksyvd lopputila (qacc)

® Hylkdava lopputila (”re_i>
Kaavioesitys:
a/b, A Tilasiirtyma 6(q,a) = (¢',b,A)
" ()

e

a/a,R
</<,L </<,L
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Esimerkki 2. Kielen {a*bfck | & > 0} tunnis-
ofa,R tava Turingin kone:
4)/—’\
a/a,R
</<,L </<,L

O &

Koneen M laskenta esimerkiksi sydtteelld aaa
etenee seuraavasti:

(g0,aaa) F (q1,aaa) F (qo,aaa)
M M

F (q1, aaag) - (grej; aaa). o .
M M Selkeyden vuoksi ei koneen hylkdadavaa lopputi-

laa grej Ole tdssa esitetty eksplisiittisesti. Tul-
kinta on tdlldin, ettd kaikki kaaviosta “puuttu-
vat” kaaret johtavat tdahan tilaan.

Kone pysdhtyy tilassa gyej, joten aaa ¢ L(M).

15 16



Koneen laskenta syotteelld aabbcec:

(g0, aabbce)
(g1, Aabbcc)
(g1, Aabbcc)
(go, AaBbcc)
(g2, AaBbcc)
(g3, AaBbCc)
(g3, AaBbCc)
(g3, AaBbCc)
(g3, AaBbCc)
(q47 AQBbCC)
(qla AAEbCC)
(qla AABL)CC)

TTTTTTTTTTTT

(QQa AABBQC)
(g2, AABBCc)
(g3, AABBCC)
(g3, AABBCC)
(g3, AABBCC)
(g3, AABBCC)
(a4, AABBCC)
(45, AABBCC)
(Q5, AABBCQ)
(gs, AABBCC)
(Qacc, AABBCQ)

17

TTTTTTTTTTT



