3.6 Cocke-Younger-Kasami -jdsennysalgoritmi

Osittava jdsentaminen on selked ja tehokas ja-
sennysmenetelmd LL(1)-kieliopeille: n merkin
mittaisen syotemerkkijonon kdsittely sujuu ajas-
sa O(n). LL(1)-kieliopit ovat kuitenkin mel-
ko rajoitettu luokka; yleisen jasennysongelman
ratkaisu ei ole yhta helppoa.

Periaatteessa ongelma voidaan ratkaista esim.
soveltamalla yleistd (peruuttavaa) osittavaa ja-
sennystd, mutta kdytdanndssa vaikeudeksi muo-
dostuu erilaisten kokeiltavien johtovaihtoehto-
jen suuri maara. (Tyypillisesti O(c") kpl jollakin
c>2)

1. e-produktioiden poistaminen

Olkoon G = (V,x,P,S) yhteydeton kielioppi.
Vilike A € V — X on tyhjentyvéa, jos A :6>*e.

Lemma 3.5. Mistd tahansa yhteydett&mas-
ta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalent-
ti kielioppi G/, jossa enintddn ldhtdsymboli on
tyhjentyva.

Todistus. Olkoon G = (V, %, P, S). Selvitetdan
ensin G:n tyhjentyvadt vdlikkeet seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi

NULL :={A € V-X | A — e on G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon
laajennusoperaatiota, kunnes joukko ei endad
kasva:

NULL := NULL U

{A€eV—-X|A— Bi...B; on G:n prod.,

B; € NULL kaikilla i =1,...,k}.
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Cocke-Younger-Kasami -algoritmi on yleiseen

ns. dynaamisen ohjelmoinnin tekniikkaan (t. osa-
ratkaisujen taulukointiin) perustuva menetel-

mad mielivaltaisen yhteydettéman kieliopin tuot-

tamien merkkijonojen tunnistamiseen. Mene-

telma toimii ajassa O(n3), missd n on tutkit-

tavan merkkijonon pituus.

Algoritmia varten madadritelldan ensin joitakin
Kielioppimuunnoksia.

Taman jalkeen korvataan kukin G:n produktio
A — X1 ... X kaikkien sellaisten produktioiden
joukolla, jotka ovat muotoa

A—>ai...o missd

o — X, jos X; ¢ NULL;

t7 ) X; taie, jos X; € NULL.

Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat
produktiot. Jos poistettavana on myds produk-
tio S — ¢, otetaan muodostettavaan Kkieliop-
piin G’ uusi 1dhtdsymboli S’ ja sille produktiot
S' s 8jas = Qg



EsimerkKi. Poistetaan e-produktiot kieliopis-
ta:

S
A
B

1

A|B
aBa | € = (NULL={A,B,S})
bAb | €

U

S — A|B]|e
aBa | aa | € =
bAb | bb | e

® >
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S|e
A|B
aBa | aa
bAb | bb.

L4l

Tamadn jdlkeen poistetaan G:std kaikki yksikko-
produktiot ja lisatddan niiden sijaan kaikki mah-
dolliset produktiot muotoa A — w, misséd B —
w on G:n ei-yksikkdproduktio jollakin B € F(A).

O

2. Yksikk8produktioiden poistaminen

Produktio muotoa A — B, missd A ja B ovat
vdlikkeitd, on yksikképroduktio.

Lemma 3.6. Mistd tahansa yhteydettomasta
kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G/, jossa ei ole yksikkdproduktioita.

Todistus. Olkoon G = (V, %, P, S). Selvitetdan
ensin G:n kunkin vdlikkeen “yksikkdseuraajat”
seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A €V — X:
F(A) :={Be€V—-xX | A— B on G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laa-
jennusoperaatiota, kunnes joukot eivdat enda
kasva:

F(A) := F(A)UJ{F(B) | A— B on G:n produktio}.
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EsimerkKi. Poistetaan yksikkdproduktiot aiem-
min muodostetusta kieliopista:

S = S|e
S —- A|B
A — aBa|aa
B — bAb|bb.

Vilikkeiden yksikkdseuraajat ovat: F(S’) = {S, A, B},

F(S) = {A,B}, F(A) = F(B) = 0. Korvaa-
malla yksikkOproduktiot edelld esitetylla taval-
la saadaan Kkielioppi:

S'" — aBa|aa|bAb|bb|e
S — aBa|aa|bAb|bb
A — aBa|aa

B — bAb| bb.

(Huomataan, ettd vdlike S on nyt itse asias-
sa ‘“turha”, so. se ei voi esiintyd minkdan Kkie-
liopin lauseen johdossa. Myds turhat vdlikkeet
voidaan haluttaessa poistaa kieliopista saman-
tapaisella algoritmilla (HT).)



Chomskyn normaalimuoto

Yhteydeton kielioppi G = (V, X, P, S) on Choms-
kyn normaalimuodossa, jos sen valikkeistd enin-

tdan S on tyhjentyvd, ja mahdollista produk-

tiota S — e lukuunottamatta muut produktiot

ovat muotoa

A— BC tai A a,

missd A, B ja C ovat vdlikkeitd ja a on pddte-
merkki.

Lisdksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, et-
ta lahtdsymboli S ei esiinny minkddan produk-
tion oikealla puolella.

Esimerkki. Kielioppi:

S — aBCd| bbb
B — b
C — ¢

Em. konstruktiolla saatu Chomskyn normaali-
muoto:

S — CuS%
st — BS3
S5 = coy
S — CpS?
52 = GGy
B — b
C — ¢
Co — a
C, — b
C. = ¢
Cd—>d.
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Lause 3.7. Mistd tahansa yhteydettdmasta kie-
liopista G voidaan muodostaa ekvivalentti Choms-
kyn normaalimuotoinen kielioppi G'.

Todistus. Olkoon G = (V, X, P,S). Poistetaan
ensin G:std e-produktiot ja yksikkoproduktiot
lemmojen 3.5 ja 3.6 konstruktioilla. Taman jal-
keen kaikki G:n produktiot ovat muotoa A — a
tai A > Xq1... X, k>2 (tai S —e).

Lisdtadn ensin Kielioppiin kutakin pddatemerk-
kid a varten uusi vdlike Cy ja sille produktio
Cq — a. Korvataan sitten kussakin muotoa A —
Xq...Xy, k> 2, olevassa produktiossa ensin
kaikki padtemerkit em. uusilla valikkeilld, ja sit-
ten koko produktio produktiojoukolla

A — XlAl
A1 — XoAo

Ap—2 = Xp_1Xp,
missd Aq,..., A,_o ovat jalleen uusia vdlikkeitd.

O
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CYK-algoritmi

Olkoon G = (V, %, P,S) yhteydetdn Kkielioppi.
Lauseen 3.7 nojalla voidaan olettaa, ettd G on
Chomskyn normaalimuodossa. Kysymys, kuu-
luuko annettu merkkijono z kieleen L(G) voi-
daan tdll6in ratkaista seuraavasti:

Jos £ = g, niin £ € L(G) joss S — & on G:n
produktio.

Muussa tapauksessa merkitddn x = a1 ...an ja
tarkastellaan z:n eri osajonojen tuottamista.

Merkitddn N;:lla niiden vdlikkeiden A joukkoa,
joista voidaan tuottaa z:n positiosta ¢ alkava,
k merkin mittainen osajono:

N, = {AGV_Z|AE>*ai"'ai+k—l}7
1<i<i+k—1<n.

Joukot N, voidaan laskea taulukoimalla lyhyis-
td osajonoista pitempiin seuraavassa esitettd-
véalla tavalla. Selvasti on z € L(G) joss S € Niy,.
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Joukkojen Ny laskeminen:

(i) asetetaan aluksi kaikilla : =1,...,n:

Nj1 :={Ae€V —-X | A— a; on G:n produktio};

(ii) lasketaan sitten kaikilla k = 2,...,n ja kul-
lakin k kaikilla i =1,...,n —k + 1:

Ny = UiZ1 {Aev-x|
A — BC on G:n produktio, missd
B e Nij jaCe Ni+j,k—j}' 0
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Yleisesti ottaen CYK-algoritmissa jotakin jouk-
koa N;, mdadritettdessd edetddn samanaikaises-
ti sarakkeessa N;; joukkoa N, “kohti” ja dia-
gonaalia N;4;k—; Pitkin siitd “poispdin™
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Esimerkki. Chomskyn normaalimuotoinen kie-
lioppi G:

S — AB | BC
A - BA | a
B —» CC | b
C - AB | a

CYK-algoritmin laskenta talla Kkieliopilla ja sy6-
tejonolla z = baaba:

1 —
Ng| 1:b | 2:a [3:al4:b|5:a
1 B A, C |AC| B |AC
2 S, A B |S8C|SA| —
k]l 3 0 B B | —
4 0 |S,AC| —
5 |S,AC| -

Koska lahtosymboli S kuuluu joukkoon Nis,
padtelldan ettd z kuuluu kieleen L(G).
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3.7 Pinoautomaatit

Yhteydettomille kielille saadaan automaattika-
rakterisointi ns. pinoautomaattien avulla:

nauhapaa:

[

ohjausyksikkd:
hiausyl P

)

pino
(tySnauha):

Intuitiivisesti pinoautomaatti on darellinen au-
tomaatti, johon on lisdatty yksi potentiaalises-
ti adreton tydnauha. Tybnauhan kdytto ei kui-
tenkaan ole rajoittamatonta, vaan tieto on silla
organisoitu pinoksi: automaatti voi lukea ja Kir-
joittaa vain nauhan toiseen pdadhdn, ja pddstak-
seen lukemaan aiemmin Kirjoittamiaan merkke-
ja sen taytyy pyyhkia viimeisin merkki pois.
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Mddritelmd 3.2 Pinoautomaatti on kuusikko
M= (Q7 Za r757 quF)a

missa

Q@ on tilojen ddrellinen joukko;

3> on sybteaakkosto;

e [ on pinoaakkosto;

J:Qx(ZU{e}) x(NTu{e}) —» PQx(TU{e}))
on (joukkoarvoinen) siirtyméafunktio;

® go € Q on alkutila;

F C Q on (hyvéaksyvien) lopputilojen jouk-
ko.
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Automaatin tilanne on kolmikko (g, w,a) € Q X
> *x [*; erityisesti automaatin alkutilanne syét-
teelld x on kolmikko (qo,x,¢).

Intuitio: tilanteessa (g, w,a) automaatti on ti-
lassa q, syotemerkkijonon kdsittelemdaton osa
on w ja pinossa on ylhdalta alas lukien merkki-
jono «a.

Tilanne (q,w,a) johtaa suoraan tilanteeseen
(¢, w', '), merkitdan

(qa w, Oé) = (qla wI7 O[l),
M

jos voidaan kirjoittaa w = ow’, a = 78, o’ =+
(lo], 7], || < 1), siten ett

(d,7) € 6(g,0,7).
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Siirtymdfunktion arvon

6(q,0,7) = {(q1,71),---» (@) }

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa ¢q ja lukies-
saan sybtemerkin o ja pinomerkin v automaatti

VoI siirtyd johonkin tiloista q1,...,q; ja korvata
vastaavasti pinon pdallimmadisen merkin jolla-
kin merkeistd ~1,...,7. Pinoautomaatit ovat

siis yleisessd tapauksessa epddeterministisia.

Jos 0 = ¢, automaatti tekee siirtymadn syote-
merkkid lukematta. Jos v = ¢, automaatti ei
lue pinomerkkia ja uusi kirjoitettu merkki tu-
lee pinon paddlle vanhaa pdallimmadistd merk-
kid poistamatta (“push’-operaatio). Jos pinos-
ta luettu merkki on « # ¢ ja kirjoitettavana on
v; = €, pinosta poistetaan sen pddllimmainen
merkki (“pop’-operaatio).
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Tilanne (q,w, o) johtaa tilanteeseen (¢',w’, o),
merkitaan

(q7 w7 a) Z*(ql7 wl’ al)7

jos on olemassa tilannejono (gqg, wo, ag), (g1, w1, 1),

..., (gn,wn,an), n >0, siten ettd

(¢,w,a) = (go,wo,ap) - (q1,w1,1) - ---
M M

J\|7[ (q’ﬂa Wn, an) = (qla wla al)'

Pinoautomaatti M hyvaksyy merkkijonon z €
>°*, jos

(g0, %,¢) -"(gf,6,)  joillakin gy € F ja a € T*,
M

siis jos se syOtteen loppuessa on jossakin hy-
vaksyvdssd lopputilassa; muuten M hylkdd x:n.

Automaatin M tunnistama kieli on:

L(M) = {.’17 ex” | (g0, z,€) A'}*(Qfae,a)
joillakin qf € F ja a € [}

20



Esimerkki. Pinoautom. kielelle {aFb* | k > 0}:

M= ({qu 91,92, Q3}> {a> b}> {A’ A}’ 9,90, {QOa Q3}),

missa

5((]0,(1,6) = {(qlaA)}a
5(q1,a,6) = {(qlaA)}a

6(q1,b0,4) = {(g2;¢)},
6(q1,b0,4) = {(g3,¢)},
6(g2,b0,4) = {(g2;¢)},
6(q2,6,A) = {(g3,9)},
6(qg,o,7) = 0 muilla (q, o,7).

Kaavioesitys:
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Pinoautomaatit ja yhteydettdmadt kielet

Lause 3.8 Kieli on yhteydetdn, jos ja vain jos
se voidaan tunnistaa jollakin (epddeterministi-
selld) pinoautomaatilla.

Em. lauseen todistus sivuutetaan tdssd, mutta
periaatteena esim. annettua kielioppia G vas-
taavan pinoautomaatin Mg toiminnassa on, et-
td Mg:n pinon kdyttdytyminen sybtteelld x nou-
dattelee G:n mukaisen vasemman lausejohdon
S :> x etenemistd: jos pinon pdallimmadisend on
vallkemerkkl sovelletaan jotain G:n produktio-
ta ja lisatdaan pinon pinnalle vastaavat merkit;
jos pinon pddllimmadisend on pddtemerkki, se
sovitetaan yhteen seuraavan syotemerkin kans-
sa.
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Automaatin toiminta sydtteelld aabb:

(q0,aabb,e) F (q1,abb,A) F (q1,bb, AA)
= (qQ’baA) = (q3a€a5)'

Koska g3 € F = {qq, 93}, on siis aabb € L(M).
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Esimerkki. Kielioppia {S — aSbS | bSaS | €}
vastaava pinoautomaatti:

€,5/bSaS

Automaatin kuvauksessa on kdytetty seuraa-
vaa luonnollista lyhennemerkintaa:

( : @B8/Xy .- Xy i : =
( )m,@/Xk< )s.s/xk_l"' £,6/X1
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Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jo-
kaisella tilanteella (g, w, @) on enintdaan yksi mah-

dollinen seuraaja (¢’,w’,<’), jolla
Esimerkiksi sydtteelld abab on em. automaatilla

/ ! !
seuraava hyvéksyva laskenta: (¢, w,a) b (¢,w,a)
(qo,abab,e) F (q,abab, S#) F* (q,abab,aSbS#)
F (q,bab, SbS#) +* (q,bab,bSaSbS# Toisin kuin Hirellisten automaattien tapauk-
F (g, ab, SaSbS#) +  (q,ab,aSbS#) sessa, epddeterministiset pinoautomaatit ovat
t 8’ Z’ Zlﬁ# ) t gg’z’ l;f)# ) aidosti vahvempia kuin deterministiset. Esimer-
) ) ) b . . . - R * . .
F (ag,e,6)- kiksi kieli {ww" | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa

epadeterministiselld, mutta ei deterministisella

. L ) pinoautomaatilla. (Tod. siv.)
Tama vastaa annetun kieliopin mukaista lauseen

nta joh : - L . .
abab vasenta johtoa Yhteydetdn kieli on deterministinen, jos se voi-

S = aSbS = abSaSbS = abaSbHS daan tunnistaa jollakin deterministisells pinoau-
= ababS = abab. tomaatilla. Deterministiset kielet voidaan ji-
sentda ajassa O(n); yleiset yhteydettémat kie-
let vaativat tunnetuilla menetelmilld Idhes ajan

o(n3).
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