2.6 SAANNOLLISET LAUSEKKEET

Automaattimalleista poikkeava tapa kuvata yk-
sinkertaisia kielid.
Mddritelmd 2.3 Aakkoston 3 sdanndlliset lausek-

Olkoot A ja B aakkoston X kielid. Perusope- keet madritelldan induktiivisesti saannailla:
raatioita:
(i) @ ja € ovat X:n sdannollisid lausekkeita;
(i) Yhdiste:
AUB={z € X* |z € A tai z € B}; (ii) @ on X:n sddnndllinen lauseke kaikilla a €

(ii) Katenaatio: z;

— * .
AB={zy€X"|z € A, y€ B}, (i) jos r ja s ovat =:n sdannollisid lausekkei-

(iii) Potenssit: ta, niin (rUs), (rs) ja r* ovat X:n sdannollisia
A0 = {e} lausekkeita;
{Ak = AAFl={zi...ap|z;€ A Vi=1,...,k}
(iv) Sulkeuma t. “Kleenen tahti": (iv) muita X:n saannollisia lausekkeita ei ole.
k>0

= {zx1...2¢, | k>0, 2, €A Vi=1,...,k}.
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Aakkoston {a,b} sdd@nndllisid lausekkeita:

Kukin >:n sdanndllinen lauseke = kuvaa kielen r1 = ((ab)b), 7o = (ab)¥,

L(r), joka madritellaan:
r3 = (ab*), rq= (a(bU (bb)))*.

(i) L(®) = 0;
Lausekkeiden kuvaamat kielet:
() Le) = ek L(r) = ({a}{B}){B} = {ab} (b} = {abb};
(iil) L(a) = {a} kaikilla a € > L(rp) = {ab}*'z {e, ab, abab, ababab, . . .}
= {(ab)*|i>0};
(iv) L((rUs)) = L(r) U L(s); L(r3) = {a}({0})" = {a,ab, abb, abbb, ...}
= {ab'|i>0};
(v) L((rs)) = L(r)L(s); L(r4) = ({a}{b,bb})* = {ab,abb}*

{e, ab, abb, abab, ababb, . . .}
(vi) L(r*) = (L(r))*. = {z € {a,b}* | kutakin a-kirjainta z:ssi
seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.



Sulkumerkkien vahentdamissddantdja:

Operaattoreiden prioriteetti:

- . = U
Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)ut)) = L((ru(sut)))
L(((rs)t)) = L((r(st)))

= perdkkdisid yhdisteitd ja tuloja ei tarvitse
suluttaa.

Kaytetdan tavallisia kirjasimia, mikadli sekaan-
nuksen vaaraa merkkijonoihin ei ole.

Yksinkertaisemmin siis:

ry = abb, ro = (ab)*, r3z=ab*, 714 = (a(bUbb))*.

Sddnndllisten lausekkeiden sieventdminen

Saanndollisilla kielilld on yleensd useita vaihtoeh-
toisia kuvauksia, esim.:

>* = L((aUb)*)
= L((a"")")
= L(a*»* U (aUb)*ba(aUb)*).

Maddritelmad. Sadanndlliset lausekkeet r ja s ovat
ekvivalentit, merk. r = s, jos L(r) = L(s).

Lausekkeen sieventdminen = *“yksinkertaisim-
man' ekvivalentin lausekkeen maadrittaminen.

Saanndllisten lausekkeiden ekvivalenssitestaus
on epadtriviaali, mutta periaatteessa mekaani-
sesti ratkeava ongelma.

Mddritelmd 2.4 Kieli on sdanndllinen, jos se
voidaan kuvata sdanndlliselld lausekkeella.

Sievennyssdantdja:

rU(sUt) = (rus)Ut
r(st) = (rs)t
rds = sUr
r(sUt) = rsUrt
(rUus)t = rtUst
rr = r
rUd = r
er =7
0r = 0
r* = eUr*r
r* = (eur)*

Mikd tahansa sdanndllisten lausekkeiden tosi
ekvivalenssi voidaan johtaa ndistd laskulaeista,
kun lisatdan pdattelysdaanto:

jos r = rsUt, niin r = ts*, edellyttden ettsd

e ¢ L(s).



2.7 AARELLISET AUTOMAATIT JA SAAN-
NOLLISET KIELET

Lause 2.3 Jokainen sdaanndllinen kieli voidaan
tunnistaa darelliselld automaatilla.

Todistus. Seuraavan kalvon induktiivisen kon-
struktion avulla voidaan mielivaltaisen saannol-
lisen lausekkeen r rakennetta seuraten muo-
dostaa e-automaatti M,, jolla L(M;) = L(r).
Tdstd automaatista voidaan poistaa e-siirtymat
Lemman 2.4 mukaisesti, ja tarvittaessa voi-
daan syntyva epddeterministinen automaatti de
terminisoida Lauseen 2.2 konstruktiolla.

Esitettdvasta konstruktiosta on syytd huoma-
ta, ettd muodostettaviin e-automaatteihin tu-
lee aina yksikdsitteiset alku- ja lopputila, eikd
minkddan osa-automaatin lopputilasta Idhde ei-
kd alkutilaan tule yhtdaan ko. osa-automaatin
sisdista siirtymdd.

Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(b U bb))* saa-
daan ndiden sdaantdjen mukaan seuraava e-auto-
maatti:

Automaatti on selvdsti hyvin redundantti. Ka-
sin automaatteja suunniteltaessa ne kannat-
taakin usein muodostaa suoraan. Esim. lausek-
keen r = (a(bUbb))* perusteella on helppo muo-
dostaa seuraava yksinkertainen epadeterminis-
tinen tunnistaja-automaatti:
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T=sUt:
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Lause 2.4 Jokainen darellisellda automaatilla
tunnistettava kieli on saannéllinen.

Todistus. Tarvitaan vield yksi ddrellisten auto-
maattien laajennus: lausekeautomaatissa voi-
daan siirtymien ehtoina kdyttda mielivaltaisia
sdaanndllisia lausekkeita.

Formalisointi: Merk. REy = aakkoston X sdan-
nollisten lausekkeiden joukko. Lausekeautomaat-
ti on viisikko
M == (Q7 Z757q07‘F‘)7
missa siirtymdfunktio 6 on darellinen kuvaus
J:Q x REsx — P(Q)

(so. 6(g,7) £ O vain ddrellisen monella parilla
(¢;7) € Q X REx).
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Yhden askelen tilannejohto maaritelldan:
(g, w) - (¢',w)
M

jos on ¢’ € 6(q,r) jollakin sellaisella r € REs,
ettd w = zw', z € L(r). Muut mdédritelmit sa-
mat kuin aiemmin.

Todistetaan: jokainen lausekeautomaatilla tun-
nistettava kieli on saanndllinen.
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(ii) Poistetaan M:n muut kuin alku- ja lopputi-
la yksi kerrallaan seuraavasti. Olk. g jokin M:n
tila, joka ei ole alku- eikd lopputila; tarkastel-
laan kaikkia “reittejd”, jotka M:ssd kulkevat ¢:n
kautta. OIk. g; ja g; g:n valittdmdt edeltdja-
ja seuraajatila jollakin tdllaisella reitilld. Poiste-
taan q reitiltd ¢; — g; oheisen kuvan (i) muun-
noksella, jos tilasta ¢ ei ole siirtymaad itseenssd,
ja kuvan (ii) muunnoksella, jos tilasta q on siir-
tymad itseensa:

(i):
(=) » )
(ii):

o0 - =0

Samalla yhdistetaan rinnakkaiset siirtymat seu-
raavasti:

r
rUs
=
s
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Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Saanndlli-
nen lauseke, joka kuvaa M:n tunnistaman Kkie-
len, muodostetaan kahdessa vaiheessa:

1. Tiivistetdaan M ekvivalentiksi enintdan 2-
tilaiseksi lausekeautomaatiksi seuraavilla muun-
noksilla:

(i) Yhdistetdadan M:n lopputilat yhdeksi seuraa-
van kuvan mukaisesti:
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2. Tiivistyksen pddttyessa jdljella olevaa enin-
tddn 2-tilaista automaattia vastaava saannol-
linen lauseke muodostetaan seuraavan kuvan
esittamalla tavalla:

B T
H@ ="
(ii):

1 T3
2
H@/_\@ = rira(rsUrerira)”
Ta
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EsimerkKki:

aa

ab ba
aaUb
‘ bbUa ‘ Q
ab ba b

% b by bhUa) = (ab U (aa U b)(ba)* (b U a))*
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