2.4 Adrellisten automaattien minimointi

Annetun ddrellisen automaatin kanssa ekviva-
lentin (so. saman kielen tunnistavan), mutta
tilamadaraltaan minimaalisen automaatin muo-
dostaminen on sekd kdytdanndssd ettd teoreet-
tiselta kannalta tdrked tehtdva.

Tehtdvd voidaan ratkaista seuraavassa esitet-
tavalla tehokkaalla menetelmalla. Menetelman
perusideana on pyrkid samaistamaan keskendan
sellaiset sybtteend annetun automaatin tilat,
joista lahtien automaatti toimii tasmalleen sa-
moin kaikilla merkkijonoilla.

Lievempi ekvivalenssiehto: tilat ¢ ja ¢’ ovat k-
ekvivalentit, merkitdadn

E
q9=q9,

jos kaikilla z € *, |z| <k, on
6*(q,z) € F jos ja vain jos &*(¢,z) € F;

toisin sanoen, jos mikddn enintdan k:n pitui-
nen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja toi-
sistaan.

IImeisesti on:

(i) ¢q 2 ¢ joss sekd q ettd ¢’ ovat lopputiloja

tai kumpikaan ei ole; ja

k o
(i) g=4q Jjoss q=q kaikilla k=0,1,2,...
(1)

Esitettdvd minimointialgoritmi perustuu syot-

teend annetun automaatin tilojen k-ekvivalens-

siluokkien hienontamiseen (k4 1)-ekvivalenssi-

luokiksi kunnes saavutetaan tdysi ekvivalenssi.
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Olkoon
M = (Qaza5aq07F)
ddrellinen automaatti.
Laajennetaan M:n siirtymadfunktio yksittdisis-

tda sydtemerkeistda merkkijonoihin: jos q € Q,
T € X* merkitddn

§*(g,z) = se ¢ € Q, jolla (q,z) z*(q’,e)-

M:n tilat ¢ ja ¢’ ovat ekvivalentit, merkitdan
q=4,
jos kaikilla z € >=* on
6*(q,z) € Fjos ja vain jos 6*(¢’,z) € F;

toisin sanoen, jos automaatti g:sta ja ¢’:sta Iah-
tien hyvdksyy tdasmdlleen samat merkkijonot.

Algoritmi MIN-FA [A&rellisen automaatin mi-
nimointi]

Syéte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 4, qo, F).

Tulos: M:n kanssa ekvivalentti darellinen auto-
maatti M, jossa on minimimaara tiloja.

Menetelma:

1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:std kaikki
tilat, joita ei voida saavuttaa tilasta gg milldan
sybtemerkkijonolla.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jdljelle jaaneet
tilat kahteen luokkaan: ei-lopputiloihin ja lop-
putiloihin.



3. [k-ekvivalenssi — (k 4 1)-ekvivalenssi.] Tar-
kastele M:n tilasiirtymien kdyttdytymistd muo-
dostetun osituksen suhteen: jos tilasiirtymat
ovat tdysin yhteensopivia osituksen kanssa, so.
jos samaan luokkaan kuuluvista tiloista siirry-
tddn samoilla merkeilld aina samanluokkaisiin
tiloihin, niin algoritmi padttyy ja minimiauto-
maatin M tiloiksi tulevat muodostuneet M:n ti-
lojen luokat. M:mn siirtymafunktio saadaan M:n
siirtymadfunktiosta, joka oletuksen mukaan on
vhteensopiva syntyneen luokituksen kanssa. M:n

alku- ja lopputilat maaraytyvat samoin M:n alku-

ja lopputilojen perusteella.

Jos taas osituksen luokat sisdltdvat keskenddn
eri lailla kdyttdytyvia tiloja, hienonna ositus-
ta edelleen jakamalla kunkin luokan sisdlla eri-
tyyppiset tilat eri luokkiin. Palaa suorittamaan
askel 3 uudestaan; muista erityisesti toistaa ti-
lasiirtymadtarkastelu uuden osituksen suhteen.
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EsimerkKki. Tarkastellaan seuraavan automaa-
tin minimointia:

Vaiheessa 1 automaatista poistetaan tila 6, jo-
hon ei pddsta milldan merkkijonolla.

On helppo osoittaa, ettd askelen 3 (k+1):nnen
suorituskerran (k = 0,1,...) alussa kaksi tilaa
Kuuluu samaan muodostetun osituksen luok-
kaan, jos ja vain jos ne ovat k-ekvivalentteja.

Tdstd seuraa, ettd algoritmin suorituksen paat-
tyessd, kun ositus ei endd hienone, muodostu-
neet tilaluokat ovat tasmadlleen M:n tilojen =-
ekvivalenssiluokat (vrt. ominaisuus (1.ii)).

Algoritmin suoritus padttyy vdlttamadatta aina,
silld kullakin askelen 3 suorituskerralla, viimeis-
ta lukuunottamatta, vahintadan yksi tilaluokka
ositetaan pienemmaksi.

Lause 2.1 Algoritmi MIN-FA muodostaa an-
netun ddrellisen automaatin M kanssa ekviva-
lentin adrellisen automaatin J\//T, jossa on mi-
nimimdard tiloja. Tamda automaatti on tilojen
nimedmistad paitsi yksikdsitteinen. O

Vaiheessa 2 ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-
lopputiloihin (luokka I) ja lopputiloihin (luokka
II), ja tarkastetaan siirtymien kayttdaytyminen
osituksen suhteen:

a b

I — 1| 2,1 3,1
214,I1| 2,1

3/ 2,1]3,1

II: < 4| 3,I|5,1I
<~ 5| 1,1 |4,1I



Luokassa I on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3}
ja {23}), joten ositusta tdytyy hienontaa ja tar-
kastaa siirtymadat uuden osituksen suhteen:

a b
I: — 1|21 | 3,1
312,11 3,1
II: 24,101 2,11
Im: « 4| 3,1 |5,III
~— 5] 1,1 4,111

2.5 Epddeterministiset ddrelliset automaa-
tit

Epddeterministiset automaatit ovat muuten sa-
manlaisia kuin deterministiset, mutta niiden siir-
tymafunktio § ei liitd automaatin vanhan tilan
ja sybtemerkin muodostamiin pareihin yksika-
sitteistd uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia
seuraavia tiloja. Epddeterministinen automaat-
ti hyvaksyy sydtteensd, jos jokin mahdollisten
tilojen jono johtaa hyvdksyvdan lopputilaan.

Vaikka epddeterministisia automaatteja ei voi
sellaisinaan toteuttaa tietokoneohjelmina, ne
ovat tdrked pdatdsongelmien kuvausformalis-
mi.

11

Nyt kunkin luokan sisdltamat tilat ovat kes-
kenddan samanlaisia, joten minimointialgoritmi
padttyy. Saadun minimiautomaatin tilakaavio
on seuraava:

b

a

>
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EsimerkKi. Epdadeterministinen automaatti, jo-
ka tutkii sisdltdadkd sydtejono osajonoa aba:

a a
q0 & q b 4 2 @
N i
b b

Automaatti hyvaksyy esim. sydtejonon aaba,
koska sen on mahdollista edetd seuraavasti:

(g0, aaba) F (go,aba) F (q1,ba) - (g2, a) - (g3,¢)-
Automaatin olisi tosin mahdollista pddtyd myos
hylkddvaan tilaan:

(qu aaba) = (q07aba) F (q07ba) F (q07a) = (q076)7

mutta tdstd mahdollisuudesta ei tarvitse valit-
tdad — voidaan ajatella, ettd automaatti osaa
“ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen
vaihtoehdon.
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Mddritelmd 2.2 Epddeterministinen darellinen
automaatti on viisikko

M = (Q,Z,J,QO,F),

missa

Q on ddrellinen tilojen joukko;

3~ on sydteaakkosto;

d:QxX — |P(Q)| on automaatin jouk-

koarvoinen siirtymadafunktio;

qo € Q on alkutila;

F C Q on (hyvéaksyvien) lopputilojen jouk-
ko.
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Epadeterministisen automaatin tilanne (q,w)
voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢’,w’), mer-
kitdadn
(g, w) F (¢, w"),
M

joson w=aw' (a € X) ja ¢ € §(q,a). Sanotaan
my0s, ettd tilanne (¢',w') on tilanteen (q,w)
mahdollinen vdlitén seuraaja.

Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merk-

kijonojen hyvdksyminen ja hylkdaminen ym. kad-
sitteet maddritelladn samoin sanoin kuin deter-
ministisilla automaateilla. Koska yhden askelen
johdon madadritelmad kuitenkin nyt on toinen, nii-
den sisdltd muovautuu hieman erilaiseksi.
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Esimerkiksi aba-automaatin siirtymafunktio:

a b

— qo | {90,491} | {90}
n 0 {a2}
| {g3} 0

— ¢q3| {a3} |{a3}

Taulukosta nahdadn, etta esimerkiksi 6(gg,a) =
{q0,q1} ja 4(q1,a) = 0.
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Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epadeter-
ministisen ddrellisen automaatin M tunnistama
kieli. Tdlldin on olemassa myds deterministinen
sarellinen automaatti M, jolla A = L(M).

Todistus. Olkoon A= L(M), M =(Q, %<, 6,q0, F).

Todistuksen ideana on laatia deterministinen
ddrellinen automaatti M, joka simuloi M:n toi-
mintaa kaikissa sen kullakin hetkelld mahdolli-
sissa tiloissa rinnakkain.

Formaalisti: automaatin M tilat vastaavat M:n
tilojen joukkaoja:

M == (Q72731607ﬁ)7

missa

Q = P(Q={S|SCQ}

dgo = {ao},

F = {SCQ|S sisdltas jonkin q; € F},
8(S,a) = J é(g,0).

q€es
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a a
(2) e
b b

Esimerkiksi aba-automaattiin sovellettuna em.
konstruktio tuottaa seuraavan deterministisen
automaatin (vain alkutilasta saavutettavat ti-
lat esitetty):

b a
o .
q0 @ g0, 32

Minimoimalla ja nimedmadlla tilat uudelleen ta-
mad yksinkertaistuu muotoon:

A,
@Ub =D
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Viite (2):

(g0, ) z*(q,e) joss ({q0},x) 5*(5,6) jages.

Viitteen (2) todistus tendaan induktiolla merk-
kijonon z pituuden suhteen.

(i) Tapaus |z| = 0:
(g0, €) z*(q,E) joss ¢ = qo;

samoin ({go},€) -*(S,¢) joss S = {qo}-
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[Todistus jatkuu.] Tarkastetaan, ettd automaat-
ti M todella on ekvivalentti M:n kanssa, so. et-
td L(M) = L(M).

Madritelmien mukaan on:
xz € L(M) joss (qg,x) Al}*(qf,a) jollakin ¢ € F
ja
z € L(M) joss ({qo},z) -*(S,¢)
j]g S sis. jonkin gy € F.

Osoitetaan siis, ettd kaikilla z € <* ja g € Q
on:
(QOaw) AI}*(q,s) Jjoss ({QO}am) L—\*(Sa 5) Jages.
M
(2)
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Viite (2):

(g0, ) AFJ*(q,s) joss ({90}, ) 5*(3’ e)jaqes.

(ii) Induktioaskel:

Olkoon = = ya; oletetaan, ettd vaite (2) patee
y:lle. Talldin:

(g0, *) = (g0,ya) E*(q’ e) joss

3¢’ € Q s.e. (go,ya) II;[*(q', a) ja (¢',a) - (g,¢) Joss
3¢’ € Q s.e. (q0,¥) z*(q’,a) ja (d,a) - (g,¢) joss (i
3¢ € Q s.e. {ao},v) ¥ (S",e) ja ¢ € 8" jaqed(d,a
({ao}v) F*(8',¢) Ja 3¢ € §' s.e. q € 6(d'>a) Joss
({a0},v) £*(5,) Ja g € Uyeg 6(d'a) = 5(S', a) joss
({a0},ya) (S, a) Ja q € 5(S',a) = S joss

({a0},ya) (S, a) ja (S',a) |- (S,¢) ja q € S Joss
({a0},2) = ({ao}, ya) 5*<s,e>M lages o
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e-automaatit

Jatkossa tarvitaan vield yksi ddrellisten auto-

maattien mallin laajennus: epddeterministinen

darellinen automaatti, jossa sallitaan e-siirtymdat.
Tdllaisella siirtymalld automaatti tekee epdde-

terministisen valinnan eri jatkovaihtoehtojen va-
lilld lukematta yhtdaan sydotemerkkia.

Esimerkiksi kieli {aa, ab} voitaisiin tunnistaa seu-
raavalla e-automaatilla:
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Lemma 2.4 Olkoon A = L(M) jollakin g-auto-
maatilla M. Tdlléin on olemassa myos e-siirty-
maton epadeterministinen automaatti M, jolla
A = L(M).

Todistus. Olkoon M = (Q, X, 4, qo, F) jokin e-
automaatti. Automaatti M toimii muuten ai-
van samoin kuin M, mutta se “harppaa’ e-
siirtymien yli suorittamalla kustakin tilasta lah-
tien vain ne “aidot” siirtymadt, jotka ovat siitd
kdsin jotakin e-siirtymdjonoa pitkin saavutetta-
vissa.

23

Formaalisti: e-automaatti on viisikko
M= (Q:Za57q0$F)7
missa siirtymdfunktio § on kuvaus

§:Q x (X u{e}) = PQ).

Muut maddritelmat ovat kuten tavallisilla epa-
deterministisilld ddrellisilla automaateilla, paitsi
suoran tilannejohdon mddritelma: e-automaat-
tien tapauksessa relaatio

(gyw) - (¢, w")
on voimassa, jos on

(i) w=aw' (a €X) ja ¢ € é(q,a); tai
(i) w =" ja ¢’ € 6(g,¢).
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Formaalisti madritelldadan annetun tilan ¢ € Q
e-sulkeuma ¢*(q) automaatissa M kaavalla

(@) ={d € Q1 (0,9 L*(d, o)},

so. joukkoon €*(q) kuuluvat kaikki ne automaa-
tin M tilat, jotka ovat saavutettavissa tilasta ¢
pelkilla e-siirtymilla.

Automaatin M siirtymdsaannot voidaan nyt ku-
vata seuraavasti:

M= (Q,Z,S,qo,l?’),
missa

8(g,a) = |J () a);

q'ce*(q)

F={qeQ|e*(9)NF #0}.
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Poistetaan esimerkiksi edellisen konstruktion mu-
kaisesti e-siirtymadt e-automaatista:

Tuloksena saadaan tavallinen epddeterministi-
nen automaatti:
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