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Harjoitus 4

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtava: Laadi epddeterministinen dérellinen automaatti, joka testaa onko annetun bi-
nédrijonon kolmanneksi viimeinen merkki 1, ja determinisoi se.

Vastaus: Kielen L = {w € {0,1}* | w:n kolmanneksi viimeinen merkki on 1 } tunnistaa
epideterministinen automaatti M = (Q, X, , g1, F'), missi

Q = {q17q27QB7q4}
Y ={a,b}

F={q},

ja siirtyméfunktio § on méaritelty kuten allaolevassa kuvassa:
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W 1 0,1 0,1

O O O
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Konetta M vastaava deterministinen automaatti M’ muodostetaan siten, ettid M’m ti-
loiksi otetaan kaikki Q:n osajoukot (@' = P(Q)). Tilajoukkoihin koodataan kaikki mah-
dolliset M:n laskennat. Esimerkiksi kun M on lukenut sy6tteen 010, voi se olla joko tilassa
q1 tai gs. Niinpd koneen M’ tdytyy samalla syotteelld péaitya tilaan {q1, g3}

Muodostetaan tilansiirtofunktio ¢’:

q 0 1 uusi nimi
{a1} {a1} {a1, 42} A
{a1, ¢2} {q1,q3} {q1,q2,q3} B
{q1, 493} {a1,04} {a1. 02,04} | C
{CI1,Q2,QS} {Q17q37q41} {q17q27q3aq4} D
{q1,03, 04} {q1, 94} {a1, 92, a4} Ex
{a1, 94} {a1} {a1, 42} Fx
{01,92,03,94} | {q1,a3, 04} | {q1, 92,43, q4} | Gx
{q1,q2, 04} {q1,q3} {q1,q2,q3} Hx

Automaatin M’ lopputiloiksi otetaan kaikki ne tilat, joissa esiintyy jokin M:n lopputilois-
ta. Ylldolevassa taulukossa ne on merkitty rastilla.




5. Tehtéva: Osoita, etti jos aakkoston ¥ = {a, b} kielet A ja B voidaan tunnistaa dérellisilld
automaateilla, niin samoin voidaan tunnistaa myos kielet A = ¥* — A, AU B ja AN B.

Vastaus: Olkoon A ja B aakkoston ¥ = {a, b} kielid, jotka voidaan tunnistaa dérellisilla
automaateilla. Halutaan osoittaa, ettd myos kielet A = ¥* — A, AU B ja AN B voidaan
tunnistaa darellisilla automaateilla.

A: Olkoon Ma = (Q,%,d,qo, F) deterministinen tilakone!, joka tunnistaa kielen A.
Muodostetaan tédsté kielen komplementin tunnistava automaatti M z:

MA:(Q7275aq07Q_F) .

Kone M ; toimii muuten tdsmaélleen samalla tapaa kuin M4, mutta hyvéaksyvét tilat
on muutettu hylkéaaviksi ja pdinvastoin. Néin ollen M ;7 hyvéksyy ne sanat, jotka M4
hylk#id ja hylk#d ne, jotka Ma hyviksyy, joten L(M4) = A.

Tarkastellaan esimerkiksi automaattia, joka tunnistaa kielen:

A={w e X*| won muotoa axb, missid x € X*} .

Kieleen A kuuluvat kaikki sanat, jotka alkavat a-kirjaimella ja paattyvat b-kirjai-
meen. Alla esitetddn automaatit M4 ja M j:

MA:

a,b

Té&ssd on huomattava, etté esitetty konstruktio toimii vain, jos M4 on deterministi-

nen. (Yritd etsid yksinkertainen vastaesimerkki epideterministiselle tapaukselle.)
AUB: Olkoot Ms = (Qa,%,04,54,F4) ja Mg = (@B,%,0p,s5, Fp) direlliset automaa-

tit, jotka tunnistavat kielet A ja B. Oletetaan liséiksi, etté tilajoukot ovat erilliset, eli

QaNQp = (. Tami oletus voidaan tehdi, sillé tarvittaessa voidaan toisen koneen

tilat nimeté uudelleen. Muodostetaan epddeterministinen tilakone M 4 p seuraavas-

ti:

MAUB = (Q7Ea6aSaF) )

missé

Q=QaUQpU/{s}
F=F,UFp
d=04U0pU{(s,¢,8q),(s,¢,8)} -

Kone M 4np muodostetaan siis yhdistdmaélla koneet M 4 ja Mp. Tila s on uusi alku-
tila, josta voidaan siirtya tyhjalla siirtymaélla joko M4:n tai Mp:n alkutilaan.

Jos sana x kuuluu kieleen A, M,p hyviksyy sen siirtymélla aluksi tilaan s4 ja
suorittamalla sen jilkeen samat siirrot kuin kone M4 olisi suorittanut. Mikili x € B,
siirrytédén tilaan sp ja toimitaan kuten Mp.

Tarkastellaan edellisessé kohdassa esiteltyd automaattia M 4 sekd uutta automaattia
Mp, joka tunnistaa kielen:

B ={w e X" | w: ssi esiintyy osajono bb} .

1M 4 on vilttaméatts olemassa, sillé mitd tahansa epddeterminististé automaattia kohden voidaan muodostaa
saman kielen tunnistava deterministinen automaatti.



Usein lisdtddn Mayp:hen myos uusi lopputila f, ja lisdtdén sinne tyhjé siirtymé
kaikista alkuperéisisté lopputiloista ¢ € F4 U Fp. Télloin F = {f}.

AN B: Viite seuraa suoraan kahdesta edellisesté kohdasta, sillda DeMorganin sédéantéjen pe-
rusteella:

ANB=AUB .

Tarkastellaan viela ylla esiteltyja koneita M4 ja Mp, ja muodostetaan kone Manp
kéyttden DeMorganin saintoa:

MA: MB: a b a,b
D Y
O 10——0
a
Miup

Koneen M 4,5 komplementointia varten se tidytyy ensin determinisoida (kone on jo
minimoitu, yksityiskohdat liitteend):



{63,y {as,06} {207}

Nyt saadaan haluttu kone vaihtamalla ylldolevan koneen hyvéksyvat tilat hylkadviksi
ja pdinvastoin:

MAﬂB:

a,b GO O O a
43,02} {aa, 06} {a2 a7

Kahden automaatin leikkaus voidaan mééritelld myos suoraan kéyttden samanta-
paista menetelméii kuin seuraavassa tehtéivissa.

6. Tehtivi: (soveltava) Monet tiedonsiirtoprotokollien analysointiin kiytettavit menetelmét
muodostavat jarjestelmén tila-avaruuden, jota tutkimalla etsitdén ongelmia, esimerkiksi
lukkiumia. Yksi tapa muodostaa tila-avaruus on mallintaa kutakin protokollan osapuolta
erikseen tilakoneella ja yhdistda ndméa yhdeksi isoksi tilakoneeksi.

Olkoon My = (K1,%1,A1,s1,0) ja My = (Ka,35,Ag, s2,0) epideterministisié tilakonei-
ta. Yhdistetty tilakone M = (K, 3, A, s, )) muodostetaan seuraavasti:

- K= Kl X K2
— X =X1Uy
— s =(s1,52)
— Siirtymé (p1,p2) — (q1,¢2) kuuluu relaatioon A mikli jokin seuraavista ehdoista
toteutuu:
1. a e X1 Ny, (p1,a,q1) € A1 ja (p2,a,q2) € As.
2. a€¥,a ¢ Yo, (pl,a,ql) AN jap2 = qs.
3. a ¢ ¥4, a € X, (pg,a,QQ) € A, japr =q.
Olkoot M; ja Ms kuten alla. Muodosta yhdistetty tilakone M ja osoita, ettd jérjes-
telméssi on lukkiuma (el tila, josta ei lihde yhté#in siirtymé&d).

Ml: ’L’ntl
60 scmd 2;1 ransi 1;2 ranss 53
MQZ intg

ransy

ransy
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Vastaus: Yhdistetyn tilakoneen tiloiksi otetaan kaikki mahdolliset parit, jotka voidaan
muodostaa alkuperiiisten tilakoneiden tiloista. Esim, mikili K7 = {q1,¢2,q3} ja Ko =
{p1,p2}, niin yhdistetyn koneen tilat ovat:

K ={(q1,p1), (q2,p1), (g3,p1), (q1,P2), (g2, P2), (g3, P2)} -

Konseptuaalisesti koneiden siirtymét jaetaan kahteen luokkaan, siséisiin ja ulkoisiin. Siir-
tymé on sisdinen, mikali sithen liittyva symboli ei kuulu toisen tilakoneen aakkostoon.
Tehtédvénannossa ainoa Mi:n sisdinen siirtymé on gs nty qo- Tilakoneella My on nelji
sisdistéd siirtymid, ne jotka tehd&ddn symbolilla ints. Mikali siirtymén symboli esiintyy
molemmissa tilakoneissa, on siirtymé ulkoinen.

Yhdistetyn tilakoneen siirtymérelaation muodostamissdannot tarkoittavat kéyténnossa
sitd, ettd tilakoneet synkronoivat toimintansa ulkoisten siirtymien kautta. Tilakone voi
tehdd sisdisid siirtymié milloin vain, mutta ulkoinen siirtymé# voidaan tehda vain, kun
molemmat koneet tekevit saman siirtymén samaan aikaan.

Tehtédvén tilakoneiden tilajoukot ovat

K1 ={q0,91,92, 93}
K2 = {p07p17p27p37p47p57p67p7} 3

joten yhdistetyssa tilakoneessa on 4 x 8 = 32 tilaa. Huomattavan monia niist tiloista ei
kuitenkaan voida koskaan saavuttaa, joten tila-avaruus supistuu muotoon:

K = {(QO7PO)7 ((Ihpl), (qlup2)7 ((I17P4)7 (CI27P3)7 (CIS7P7)7 (QO>p7)7 (q37p0)}
Tilakoneen siirtymét on esitetty alla olevassa kuvassa.

intg

(q1,P2)

d
(40, 0) =% (g1, 1) (g0, p7)

ity ransi ranss

(q1,p4) ——> (q2, p3) ——> (g3, p7)

%A

int (Q37 po)

Kuvasta huomataan, ettd tilasta (q1,p2) el johda yhtéd#in kaarta eteenpiin. Kyseiseen
tilaan on mahdolista padstd alkutilasta suorituksella

int

md
(QO,po) = (QhPl) - (Q17P2) )

joten systemisséd on saavutettavissa oleva lukkiuma.

Tehtévissd el ole médritelty lopputiloja tilakoneille, koska tiedonsiirtoprotokollia analysoi-
taessa ei yleensé olla kiinnostuneista yksittéisistd suorituksita vaan késitellddn ddrettoman
mittaisia viestijonoja. Tavalliset tilakoneet sallivat ainoastaan direllisen (tosin mielival-
taisen pitkédn) syotteen, ja ddrettomid sanoja tunnistamaan kiytetddnkin vahvempia au-
tomaattiluokkia, yleenséd Biichi-automaatteja. Nama automaatit eivét kuitenkaan kuulu
tdmén kurssin asioihin, ja niihin pédfsee tutustumaan kurssilla T-79.179 Rinnakkaiset ja
hajautetut jérjestelmaét.



Liite: tilakoneen minimointi

Tilakoneen determinisointialgoritmilla saadaan tehtdvan 5. tilakone M 4,5 muutettua
seuraavaan muotoon:

Nyt halutaan 16ytd4 pienin deterministinen tilakone, joka tunnistaa saman kielen. Luen-
nolla esitetty algoritmi toimii siten, ettd automaatin tilojen vélille mééritellaan ekviva-
lenssirelaatio, jota vaiheittain tarkennetaan, kunnes haluttu lopputulos saavutetaan.

Algoritmin ensimméisessé vaiheessa poistetaan kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa alku-
tilassa. Tésséd automaatissa sellaisia ei ole, joten automaatti pysyy vield ennallaan.

Seuraavaksi muodostetaan ensimmaéinen ekvivalenssiositus siten, ettd automaatin loppu-
tiloista tehdéddn yksi luokka ja kaikista muista tiloista toinen:

0-ekvivalenssi:
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Kaaviosta huomataan, ettd I-luokan tiloista D ja F' siirrytdédn b:114 II-luokan tilaan F,
kun taas kaikista muista tiloista b-siirtymé vie johonkin I-luokkaan kuuluvaan tilaan.
Erotetaan nyt kaksi erilaista tilaa omaksi luokakseen:

1-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b
I A C I B (I)
B G (I) H (1)
C C (I) | D (III)
G G (I) B (I)
H H (I) H (I)
I E F (I11) | E (IT)
111 D C (1) E (II)
F F (IIT) | E (1)

Talla kertaa tilat C' ja F' eivit sovi luokkiinsa, ja ne tdytyy erottaa omiksi luokikseen.
Niin jatketaan, kunnes lopulta kaikki luokat ovat konsistentteja:



2-ekvivalenssi: 3-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b Luokka | Tila a b
I A |COV)| B0 I A C (IV) | B (VI)
B G (I) H () 11 E F (V) | EI)
G G (I) B (I) 111 D C (IV) | E(II)
H H (1) H (I) IV C C (IV) | D (III)
11 E F (V) | E) \% F F (V) | E(I)
111 D | C (V)| E(1II) VI B G (VI) (VI)
v c | C (V)| DI G G (VI) | B (VI)
\% F F (V) | ED) H | H (V] (VI)

Kaikki luokat ovat nyt konsistentit, ja voidaan muodostaa tilakone, jonka tiloina ovat
syntyneet ekvivalenssiluokat. Minimoitu kone on esitetty kaaviona tehtavén 5. vastauksen
yhteydessa.

Terminé k-ekvivalenssi tarkoittaa sitéd, ettd kaikki samaan luokkaan kuuluvat tilat ké-

k
sittelevéit samalla tapaa kaikkia korkeintaan k merkkid pitkid syotteitd. Jos p = ¢ ja
tilasta p lahteva k:n pituinen laskenta péaityy lopputilaan, niin my0s ¢:sta ldhtevé samalla
syotteella tehty laskenta padtyy hyvaksyvéadn tilaan, ja padinvastoin.



