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4. Tehtava: Osoita, ettd mikéd tahansa vihintddn kaksimerkkinen aakkosto ¥ on saman-
veroinen binddriaakkoston I' = {0,1} kanssa siind mielessd, ettd 3:n merkkijonot voi-
daan helposti koodata I':n merkkijonoiksi ja kadntden. Miten paljon merkkijonon pituus
vol muuttua suunnittelemassasi koodauksessa? (Siis jos merkkijonon w € ¥* pituus on
|lw| = n merkkid, mikd on sen vastinjonon w’ € I'* pituus?) Onnistuisiko vastaava koo-
daus, jos kohdeaakkostossa olisikin vain yksi merkki, esim. I' = {1}7

Vastaus: Olkoon ¥ jokin k-merkkinen aakkosto, & > 1. ¥:n merkkijonot voidaan koodata
I' = {0, 1}:n merkkijonoiksi seuraavasti:
e Samaistetaan ¥:n aakkosto kokonaislukujen {1,...,k} kanssa.
e Niamé luvut (eli 3:n aakkosto) voidaan esittééd [log, k]:n mittaisina bindérilukuina.
e Jokainen X:n merkkijono voidaan esittda I':n merkkijonona korvaamalla Y:n aakkoset

merkkijonossa niiden bin#ddrikoodauksella.

Koodauksen purku I'* — X* onnistuu vastaavasti ottamalla merkkijonosta [log, k]:n
mittaiset merkkijonot ja tulkitsemalla ne ¥:n aakkosiksi.

Jos merkkijonon w € ¥* pituus on |w| = n merkkid on t#llsin sen vastinjonon w’ €
I'* pituus |w'| = n - [logy k], silld jokaisen ¥:n merkin koodaamiseen tarvitaan [log, k|
merkKkia.

Tarkastellaan esimerkiksi aakkostoa ¥ = {a,b,c,d,e, f} ja merkkijonoa aacfd. Koska

|X| = 6, tarvitaan symbolien esittdmiseen [log, 6] = [2.58] = 3 bittid. Yksi mahdolli-
nen koodaus on:

a— 001 d~ 100
b— 010 e~ 101
c— 011 f+— 110

Talloin jonon aacfd esitys on 001001011110100.

Vastaavaa koodausta ei voida rakentaa, mikéli I' = {1}. Luvuille voidaan kylld méaarittaa
unaariesitys seuraavasti: 1 — 1, 2 — 11, 3 — 111, ..., mutta néin syntynyttd koodia ei
voida en#é purkaa yksikésitteisesti. Esim. lukujot 111, 1 2, 2 1 ja 3 koodautuvat kaikki
merkkijonoksi 111.

5. Tehtidvi: Osoita, ettil karteesinen tulo N x N on numeroituvasti ddreton. (Vikje: Ajattele
parit (m,n) € N x N sijoitetuiksi euklidiseen (x,y)-tasoon R%. Numeroi parit suoran
y = —x suuntaisin vinorivein.) Pafittele tamén tuloksen ja tehtdvin 3 perusteella, ettd
my0s rationaalilukujen joukko @Q on numeroituvasti adreton.

Vastaus: Joukko S on numeroituvasti dédreton, mikili voidaan muodostaa bijektio f :
N — S. Intuitiivisesti tdma tarkoittaa sité, ettd kaikille joukon S alkioille voidaan asettaa
yksikésitteinen jéarjestysnumero.

Joukon N x N alkiot (x,y) € N x N voidaan numeroida seuraavan kuvan mukaisesti:



Ajatuksena on siis jarjestdd kaikki lukuparit suoran y = —z suuntaisiin jonoihin, ja nu-
meroida ndmé jonot alkioittain yksi kerrallaan lyhyimmaéstéd alkaen. Téssd numerointia
ei voida suorittaa z-akselin suuntaisesti, silld silloin kaikki indeksit kuluisivat jo y-akselin
lapikdyntiin eikd yhtédn lukuparia (z,y),y > 0 saavutettaisi koskaan.

Ylldoleva numerointi voidaan mééiritella seuraavasti:

T4y
(z+y)(z+y+1)
flz,y)=x+ k=x+

Esimerkiksi f(3,1) = 13, eli lukuparin (3,1) jirjestysnumero on 13. Todettakoon viel4,
ettd funktio f(z,y) on todellakin bijektio, eli kutakin jérjestysnumeroa vastaa yksikésit-
teinen lukupari. Koordinaattiparin laskeminen annetusta indeksistd on kuitenkin hanka-
lampaa, ja se jatetddnkin vastausten lopussa olevaan liitteeseen tiedoksi asiasta kiinnos-
tuneille.

Positiiviset rationaaliluvut voidaan esittdd N x N -lukuparina s.e. (z,y) = %,y # 0.
Téamé& on numeroituvasti ddrettomén joukon N x N aito osajoukko. Tehtdvin 3 perusteella
Q on joko #irellinen tai numeroituvasti déreton. Jos Q olisi dérellinen, olisi olemassa
joku rationaaliluku %,m € N,y € N,y # 0, jolla olisi suurin jérjestysluku n < oo (Q:n
numeroinnissa). Kuitenkin voidaan aina 16ytéad yo. kuvan perusteella rationaaliluku, jolla
olisi jirjestysluku n’ > n, joten tdmé on ristiriita oletuksen Q on dérellinen kanssa. Niin

ollen Q on numeroituvasti déreton.
. Tehtdvia: Olkoon S mielivaltainen epétyhji joukko.

(a) Muodosta jokin injektiivinen funktio f : .S — P(S).
(b) Osoita, ettd ei ole mahdollista muodostaa injektiota g : P(S) — S. (Vihje: Olete-

taan, ettd tédllainen injektio g olisi olemassa. Tarkastellaan joukkoa R = {s € S |
s ¢ g7 1(s)} ja merkitidin r = g(R). Onko t#llsin r € R?)

Totea (b)-kohdan seurauksena, ettd minké tahansa numeroituvasti dédrettémén joukon S
potenssijoukko on ylinumeroituva.
Vastaus: Oletetaan S # () mielivaltainen.

(a) Maédritetaéin f: S — P(S) s.e f on injektio. Kaikilla a € S on olemassa {a} € P(S)

jajos a # b, niin {a} # {b}, joten kuvaus f : S — P(S), f(a) = {a} on halutunlainen
injektio.



Alla on esitetty kuvaus f joukolle S = {a,b,c}:

25’ @

> {a} {a, b}

> {0} {b,c}

> {c} {a,c}

{a,b,c}

(b) Oletetaan, ettd on olemassa injektio g : P(S) — S. Tarkastellaan joukkoa R =
{s € S |s¢g1(s)} ja merkitdin r = g(R).
Jos r € R, pitee r & g7 1(r) = g7 1(g(R)) = R. Toisaalta jos r ¢ R, piitee r €
g () = g7 (g(R)) = R. Nam# molemmat johtavat ristiriitaan, joten tiytyy olla
niin, ettii R = 0 ja kaikilla s € S piitee s € g~ 1(s).
Nyt @ € P(S) ja injektio g kuvaa sen jollekin S:n alkiolle: g(()) = z € S. Nyt pitiisi
pited € g7 1(x) = (), mikd on ristiriita, silld mikéin alkio ei voi kuulua tyhjiin
joukkoon. (Koska kuvaus g on injektio tdytyy a:n alkukuvan olla yksikésitteinen.)

(b)-kohdan perusteella ei ole mahdollista muodostaa injektiota g : P(S) — S. Liséksi
jos S on numeroituvasti déreton, on olemassa bijektio f : N — S. Jotta P(S) olisi nume-
roituva, pitiisi olla bijektio f': N — P(S5). Oletetaan, etté téllainen bijektio f olisi
olemassa. Kuvaus go f =1 : P(S) — S on tillsin bijektio (eli injektio ja surjektio), miké
on ristiriidassa sen kanssa, etté ei ole olemassa injektiota P(S) — S. Niin ollen P(S)
on ylinumeroituva.

Liite: koordinaattiparin laskeminen jirjestysnumerosta tehtivissi 4.

Olkoon annettuna jirjestysnumero m ja halutaan laskea koordinaatit x ja y siten, etté

(x4+y)lz+y+1)

x+ 5 =m . (1)
Merkitéddn z = z + y, jolloin (??) muuttuu muotoon:
2—y+ @ =m . (2)
Koska z —y > 0,
@ <m , joten (3)
ZS—I:I:\/21—|—8m (4)

Koska z € N ja m,z,y > 0, huomataan, etté:

22{_1+WJ

2
Nyt voidaankin laskea sekd x ettd y kidyttden apuna indeksointifunktiota f:
v =m— f(0,)

Yy=z—x



Téssd f(0,2) antaa (x,y):n vinorivin ensimmiiisen alkion jérjestysnumeron. Lasketaan
esimerkiksi indeksid m = 13 vastaava pari:

-1 1
- |75 P = a62) =4
v =13 f(0,4) =13-10=3
y=4-3=1

Tulokseksi saatiin pari (3,1) niin kuin pitikin.



