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Harjoitus 11

Demonstraatiotehtavien ratkaisut

4. Tehtava: Osoita, etté rekursiivisesti numeroituvien kielten luokka on suljettu yhdisteiden
ja leikkausten suhteen. Miksi luokkaa ei voida osoittaa suljetuksi komplementtien suhteen
samaan tapaan kuin rekursiivisten kielten luokkaa, yksinkertaisesti tunnistajakoneiden
hyvéaksyvét ja hylkaavat lopputilat vaihtamalla?

Vastaus: Olkoon L; ja Lo rekursiivisesti numeroituvia kielid (Ly, Ly € RE). Télloin
on olemassa Turingin koneet M; ja Ms, jotka tunnistavat ne (L(My) = Ly ja L(Ms) =
L). Muodostetaan nyt koneet M, ja Mpn, jotka tunnistavat kielten unionin Ly U Lo ja
leikkauksen Lq N Lo.

Unioni: Muodostetaan kone M, yhdistdmalla koneet M7 ja Ms seuraavaan tapaan:
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Kone on epddeterministinen, ja se aluksi valitsee epadeterministisesti suorittaako se
laskennan koneen M; vai My mukaisesti. Koska epadeterministiset ja deterministiset
Turingin koneet ovat yhtéd ilmaisuvoimaisia ja My tunnistaa kielen Ly U Ls, niin
LiULs € RE.

Leikkaus: Muodostetaan kone M yhdistamalla koneet M, ja My seuraavaan tapaan:
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Syotteelld « kone Mn suorittaa ensin laskennan M;j(xz). Mikéli tdméa pysdhtyy,
suoritetaan laskenta Ms(x). Mikéli molemmat laskennat pysdhtyvit, € Ly N Lo
ja Mn pysiytetddn myos. Nain ollen Ly N Lo € RE. (Tarkkaan ottaen Mn-koneen
taytyy tallettaa syote  ennen kuin M; kdynnistetddn, jotta se voitaisiin antaa myos
Mg:lle).

Komplementti:

Kun kieli L kuuluu luokkaan RE — R (= rekursiivisesti numeroituva, muttei rekur-
siivinen), voi kielen tunnistava Turingin kone M hyldtd sanan x kahdella eri tapaa:
(a) M pysdhtyy tilaan grcj; tai

(b) M ei pysdhdy koskaan.

Muodostetaan nyt kone M, jossa hyviksyvi, ja hylkéfvi tila on vaihdettu kesken#in.
Nyt my6s M hylkid sanan x, mikili laskenta ei pysihdy, joten 2 ¢ L(M) U L(M),
joten M:n tunnistama kieli ei voi olla L(M).

Itseasiassa voidaan osoittaa (tehtivit 1d ja 2b), ettd jos L € RE — R, niin L ¢ RE.

5. Tehtava:



1. Osoita, ettd Turingin koneilla, joilla on hyvaksyvéan ja hylkdédvan lopputilan lisédksi vain
yksi sisdinen tila, voidaan tunnistaa tdsmaéalleen samat kielet kuin standardimallisillakin
koneilla. Saat tarvittaessa olettaa, ettd koneet ovat moninauhaisia ja voivat pitda nauha-
padnsa myos paikallaan (siirtosuunta S ~ ’stationary’). Montako sisdista tilaa tarvittaisiin
simuloinnin toteuttamiseen yksinauhaisilla koneilla?

Vastaus:

Olkoon M Turingin kone, jossa on n tilaa. Téallaista konetta simuloida yksitilaisella
kaksinauhaisella Turingin koneella M’, jonka nauha-aakkostoon lisatain merkki g; jokaista
M:n tilaa g; kohden. Koneen M’ ensimmaistd nauhaa kiytetdan varsinaiseen lasken-

taan, ja toiselle nauhalle tallennetaan tila, jossa M olisi. Esimerkiksi koneen M tilanne
(g2, abba) esitettiisiin nauhalla seuraavasti:
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Mikéli koneella M on siirtymé 6(g;,a) = (¢;,b, A), niin koneelle M" asetetaan siirtymé
5(qp, (a,4i)) = (g5, (b,q5), (A, S)), missé g; on M":n ainoa tila. Toisin sanoen, kone M’
suorittaa tasmalleen samat laskenta-askeleet kuin M :kin, mutta laskennan tilaa ei tallete-
takaan koneen tiloihin vaan nauhalle. Koneen toinen lukupaé pysyy koko ajan paikallaan,
silld muuten tila-informaatio hukkuisi.

Formaalisti konstruktion voi esittéé seuraavasti: Olkoon M = (Q,%,T',0, qo, Gacc, Grej)
standardimallinen Turingin kone, missd @ = {qo,...,¢»}. Muodostetaan 2-nauhainen
Turingin kone M’ = ({¢}}, 2, T U{q0,---,qn},d", @05 Qoces q;ej), missa:

o :{(qé)’ (a" Qi), q67 (b’ qj)7 <A7 S)) | 6<Qi’ a) = (b’ dj, A)’ q; ¢ {qacm Qrej}}
u {(Q67 (a7 qz)? qlv (bv q)) | 5((]2’ a) = (ba q, (Av S))v qc {Qaccv qrej}}

Akkiseltadn voisi ajatella, etté saman tempun voisi tehdé myos 2-uraisella koneella, jolloin
el tarvittaisi toista nauhaa. Valitettavasti tAméa onnistuu ainoastaan silloin, kun kone M ei
koskaan liikuta lukupaétansd. Heti kun M siirtad lukupaédnsa joko oikealle tai vasemmalle,
2-uraisena toteutettu M’ hukkaa tilansa. Mikéli M on sopivaa muotoa, voidaan osa sen
tiloista poistaa kdymalld aina kirjoittamassa syotteen loppuun kulloinenkin tila, mutta
pahimmassa tapauksessa tdméankin ajatuksen toteutukseen tarvitaan vahintdén n tilaa,
jolloin kone M’ ei ole konetta M pienempi.

6. Tehtava:

(a) Osoita, ettd miké tahansa padtosongelma, jolla on vain dérellisen monta mahdollista
syGtetta, on ratkeava.

(b) Osoita, etta padtosongelma “esiintyyko luvun 7 desimaalikehitelméssé jossain koh-
den sata perédkkiistd nollaa” on ratkeava. Mitd tulos kertoo (i) m:n desimaalike-
hitelmésté, (ii) ratkeavuuden ja ratkeamattomuuden késitteista?

Vastaus:

(a) Jos padtosongelmalla on vain &irellisen monta mahdollista syotettd, on mahdol-
lista luoda Turingin kone, jonka tiloihin on suoraan koodattu kaikki mahdolliset
syotevaihtoehdot, ja jokaisen sydtteen kuuluminen/kuulumattomuus kieleen. Siis-
pa tallaiselle kielelle on aina mahdollista luoda totaalinen Turing-kone ja kieli on
ratkeava.

(b) Paatosongelmalla: ”Esiintyyko luvun 7 desimaalikehitelméssé jossain kohden sata
perakkaista nollaa?” on vain yksi syote, w, joten a-kohdan perusteella ongelma on
ratkeava.



Ongelmaa hankaloittaa se, ettd luonnollinen tapa ratkaista se olisi laskea desimaa-
likehitelméaa luku kerrallaan, ja tarkistaa 10ytyyko sataa peridkkéistd nollaa. Taméa
laskenta ei kuitenkaan valttdméatta pysdhdy! Mikali vaadittua méaraa nollia ei 16ydy,
jatkaa se ikuisesti m:n desimaalien tarkastamista. Niinpa talla menetelmalla voidaan
paatosongelma ratkaista vain osittain.

Ongelmalla on kuitenkin vain yksi vastaus: 7:ssé joko on sata perdkkéista nollaa tai
sitten siind ei ole niitd. N&in ollen toinen seuraavista Turingin koneista ratkaisee
ongelman:

» b)) Yes7’
M,

» b2 NO”
M,

Kone M, hyviksyy syotteen ja kone M, hylkda sen. Valitettavasti ei voida sanoa,
kumpi koneista on oikea (tosin M, vaikuttaa todennékéisemmaélta).

Kuten ylla ndhdaan, ratkeavuuden kéasite on hyvin heikko. Ongelma voi olla teo-
reettisesti ratkeava, vaikka sité ei kdytdnnossa pystyttaisikdan ratkaisemaan.



