T-79.148
Tietojenk&sittelyteorian perusteet
Introduction to Theoretical Computer Science

What can one do with a computer?

This course divides roughly into three parts.
We examine three models of a computer and
their power and limitations, i.e., the classes of
languages that they can decide. The models
and language classes are:

1. Finite state automata & regular languages

2. Pushdown automata & context-free lan-
guages

3. Turing machine & recursively enumerable
languages

Formal methods are used to study the models
and in the exercises the knowledge is applied.
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Material

Lecture notes (in Finnish) and solutions of
demonstration exercises (in Finnish) are distri-
buted through Edita.

Recommended textbook:

Michael Sipser, Introduction to the Theory of
Computation, PWS Publishing 1997.
(supplementary for Finnish-speaking students;
likely necessary for non-Finnish-speaking stu-
dents)

Some additional material on the course WWW
page.

Practical arrangements
You must register for the course by TOPI!

Lectures: Thu 12-14 T1, in Finnish
Harri Haanpaa

Exercises: 10 groups on Tue-Wed afternoons,
1 group in English, see TOPI
Tommi Syrjdnen et al.

For information, see the course home page
http://www.tcs.hut.fi/Studies/T-79.148/

To pass the course

1. You must complete the compulsory compu-
ter exercises before taking the exam.

2. After having completed the computer exerci-
ses you must pass the examination
(course exam: Dec 19)

By active participation in the tutorials, you may
earn extra points for the examination.

TIETOJENKASITTELYTEORIA

Matemaattinen oppi siitd, mitd tietokoneella
on mahdollista tehdd ja kuinka tehokkaasti.

Kdytannon tietojenkdsittelyn kannalta tarjoaa
(valmiiden ratkaisujen liséksi) matemaattisia ka-
sitteitd ja menetelmia tietojenkasittelyjdrjestel-
mien mallintamiseen ja analysointiin sekd sel-
keiden ja tehokkaiden ratkaisujen laatimiseen.



Tietojenkdsittelyteorian osa-aloja

L askettavuusteoria
- Mitd tietokoneella voi tehda periaatteessa?

- Turing, Godel, Church, Post (1930-luku); Klee-

ne, Markov (1950-luku).

Laskennan vaativuusteoria

- Mitd tietokoneella voi tehdd kdytdannossa??

- Hartmanis, Stearns (1960-luku); Cook, Le-
vin, Karp (1970-luku); Papadimitriou, Sipser,
Hastad, Razborov ym. (1980-).

Automaatti- ja Kielioppiteoria

- Tietojenkdsittelyjdrjestelmien perustyyppien
ominaisuudet ja kuvausformalismit.

- Chomsky (1950-luku); Ginsburg, Greibach,
Rabin, Salomaa, Schiitzenberger ym. (1960-
luku)

1. Matemaattisia peruskdsitteitd
1.1 Joukot

Joukko (engl. set) on kokoelma alkioita. Alkiot
voidaan ilmoittaa joko luettelemalla, esim.

S$=4{2,3,5,7,11,13,17,19}
tai jonkin sdaanndn avulla, esim.

S ={p|p on alkuluku, 2 < p < 20}.

Jos alkio a kuuluu joukkoon A, merkitddana € A,

pdinvastaisessa tapauksessaa ¢ A. (Esim. 3 € S,

8¢S.)

Téarkea erikoistapaus on tyhja joukko (engl.
empty set) @, johon ei kuulu yhtdan alkiota.

Ohjelmien oikeellisuus

- Tietojenkdsittelyjdarjestelmien matemaattises-
ti eksakti maddrittely ja oikean toiminnan veri-
fiointi.

- Dijkstra, Hoare (1960-luku); Manna, Pnueli,
Scott ym. (1970-).

Muuta

- algoritmien suunnittelu ja analyysi (Knuth,
Hopcroft, Tarjan ym.)

- kryptologia (Rivest, Shamir, Adleman ym.)

- rinnakkaisten ja hajautettujen jarjestelmien
teoria (Lamport, Lynch, Milner, Valiant ym.)
- koneoppimisteoria (Valiant ym.)

- jne.

Talld kurssilla kdsitelldan ensisijaisesti auto-
maatteja ja kielioppeja sekd hieman lasketta-
vuusteorian alkeita. Laskennan vaativuusteo-
riasta mainitaan ehka jotain. Muita aiheita ka-
sitellddan Tietojenkdasittelyteorian laboratorion
muilla kursseilla.

Jos joukon A kaikki alkiot kuuluvat myds jouk-
koon B, sanotaan ettd A on B:n osajoukko
(engl. subset) ja merkitdan A C B. [Kirjallisuu-
dessa esiintyy myods merkintd A C B.] Jos A ei
ole B:n osajoukko merkitdan A ¢ B. Siis esim.

{2,3; C 5, {1,2,3} £ 5.

Triviaalisti on voimassa 0 C A kaikilla A.

Joukot A ja B ovat samat, jos niissd on samat
alkiot, so. joson AC BjaB C A. Joson A C B,
mutta A # B, sanotaan ettd A on B:n aito
osajoukko (engl. proper subset) ja merkitdan
A C B. Edelld olisi siis voitu myds kirjoittaa
{2,3} CSjadC Ajos A#0.



Joukon alkioina voi olla my®s toisia joukko-
ja (talldin puhutaan usein “joukkoperheestad”),
esim.

X =A{0,{1},{2},{1,2}}.
Jonkin perusjoukon A kaikkien osajoukkojen muo-
dostamaa joukkoperhettd sanotaan A:n potens-
sijoukoksi (engl. powerset) ja merkitdan P(A):lla;
esim. edelld on X = P({1,2}). [Koska n-alkioisen
perusjoukon A potenssijoukossa on 2" alkio-
ta (HT), kdytetddn Kirjallisuudessa potenssi-
joukolle myos merkintaa 24.]

Huomaa, ettd A C B jos ja vain jos A € P(B).

Huomaa myds, ettd tyhjan joukon kdsittelyssa
pitdaa olla huolellinen:

0#{0}, PO ={0}, PHO} ={0,{0}}.

Joukko-operaatioita koskevat tietyt laskulait,
joista tarkeimmat ovat yhdisteen ja leikkauksen
liitdnndisyys:

AU(BUC) = (AUB)UC, AN(BNC) = (AnB)NC
ja vaihdannaisuus:

AUB=BUA, ANB=BnNA

sekd ndiden osittelulait:
ANn(BUC)=(AnB)U(ANCQC),

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
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Joukkoja voidaan kombinoida joukko-operaatioilla,
joista tarkeimmat ovat:
yhdiste (engl. union)
AUB ={z |z € A tai z € B},
esim.

{1,2,3}u{1,4} ={1,2,3,4}.

leikkaus (engl. intersection)

ANB={z|z€ AjazecB}
esim.

{1,2,3}n{1,4} = {1}.

erotus (engl. difference)
A—B={z|z€ Ajacz¢ B},
esim.
{1,2,3} — {1,4} = {2,3}.
[Erotukselle kdytetddn myds merkintdd A \ B.]
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Jos kaikki tarkasteltavat joukot ovat jonkin yh-
teisen “universaalijoukon” U osajoukkoja, sano-
taan erotusta U — A joukon A komplementiksi
(U:n suhteen) ja merkitdsan A:lla.

Yhdiste-, leikkaus- ja komplementointioperaa-
tioita yhdistdavat tarkedt ns. de Morganin kaa-
vat:

AUB

I

hN
D
!

I

hN}
C
]

ANB

Lisdksi joukkojen erotus voidaan esittda leik-
kauksen ja komplementoinnin avulla seuraavas-
ti:

A—B=AnNnB.
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Jos joukkoperheen A jasenet on indeksoitu, esim.

A= {A17A27A37"'}7

niin yhdisteelle ja leikkaukselle voidaan kayttda
lyhennemerkintdja

U A, = A1 UAUA3---
i>1

ja
ﬂ Ai=A1NAYNA3---
i>1

Indeksien ei itse asiassa tarvitse olla edes luon-
nollisia lukuja, vaan indeksijoukkona voi olla
mikd tahansa joukko I. Talldin kdaytetddan mer-
kintdja

A={A4;|iel}
ja

U 4, N A

iel iel
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Relaatio R joukolta A joukolle B on Karteesisen
tulon A x B osajoukko:

R C A X B.

Jos (a,b) € R, niin merkitddn myos aRb ja sano-
taan ettd alkio a on relaatiossa (suhteessa) R
alkioon b. Tatad infix-merkintad kdytetadn var-
sinkin silloin, kun relaation nimena on jokin eri-
koismerkki, esim. <, <, =, ~. [Onhan luonte-
vampaa kirjoittaa “a < 4" kuin “(a,b) €<".] Jos
relaation R Idhtdjoukko (engl. domain) A ja
maalijoukko (engl. range) B ovat samat, so.
R C Ax A, sanotaan ettd R on relaatio joukos-
sa A.

Olkoon R C A x B. Osajoukon A’ C A kuva
(engl. image) relaatiossa R on
R(A)={be B|3d € A’ s.e. (d,b) € R}

ja osajoukon B’ C B alkukuva (engl. inverse
image) on

R Y(B)={ac A|W c B s.e. (a,V) € R}.
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1.2 Relaatiot ja funktiot

Olkoot A ja B joukkoja. Alkioiden a € A ja
b € B jarjestettyd paria (engl. ordered pair)
merkitddan (a,b). Huomaa, ettd joukkoina on
aina {a,b} = {b,a}, mutta jos a # b, niin jar-
jestettyind pareina on (a,b) # (b,a). [Tasmalli-
sesti, mutta epdintuitiivisesti voidaan jarjestet-
ty pari madritelld joukkona (a,b) = {a,{a,b}}.]

Joukkojen A ja B karteesinen tulo (engl. Car-
tesian product) mdadaritelldan

Ax B={(a,b) |a€ Ajabec B},
esim.

{1,2,3} x {1,4}
= {(1,1),(1,4),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4)}.
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Relaation R C A x B kadnteisrelaatio (engl.
inverse relation) on relaatio R~ C B x A,

R~ ={(b,a) | (a,b) € R}.

Jos RC Ax B ja S§ C B x C ovat relaatioita,
niin niiden yhdistetty relaatio (engl. composite
relation) Ro S C A x C madritellaan:

RoS = {(a,c) | 3b € B s.e. (a,b) € R,(b,c) € S}.

15



Relaatiota R C A x B on usein (varsinkin jos
joukot A ja B ovat ddrellisia) havainnollista tar-
kastella suunnattuna verkkona t. graafina, jon-
ka solmuina ovat joukkojen A ja B alkiot ja sol-
musta a € A on kaari (“nuoli”) solmuun b € B,
jos ja vain jos (a,b) € R.

Olkoon esimerkiksi joukossa A = {a, b, c,d} mada-
ritelty relaatio RC A x A,

R = {(a,b),(a,c), (b,d),(c,d),(d,d)}.

Talldin on relaation R graafiesitys:
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Relaatio f C A x B on funktio, jos kukin a € A
on relaatiossa f tasmadlleen yhden b € B kans-
sa. Talloin kdytetddn yleisten relaatiomerkinto-
jen sijaan tavallisesti merkintdja f: A — B ja
f(a) = b. Funktioita koskee kaikki mitd edelld
yleisesti on todettu relaatioista, mutta histo-
riallisista syista funktioiden yhdistaminen mer-
kitddn toisin pdin kuin yleisten relaatioiden: jos
f+A— B jag: B — C ovat funktioita, niin
niiden yhdistetty funktio mddritelladn kaavalla
(go f)(a) = g(f(a)), so. relaatioina

go f={(a,c) | 3b€e B s.e. f(a) =>b,9(b) = c}.

Funktio f : A — B on surjektio (engl. onto
map), jos jokainen b € B on jonkin a € A kuva,
so. jos f(A) = B, ja injektio (engl. one-to-one
map), jos kaikki a € A kuvautuvat eri alkioille,
so. jos a # a' = f(a) # f(a'). Funktio f on
bijektio, jos se on sekd injektio ettd surjektio,
SO. jos jokainen b € B on yhden ja vain yhden
a € A kuva.
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Relaation R o R graafiesitys puolestaan on:

Olkoon toisena esimerkkind joukossa X = P({1,2})
maddritelty relaatio S C X x X,

S={(A,B)| AC B}.
Tdaman graafiesitys on:

{1,2}
{1} ah {2}

N
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1.3 Ekvivalenssirelaatiot

Ekvivalenssirelaatiot ovat matemaattisesti tds-
madllinen muotoilu sille yleiselle idealle, ettd oliot
ovat keskendadn samankaltaisia jonkin kiinnos-
tavan ominaisuuden X suhteen. Ominaisuuteen
X perustuva ekvivalenssirelaatio osittaa tarkas-
teltavien olioiden joukon ekvivalenssiluokkiin,
jotka vastaavat ominaisuuden X eri arvoja. (Kaan-
tden mielivaltainen olioiden joukon ositus N mda-
rdd tietyn abstraktin samankaltaisuusominai-
suuden, nim. sen ettd oliot ovat samankaltai-
sia jos ne sijoittuvat samaan osituksen I luok-
kaan.)

Osoittautuu, ettd yleinen “samankaltaisuusre-
laation” idea voidaan kiteyttdd seuraaviin kol-
meen ominaisuuteen.

Mddritelmd 1.1 Relaatio RC A x A on:
(i) refleksiivinen, jos aRa Va € A;
(ii) symmetrinen, jos aRb = bRa Va,b € A;
(iii) transitiivinen, jos aRb,bRc = aRc Va,b,c €
A.
19



Mddritelmd 1.2 Relaatio R C A x A, joka to-
teuttaa edelliset ehdot (i)—(iii) on ekvivalens-
sirelaatio. Alkion a € A ekvivalenssiluokka (re-
laation R suhteen) on

Rla] = {z € A | aRz}.

Ekvivalenssirelaatioita merkitdan usein R:n si-
jaan alkioiden samankaltaisuutta korostavilla sym-
boleilla ~, =, ~ tms.

Esim. Olkoon

A = {kaikki 1900-luvulla syntyneet ihmiset}

ja aRb voimassa, jos henkil6illd a ja b on sa-
ma syntymadvuosi. Talléin R on selvdsti ekviva-
lenssi, jonka ekvivalenssiluokat koostuvat kes-
kenddn samana vuonna syntyneistd henkildista.
Luokkia on 100 kappaletta, ja “abstraktisti’ ne
vastaavat 1900-luvun vuosia 1900,...,1999.
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*1.4 Jdrjestysrelaatiot

Kuten edelld samankaltaisuuden idea, voidaan
moninaiset matematiikassa esiintyvat olioiden
“jarjestykset” kiteyttda seuraavasti:

Mddritelmd 1.5 Relaatio R C A x A on anti-
symmetrinen, jos kaikilla a,b € A on voimassa:
aRb,bRa = a = b.

Mddritelmd 1.6 Relaatio R C A x A, joka
on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitii-
vinen, on joukon A (osittainen) jarjestys (engl.
(partial) order).

Jarjestysrelaatioita merkitadn usein R:n sijaan
symboleilla <, < tms.
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Lemma 1.3 Olkoon R C A x A ekvivalenssi.
Tallgin on kaikilla a,b € A voimassa:

R[a] = R[b] joss aRb.

Tod. Helppo; sivuutetaan. o

Lemma 1.4 Olkoon R C A x A ekvivalens-
si. Tdlldin R:n ekvivalenssiluokat muodostavat
A:n osituksen erillisiin epdtyhjiin osajoukkoihin,
SO.:

(i) R[a] # 0 kaikilla a € A;

(i) A =Ugsea Rlal;

(iii) jos R[a] 7= R[b], niin R[a]NR[b] = 0, kaikilla
a,be A.

Tod. Helppo; sivuutetaan. g

Kadantden jokainen perusjoukon A ositus erilli-
siin epdtyhjiin luokkiin A;, ¢ € I, mddrdd vas-
taavan ekvivalenssirelaation:

a~b & ajab kuuluvat samaan luokkaan A;.

21

Jos alkioilla a,b € A on voimassa aRb tai bRa,
sanotaan ettd a ja b ovat vertailtavia (engl.
comparable).

Jos kaikki perusjoukon A alkiot ovat (pareit-
tain) vertailtavia, jarjestys R on tdydellinen (ko-
konainen, lineaarinen) (engl. complete, total,
linear order).

Jarjestetyn joukon (A, <) alkio a € A on:

(i) maksimaalinen, jos a <z = a==x Vzx € A;
(ii) minimaalinen, jos x <a=>a=2x Vz € A;
(iii) suurin alkio, jos x <a Vx € A;

(iii) pienin alkio, jos a < x Vz € A.

23



Jarjestetty joukko (A,=<) on hyvin jarjestetty
(engl. well-ordered), jos jokainen epdtyhja B C
A sisdltda jarjestyksen < suhteen pienimman
alkion.

Lemma. Jokainen hyvinjdrjestys on tdydelli-
nen. O

Esimerkkejd.
(i) (N, <) — hyvinjarjestys.

(ii) (Z,<) — tdydellinen, mutta ei hyvinjarjes-
tys.

(iii) Olk. X mieliv. joukko. Tall6in (P(X),C)
on jdrjestetty joukko, mutta ei taydellinen jar-
jestys jos | X| > 2.

(iv) Olk. m,n € N. Merkitddn:

m|n < m on nin tekijd.

Joukko (N, | ) on jdrjestys, mutta ei tdydelli-
nen.
24

Esim.
(i) Jarjestystd ({1,2,...,5},<) vastaava kaa-
vio:

H—N—W—h—0

(ii) Jarjestysta ({1,2,...,10}, | ) vastaava kaa-
vio:

8
469 10
.

\&/
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Olkoon (A, <) jarjestetty joukko. Merkitdan:

a<b & axba#b
a>b & b=<a
a>b & a>baFhb.

Alkio a € A on alkion b € A véalitén edeltdja [t.
b on a:n valitén seuraaja], jos:

(i) a < bja

(i) Ace As.e.a<c=<b.

Jokainen darellinen jarjestetty joukko (A, <) voi-
daan esittda ns. Hasse-kaaviona, jonka solmut
vastaavat A:n alkioita, ja solmusta a € A on
viivat “ylospdin” a:n kaikkiin vdlittémiin seu-
raajiin.
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(iii) Jarjestystd (P({1,2,3,}),C) vastaava kaa-
vio:

{1,2,3}
/’\
{1,2} {1,3} {2,3}
]

o 2 @
e

Jarjestysrelaation Hasse-kaavio voidaan ndhda
myOs relaation graafiesityksen “transitiivisena
reduktiona,” missd graafista on selkeyden vuok-
si jatetty pois ne kaaret, joiden olemassaolo
voidaan pddtellda graafissa esitettyjen kaarten
ja tarkasteltavan relaation refleksiivisyyden ja
transitiivisuuden nojalla.
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1.5 Induktioperiaate

Lause 1.7 Olkoon (A, <) hyvin jarjestetty jouk-
ko ja P(a) jokin A:n alkioita koskeva vadite.
Jos voidaan osoittaa kaikilla a € A induktio-
ominaisuus:

(*) [P(x) tosi kaikilla z < a] = P(a) tosi,
niin vdite P(a) on tosi kaikilla a € A.

Tod. Oletetaan, ettd ominaisuus (*) on voi-
massa, mutta silti joukko
B={a€c A| P(a) on epatosi}

on epatyhjd. Koska A on hyvin jdrjestetty, jou-
kossa B on jdrjestyksen < suhteen pienin alkio
b € B. Mutta talldin on voimassa:

[P(z) tosi kaikilla z < b],

joten oletuksen (*) mukaan pitdisi olla myds
P(b) tosi.

Saadusta ristiriidasta seuraa, ettd on oltava

B =0, ja siis P(a) tosi kaikilla a € A.
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EsimerkKki.

Vidite. Kaikilla n € N on voimassa kaava
P(n): (@@A424---4n)2=134234...4n3.
Todistus.

(i) Perustapaus: P(0): 02=0.

(ii) Induktioaskel: Oletetaan, ettd annetullak > 0

kaava
P(k): (424 ---+k)2=134234...4%3
on voimassa. Talldin on myds:

(1+2+ +k+ (k+1))2

= (14+--+k)2+20+--k)(E+1)+ (k+1)?
(k4 1)+ (k+1)2

= 134+...4K342.
B4+ k(k+1)2+ (k4 1)?
= 3442+ k+1)°%

k(k + 1)
2
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Seuraus 1.8 [Luonnollisten lukujen vahva in-
duktio.] Olkoon P(k) jokin luonnollisten luku-
jen ominaisuus. Jos on voimassa:

(i) P(0) ja

(ii) kaikilla k > O:

[P(0)&P(1)& ... &P(k)] = P(k+ 1),

niin P(n) on tosi kaikilla n € N.

Seuraus 1.9 [Luonnollisten lukujen heikko in-
duktio.] Olkoon P(k) jokin luonnollisten luku-
jen ominaisuus. Jos on voimassa:

(i) P(0) ja

(i) kaikilla k > O:

P(k) = P(k+ 1),

niin P(n) on tosi kaikilla n € N.
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On siis todettu, ettd kaavan P(k) totuudes-
ta seuraa kaavan P(k + 1) totuus, so. ettd
P(k) = P(k + 1), kaikilla £ > 0. Luonnollisten
lukujen induktioperiaatteen 1.9 nojalla voidaan
nyt pdatelld, ettd kaava P(n) on voimassa kai-
killan € N. g



