1.6 Aakkostot, merkkijonot ja kielet

Automaattiteoria ~ diskreetin signaalinkdsitte-
lyn perusmallit ja -menetelmat

(~ diskreettien I/O-kuvausten yleinen teoria)

Syote Tulos

“1011” Automaatti “B"

Automaatin kasite on matemaattinen abstrak-
tio. Yleiselld tasolla suunniteltu automaatti voi-
daan toteuttaa eri tavoin: esim. sdahkdpiiring,
mekaanisena laitteena tai (tavallisimmin) tie-
tokoneohjelmana.

Peruskdsitteitd ja merkintdjd

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary): mika
tahansa adrellinen, epdtyhja joukko alkeismerk-
keja t. symboleita. Esim.:

- binddriaakkosto {0,1};

- latinalainen aakkosto {A,B,...,Z}.

Merkkijono (engl. string): darellinen jarjestetty
jono jonkin aakkoston merkkejda. Esim.:

- 01001", "0000": bindariaakkoston merkkijo-
noja;

- “TKTP"”, “XYZZY'": latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

Erikoistapaus: tyhjd merkkijono (engl. empty
string). Tyhjdssd merkkijonossa ei ole yhtdan
merkkid, mutta havaittavuuden parantamiseksi
sen paikka usein osoitetaan erikoismerkilld e.

Merkkijonon x pituutta, so. siihen sisdltyvien
merkkien madrad, merkitddn |z|:11d. Esim.:
|01001| = |XYZZY| = 5, |0000| = |TKTP| =
4, || = 0.

Talla kurssilla keskitytdan paddosin automaat-
teihin, joiden:

(i) syotteet ovat ddrellisia, diskreetteja merk-
kijonoja

(ii) tulokset ovat muotoa ‘“hyvaksy"/"hylkad"
(~ ‘“'syote OK''/""sybte ei kelpaa™)

Yleistyksia:

(i) aarettomat syodtejonot (— ‘‘reaktiiviset” jar-
jestelmat, Biichi-automaatit)

(ii) funktioautomaatit (— Moore- ja Mealy-
tilakoneet, Turingin funktiokoneet)

Merkkijonojen valinen perusoperaatio on kate-
naatio eli jonojen perdakkdin Kirjoittaminen. Ka-
tenaation operaatiomerkkind kdytetdan joskus
selkeyden lisddmiseksi symbolia ~. Esim.:

(i) KALATKUKKO = KALAKUKKO;

(ii) jos £ = 00 ja y = 11, niin zy = 0011 ja
yr = 1100;

(iii) kaikilla z on ze = ex = x;

(iv) kaikilla z, y, z on (zy)z = z(y2);

(v) kaikilla z, y on |zy| = |z| 4+ |y|.

Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukkoa
merkitdan X*:lla. Esimerkiksi jos ¥ = {0,1},
niin * = {¢,0,1,00,01,10,...}.

Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C 3>* sano-
taan aakkoston X (formaaliksi) kieleksi (engl.
formal language).



Automaatit ja formaalit kielet

Olkoon M automaatti, jonka syotteet ovat jon-
kin aakkoston 3> merkkijonoja, ja tulos on yksin-
kertaisesti muotoa ‘'sycte hyvdksytdan'/“‘sybte
hylataan”. (Merk. lyhyesti 1/0.)

Merkitdan M:n syotteelld x antamaa tulosta
M(z):1la ja M:n hyvdksymien syotteiden jouk-
koa Ajs:lld, so.

Ay ={ze*| M(z) =1}.
Sanotaan, ettd automaatti M tunnistaa (engl.
recognizes) kielen Ay C X*.

Automaattiteorian (yksi) idea: automaatin M
rakenne hejjastuu kielen Ap; ominaisuuksissa.

Kaddntden: olkoon annettuna jokin toivottu I/O-
kuvaus f:X* — {0, 1}. Tarkastelemalla kieltd

Ap={ze>*| f(x) = 1}
saadaan vihjeitd siitd, millainen automaatti tar-
vitaan kuvauksen f toteuttamiseen.

Merkkijonojen katenaatio: z”y tai vain zy.

Merkkijonon pituus: |z|. Esimerkkeja:

(i) |abc| = 3;

(ii) olkoon £ = ai...am, y = by...bn; tdllGin
lzy| = m + n.

Tyhja merkkijono: ¢.

Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkiad a:
a™. Esimerkkeja:
(i) a" =ga...a;
o n kpl
(i) |a'bick| =i 4+ j 4 k.

Merkkijonon z toisto k kertaa: z*. Esimerkkeja:
(i) (ab)? = abab;
(ii) |2*| = klz|.

Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukko:
3>*. Esim.:
{a,b}* = {¢,a,b,aa, ab, ba, bb, aaa,aab, .. .}.
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Vakiintuneita merkint8jd

Em. matemaattisille kasitteille kdytetyt mer-
kinndt ovat periaatteessa vapaasti valittavis-
sa, mutta esityksen ymmarrettdavyyden paran-
tamiseksi tapana pitdytyd tietyissa kaytanndis-
sd. Seuraavat merkintdatavat ovat vakiintuneet:

Aakkostot: =, I, ... (isoja kreikkalaisia kirjai-
mia). Esim. binddriaakkosto ¥ = {0, 1}.

Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mah-
tavuus): |X|.

Alkeismerkit: a, b, c, ... (pienid alkupdan lati-
nalaisia kirjaimia). Esim.: Olkoon = {a1,...,an}
aakkosto; talldin || = n.

Merkkijonot: u, v, w, z, ¥y, . . . (pienid loppupdan
latinalaisia kirjaimia).

Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehddan usein konstruk-
tioita “induktiolla merkkijonon pituuden suh-
teen.” Tama tarkoittaa, ettd madritellaan en-
sin toiminto tyhjan merkkijonon ¢ (tai joskus
yksittdisen aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten
oletetaan, ettd toiminto on maddritelty kaikilla
annetun pituisilla merkkijonoilla u ja esitetaan,
miten se tdlléin madritelldan yhta merkkia pi-
temmilla merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon X mielivaltainen aakkosto.
Merkkijonon w € X* kddnteisjono (engl. rever-
sal) wf madaritelldan induktiivisesti saannailla:
() el =¢

(ii) jos w = ua, u € =*, a € X, niin wf = a~uft.



Induktiivista (joskus sanotaan myos ‘“rekursii-
vista') maddritelmaa voidaan tietenkin kdyttaa
laskujen perustana; esim.:

(011)EB = 1~(01)E = 1~(1-0%)
= 117(0"ef) = 110°¢F
= 1107¢ = 110.

Tarkeampaa on kuitenkin konstruktioiden omi-
naisuuksien todistaminen maaritelmaa noudat-
televalla induktiolla. Esimerkki seuraa. ..

1.7 Numeroituvat ja ylinumeroituvat jou-
kot

Mddritelmd 1.10 Joukko X on numeroituvas-

ti ddretdn, jos on olemassa bijektio f: N — X.

Adretdn joukko, joka ei ole numeroituva on yli-

numeroituva. Sanotaan yksinkertaisuuden vuok-
si, ettd myds ddrelliset joukot ovat numeroitu-

via.

Intuitiivisesti sanoen ddretdn joukko X on nu-
meroituva, jos sen alkiot voidaan jdrjestda ja
indeksoida luonnollisilla luvuilla:

X = {zo,wl,xQ, . }

On helppo osoittaa (HT), ettd numeroituvan
joukon kaikki osajoukot ovat myds numeroitu-
via. Siten ylinumeroituvat joukot ovat jossain
mielessa “isompia” kuin numeroituvat.
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Vdite. Olkoon X aakkosto. Kaikilla z,y € X*
on voimassa (zy)f = yBzk.

Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suh-
teen.

(i) Perustapaus y =ce¢.

(ze) B = o = Ry R,

(ii) Induktioaskel. Olkoon y muotoa y = ua,
u € X* a € X. Oletetaan, etta viaite on voi-
massa merkkijonoilla z, w. Talldin on:

(et = (zua)ft
= a (zu)f [R:n madritelma]
= a" (uflz?) [induktio-oletus]
= (a"ul)zl [~:n liitdnnaisyys]
= (ua)Behl [R:n madritelma]
= yfaflg
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Lause 1.11 Minkd tahansa aakkoston X~ merk-
kijonojen joukko X* on numeroituvasti dare-
ton.

Todistus. Muodostetaan bijektio f : N — >*
seuraavasti. Olkoon ¥ = {aq,ay,...,an}. Kiin-
nitetdadn >X:n merkeille jokin “‘aakkosjdrjestys’;
olkoon se a3 < ap < --- < an.

Joukon X* merkkijonot voidaan nyt luetella va-
litun aakkosjdrjestyksen suhteen kanonisessa t.
leksikografisessa jadrjestyksessd (engl. canonical
t. lexicographic order) seuraavasti:

(i) ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot
(= ¢), sitten 1:n mittaiset (= a1,a9,...,an),
sitten 2:n mittaiset jne.;

(ii) kunkin pituusryhman sisalla merkkijonot lue-
tellaan aakkosjdrjestyksessd.
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Bijektio f on siis:

I

g

)

ai

I

az

n — ap
n—+1
n—+2

)

aial

I

aiaz

2n
2n+1

I

ajan

I

azal
3n — aoan
n24—n

n2—%7z+-1
n24+n+2

1

anQn

I

aiaial

I

aijaja

13

Lause 1.12 Minkad tahansa aakkoston X kaik-
kien formaalien kielten perhe on ylinumeroitu-
va.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti).
Merkitadan aakkoston X kaikkien formaalien kiel-
ten perhetta P(X*) = A. Oletetaan, etta to-
distettavan vditteen vastaisesti olisi olemassa
kaikki X :n formaalit kielet kattava numerointi:

A={Ag,A1,A2,...}.

Olkoot X*:n merkkijonot kanonisessa jarjestyk-
sessd lueteltuina zg, x1, o, . ... Mddritellddn em.
numerointeja kdyttden formaali kieli A:

A={z; €T |z; ¢ As}.
Koska A € A ja A:n numerointi oletettiin katta-
vaksi, pitdisi olla A = A, jollakin k € N. Mutta
t3lldin olisi A:n madritelmadn mukaan

zp, €Az, ¢ Ay = A

Saadun ristiriidan takia oletus, ettd joukko A
on numeroituva, ei voi pitdd paikkaansa. g

15

Mielenkiintoinen huomio on, etta milla tahansa
ohjelmointikielelld kirjoitetut ohjelmat ovat oi-
keastaan vain kielen perusaakkoston (esim. C-
kielessa ASCII-merkiston) merkkijonoja. Lauseen
1.11 mukaan minka tahansa aakkoston merkki-
jonojen joukko on numeroituvasti dareton, jo-
ten myods milla tahansa ohjelmointikielelld mah-
dollisten ohjelmien joukko on numeroituva.

Seuraavan lauseen mukaan kuitenkin kaikkien
formaalien kielten joukko on ylinumeroituva.
Formaaleja kielid on siis “‘enemman’ kuin mah-
dollisia tietokoneohjelmia, ja siksi millddn oh-
Jjelmointikielelld ei voida laatia tunnistusauto-
maatteja kaikille formaaleille kielille. (Tai toi-
sin sanoen: on olemassa ‘‘periaatteessa mah-
dollisia” 1/O-kuvauksia, joita ei voida toteut-
taa tietokoneella.)
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Kuvallisesti todistuksen idea voidaan esittad seu-
raavasti. Muodostetaan kielten Ag, A1, Ao, ...
ja merkkijonojen xzq, z1, zo, ... ‘insidenssimatrii-
si”, jonka rivin ¢ sarakkeessa j on arvo 1 jos
x; € Aj ja muuten 0. T&llgin kieli A poikkeaa
kustakin kielesta A; matriisin “diagonaalilla’:
A
N| A A1 Ap A3

1
zo| P 0 0 1
0
1 A 0 0
0
zo| 1 1 A 1
1

z3/ 0 0 0 P
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*Ekskursio: Turingin pysdhtymisongelma

Lauseiden 1.11 ja 1.12 mukaan on siis olemas-
sa formaaleja kielia (I/O-kuvauksia), joita ei
voida toteuttaa esim. C-ohjelmilla. Entd jokin
konkreettinen esimerkki tdllaisesta?

Tunnetuin esimerkki on ns. Turingin pysdhty-
misongelma. (Alan Turing, 1936). C-ohjelmia
kdyttden tulos voidaan muotoilla seuraavasti:

Vdite. Ei ole olemassa C-funktiota halt(p,x),
joka saa syOtteendan mielivaltaisen C-funktion
tekstin p ja tdlle tarkoitetun sybtteen x ja tuot-
taa tuloksen 1, jos p:n suoritus pysdhtyy syot-
teelld x, ja 0 jos p:n suoritus x:11d jda ikuiseen
silmukkaan.
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Samansukuisia ns. ratkeamattomia ongelmia on
itse asiassa paljon. Asiaan palataan kurssin lop-
pupuolella.
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Todistus. Oletetaan vditteen vastaisesti, etta
tdllainen funktio halt voitaisiin laatia. Muodos-
tetaan tata kdyttden toinen funktio confuse:

void confuse(char *p){
int halt(char *p, char *w){
... /* Funktion halt runko. */
}
if (halt(p,p) == 1) while (1);

Merkitdan edella kuvattua funktion confuse oh-

jelmatekstia c:lla ja tarkastellaan funktion confuse

laskentaa tadlla omalla kuvauksellaan. Saadaan
ristiriita:
confuse(c) pysdhtyy < halt(c,c) ==1

< confuse(c) ei pysahdy.

Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua pysdahtymis-
testausfunktiota halt ei voi olla olemassa. o
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