6.5 Turingin koneiden pysdhtymisongelma

Lause 6.9 Kieli

H = {cpyw | M pysdhtyy sydtteelld w}

on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekur-
siivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on re-
kursiivisesti numeroituva. Lauseen 6.6 todis-
tuksessa esitetystd universaalikoneesta Mg on
helppo muokata kone, joka syodtteelld cp w si-
muloi koneen M laskentaa sydtteelld w ja py-
sahtyy hyvaksyvadan lopputilaan, jos ja vain jos
simuloitu laskenta ylipadataan pysahtyy.

Seuraus 6.10 Kieli

H = {cpyw | M ei pysdhdy syotteelld z}

ei ole rekursiivisesti numeroituva. 0O

Osoitetaan sitten, ettd kieli H ei ole rekur-
siivinen. Oletetaan nimittdin, ettd olisi H =
L(Mpg) jollakin totaalisella Turingin koneella
Mp. Oletetaan lisdksi, ettd kone My pysdh-
tyessddn jattda nauhalle alkuperdisen sybtteen-
sd, mahdollisesti tyhjamerkeilld jatkettuna. OI-
koon My lauseen 6.6 todistuksessa konstruoitu
universaalikone.

Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen
tunnistaja yhdistamalla koneet My ja My seu-
raavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Lauseen 6.7 mukaan tdllaista kielen U tunnis-
tajakonetta ei kuitenkaan voi olla olemassa.
Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla re-
kursiivinen. O

6.7 Ricen lause

Hyvin monet tietojenkadsittelyongelmat ovat rat-
keamattomia. Ns. Ricen lauseen mukaan it-
se asiassa jokseenkin kaikki ohjelmien toimin-
taa, tai tarkemmin sanoen niiden laskemia I/O-
kuvauksia koskevat kysymykset ovat ratkea-
mattomia.

Sanotaan Turingin koneen M semanttiseksi omi-
naisuudeksi mitd tahansa sellaista ominaisuut-
ta S, joka riippuu vain koneen M tunnistamasta
kielestd, ei sen syntaktisesta rakenteesta.

Esimerkkejd semanttisista ominaisuuksista: “ M
hyvdksyy tyhjan sydtejonon”, “M hyvaksyy jon-
kin sybtejonon”, "* M hyvdksyy ddrettdman mon-
ta merkkijonoa”, “M:n tunnistama kieli on saan-
nollinen” jne.

Jos kahdella Turingin koneella M1 ja M5 on
L(My) = L(M>), niin koneilla M7 ja M, on
tdsmadlleen samat semanttiset ominaisuudet.
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Ominaisuus § on ratkeava, jos annetusta Tu-
ringin koneen koodista voidaan algoritmises-
ti pdatelld, onko koneella kysytty semanttinen
ominaisuus.

Triviaalit ominaisuudet ovat ominaisuus Sgp, jo-
ta ei ole milldan koneella ja ominaisuus Sgg,
joka on kaikilla koneilla.

Lause 6.12 (H. Rice 1953) Kaikki Turingin
koneiden epdtriviaalit semanttiset ominaisuu-
det ovat ratkeamattomia.

Erdiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun an-
nettuna on kieliopit G ja G Chomskyn hierar-
kian tietylta tasolta i ja merkkijono w. Taulu-
kossa R ~ ‘“ratkeava’, E ~ “ei ratkeava”, T ~
“aina totta".

Taso 1:
2 1

w
@)

Ongelma: onko

w € L(G)?
L(G) =07
L(G) = =*7

L(G) = L(G)?

L(G) C L(G")?
L(G)NL(G") =07
L(G) sdannollinen?
L(G) N L(G") tyyppid 37
L(G) tyyppia i?
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6.8 Muita ratkeamattomuustuloksia

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamat-
tomuus; Church/Turing 1936)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, on-
ko annettu ensimmadisen kertaluvun predikaat-
tikalkyylin kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”’, to-
distuva predikaattikalkyylin aksioomista).

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma’’; Mati-
jasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953—
70)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko
annetulla kokonaislukukertoimisella polynomil-
la P(zq,...,zn) kokonaislukunollakohtia (so. jo-
noja (m1,...,mgn) € Z™, joilla P(m1,...,myp) =
0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai
deg(P) =4.

5. RAJOITTAMATTOMAT KIELIOPIT

Mddritelmd 5.1 Rajoittamaton kielioppi t. ylei-

nen merkkijonomuunnossysteemi on nelikko
G=(V,x,P8S),

missa

e V on Kkieliopin aakkosto;

e > C V on kieliopin pdatemerkkien joukko;
N =V —X on viélikemerkkien t. -symbolien
joukko;

e P C V't x V* on Kieliopin sddntsjen t. pro-
duktioiden joukko (V1 = V* — {¢});

e S € N on kieliopin Id4htoésymboli.

Produktiota (w,w’) € P merkitddn tavallisesti
w— w.



Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan
merkkijonon +' € V* kieliopissa G, merkitdan

= A

v e v
jos voidaan kirjoittaa v = awf, v = aw’'B (a, B, €
V* w e V1), ja kieliopissa on produktio w —

w'.

Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos,

- . . 3 s jos on S =*~. Pelkdstdsdn pddtemerkeistid koos-
Jos kielioppi G on yhteydesta selvd, merkitdan ] G v P

yksinkertaisesti v = . tuva G:n lausejohdos z € X* on G:n lause.
Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijo- Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G)
non ~' € V* kieliopissa G, merkitdan koostuu G:n lauseista, s.0.:

3 L(G) = {z € £* | S Z"a}.
jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vg,v1,---,vn

(n > 0), siten ettd

=== ... D=
TEWGZNG o m ="

Jalleen, jos G on yhteydestd selvd, merkitdan
yksinkertaisesti v =* /.
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Esimerkki. Rajoittamaton kielioppi ei-yhtey- Lause 5.1 Jos formaali kieli L voidaan tuottaa
dettdmaille kielelle {a*bkck | k > 0}. rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan tun-

nistaa Turingin koneella.

S — LT |e¢ Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S) kielen L tuot-
T — ABCT | ABC tava rajoittamaton kielioppi. Muodostetaan kie-
BA — AB len L tunnistava kaksinauhainen epddetermi-
CB — BC nistinen Turingin kone Mg seuraavasti:
CA — AC
LA = a [a[alofofelc[ [T [
aA — aa [clalslalclslc] [ [
aB — ab
bB — bb o e
bC — be -
cC — cc

Nauhalla 1 kone sdilyttda kopiota sydtejonosta.
Nauhalla 2 on kullakin hetkelld jokin G:n lause-
johdos, jota kone pyrkii muuntamaan syodtejo-
non muotoiseksi. Toimintansa aluksi Mg Kir-
joittaa kakkosnauhalle kieliopin 1ahtdsymbolin
S.
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Esimerkiksi lauseen aabbcc johto:

S = LT =LABCT = LABCABC = LABACI
= LAABCBC = LAABBCC = aABBCC
= aaBBCC = aabBCC = aabbCC
= aabbcC = aabbcc.



Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussa-
kin vaiheessa kone:

(i) vie kakkosnauhan nauhapddn epddetermi-
nistisesti johonkin kohtaan nauhalla;

(i) valitsee epddeterministisesti jonkin G:n pro-
duktion, jota yrittdd soveltaa valittuun nau-
hankohtaan (produktiot on koodattu Mg:n siir-
tymdfunktioon;

(iii) jos produktion vasen puoli sopii yhteen
nauhalla olevien merkkien kanssa, Mg korvaa
ao. merkit produktion oikean puolen merkeills;

(iv) vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kak-
kosnauhan merkkijonoja toisiinsa: jos jonot ovat
samat, kone siirtyy hyvaksyvdan lopputilaan ja
pysdhtyy, muuten aloittaa uuden vaiheen (koh-

ta (). o
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Kaikkiaan kielioppiin Gj; tulee kolme ryhmaa
produktioita:

1. Produktiot, joilla Iahtdsymbolista S voidaan
tuottaa mikd tahansa merkkijono muotoa z[ggz],
missd x € * ja [, qo ja ] ovat G :n vdlikkeitd.

2. Produktiot, joilla merkkijonosta [goz] voOi-
daan tuottaa merkkijono [ugaccv], jos ja vain
jos M hyvdksyy z:n.

3. Produktiot, joilla muotoa [ugaccv] oleva merk-
kijono muutetaan tyhjdksi merkkijonoksi.

Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon z tuotta-
minen tapahtuu talldin seuraavasti:

(1) (2) (3)
S =* z[goxr] =" z[ugaccv] =~ =.
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Lause 5.2 Jos formaali Kieli L voidaan tunnis-
taa Turingin koneella, se voidaan tuottaa ra-
joittamattomalla kieliopilla.

Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 4,40, qacc, drej)
kielen L tunnistava standardimallinen Turingin
kone. Muodostetaan kielen L tuottava rajoit-
tamaton kielioppi G s seuraavasti.

Idea: Kieliopin G}, vélikkeiksi otetaan (muiden
muassa) kaikkia M:n tiloja ¢ € Q edustavat
symbolit. Koneen M tilanne (q,uav) esitetdan
merkkijonona [ugav]. M:n siirtymafunktion pe-
rusteella G,:d8n muodostetaan produktiot, joi-
den ansiosta

[ugav] = [v/q'dv'] joss (q,uav) - (¢, u'a’v").
Gy M

Siten M hyvdksyy sydtteen z, jos ja vain jos
[90z] = *[uqgaccv]
€37

joillakin u,v € X*.
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Méddritellddn siis G = (V, X, P, S), missd

V=TUQU{ST,L) EL Er} U{Aa|a € I},

ja produktiot P muodostuvat seuraavista kol-
mesta ryhmadsta:

1. Alkutilanteen tuottaminen:

S — Tqo]

T — €

T — aTAq (a€exX)
Aalgo — [g04a (a €X)
Agb  — bAg (a,beX)
A — 4] (a € X)
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2. M:n siirtymien simulointi (a,b €', ce Tu

{H :

Siirtymdat: Produktiot:
6(¢g,a) = (d,b,R) qa  — bq
6(¢g,a) = (d',b,L) cga — q'cb
8(¢,>) = (d,>R) o - [
d(q,<) = (d,b,R) gl — b
8(¢,<) = (d,b,L) cqgl — d'cb]
8(q,<) = (d,<,L) cql — ¢

3. Lopputilanteen siivous:

gacc — ELER

qacc[ — Eg

aE;, — Ej (a S l‘)
[EL — €

Erpa — Epg (aeml)
ER] — €
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Lause 5.3 Formaali kieli L on yhteysherkka,
Jos ja vain jos se voidaan tunnistaa epddeter-
ministiselld Turingin koneella, joka ei tarvit-
se enempdd tyotilaa kuin sydtejonon pituuden

verran — siis koneella, jolla ei ole muotoa §(q, <) =

(¢',b, A) olevia siirtymid, missd b = ‘'<’. g

Lauseen 5.3 koneita sanotaan lineaarisesti ra-
Joitetuiksi automaateiksi.

Avoin ongelma (“LBA 7= DLBA"): onko epa-
determinismi lauseessa 5.3 vdlttamatontd?
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Yhteysherkdt kieliopit

Rajoittamaton kielioppi on yhteysherkkd, jos
sen kaikki produktiot ovat muotoa w — «’, mis-
sd |w| > |w|, tai mahdollisesti S — &, missd S
on lahtdésymboli.

Lisdksi vaaditaan, ettd jos kieliopissa on pro-
duktio S — g, niin ldahtdésymboli S ei esiinny
minkddn produktion oikealla puolella.

Formaali kieli L on yhteysherkkd, jos se voi-
daan tuottaa jollakin yhteysherkalla kieliopilla.

Normaalimuoto: Jokainen yhteysherkka kieli voi-
daan tuottaa kieliopilla, jonka produktiot ovat
muotoa S — ¢ ja aAB — awf3, missd A on vdlike
ja w # €. (S8anndn A — w sovellus “konteks-
tissa” a_pB.)
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Chomskyn hierarkia

Kielioppien, niilld tuotettavien kielten ja vas-
taavien tunnistusautomaattien ryhmittely:
Luokka 3: oikealle ja vasemmalle lineaariset
(sdd@nndlliset) kieliopit / sdanndlliset kielet /
ddrelliset automaatit.

Luokka 2: yhteydettomat kieliopit / yhteydet-
tomat kielet / pinoautomaatit.

Luokka 1: yhteysherkdt kieliopit / yhteysher-
kat kielet / lineaarisesti rajoitetut automaatit.
Luokka O: rajoittamattomat kieliopit / rekur-
siivisesti numeroituvat kielet / Turingin koneet.

U

adrellise
\kielet
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