6. LASKETTAVUUSTEORIAA

Churchin—Turingin teesi: Mielivaltainen (riitta-
van vahva) laskulaite = Turingin kone.

Laskettavuusteoria: Tarkastellaan mitd Turin-
gin koneilla voi ja erityisesti mita ei voi laskea.

Tarked erottelu: Pysdahtyvat ja ei-pysdhtyvat
Turingin koneet.

Mddritelmd 6.1 Turingin kone

M = (Q7 >, 1,4, 40, 9acc, qrej)

on totaalinen, jos se pysdhtyy kaikilla syotteil-
Id. Formaali kieli A on rekursiivisesti numeroi-
tuva, jos se voidaan tunnistaa jollakin Turingin
koneella, ja rekursiivinen, jos se voidaan tun-
nistaa jollakin totaalisella Turingin koneella.

6.2 Rekursiivisten ja rek. num. Kielten pe-
rusominaisuuksia

Lause 6.1 Olkoot A, B C > * rekursiivisia. Tal-
I16in myds A =3Y*— A, AUB ja AN B ovat re-
kursiivisia.

Todistus.

(i) Olkoon M, totaalinen Turingin kone, jol-
la L(M4) = A. Kielen A tunnistava totaalinen
Turingin kone saadaan vaihtamalla M4:n hy-
vdksyvd ja hylkddva lopputila keskenddn.

Vaihtoehtoinen termistd: Palautetaan mieliin

padtosongelmien (bindadrivasteisten I/O-kuvausten)

ja formaalien kielten vastaavuus: pddtdsongel-
maa I vastaava formaali kieli Ap koostuu niis-
td syOtteistd x, joille ongelman I vastaus on
“kylld" (so. toivottu vaste = 1).

Padtésongelma I on ratkeava, jos sitd vastaa-
va formaali kieli A on rekursiivinen, ja osittain
ratkeava, jos Ap on rekursiivisesti numeroitu-
va. Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkea-
maton. (Huom.: ratkeamaton ongelma voi siis
olla osittain ratkeava.)

Toisin sanoen: pdatdsongelma on ratkeava, jos
silld on totaalinen, kaikilla syotteilld pysdahtyva
ratkaisualgoritmi, ja osittain ratkeava, jos sil-
I3 on ratkaisualgoritmi joka “kylla"-tapauksissa
vastaa aina oikein, mutta “ei"-tapauksissa voi
jaddd pysahtymadtta.

(ii) Olkoot M4 ja Mp totaaliset Turingin ko-
neet, joilla L(M,) = A, L(Mpg) = B. Kielen
A U B tunnistava totaalinen Turingin kone M
saadaan yhdistamalld M4 ja Mg toimimaan pe-
rékkdin: jos M 4 hyvdksyy sydtteen, myds M hy-
vaksyy; jos M 4 paatyy hylkddmiseen, M simuloi
viela Mp:ta.
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(ii)y AnB=AUB. n



Lause 6.2 Olkoot A, B C >* rekursiivisesti nu-
meroituvia. Talléin myés AU B ja AN B ovat
rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. Kuten Lause 6.1 (HT) [

Lause 6.3 Kieli A C >* on rekursiivinen, jos
ja vain jos kielet A ja A ovat rekursiivisesti nu-
meroituvia.

Todistus. Vdite vasemmalta oikealle seuraa lausees-
ta 6.1(i). Todistetaan vidite oikealta vasemmal-
le.

6.3 Turingin koneiden koodaus

Tarkastellaan standardimallisia Turingin konei-
ta, joiden sybteaakkosto on ¥ = {0, 1}. Jokai-
nen tdllainen kone

M = (Q7 Za r757 (IOaCIaCC,Qrej)
voidaan esittdd binddrijonona:

Oletetaan, ettd Q@ = {q0,491,---,qn}, MiSS3 gacc =
Gn—1Ja grej = qn; ja ettd TU{>, <} = {ag,a1,...,am},
missd ag =0, a1 = 1, ap = > ja a3 = <. Mer-
kitddn lisdksi Ag =L ja A1 = R.

Siirtymafunktion § arvojen koodaus: sdanndn
(g, aj) = (gr,as, A¢) koodi on
c;j = 0t110it110mT105F 100,

Koko koneen M koodi on

cpy = 1lllcgollepill...1lcgmllcipll...11lcyp11
...11ep201l...11c; 24111,

Olkoot M4 ja Mz Turingin koneet kielten A ja
A tunnistamiseen. Kaikilla z € ~* joko M, tai
Mgz pysadhtyy ja hyvdksyy z:n. Muodostetaan
My ja Mz “rinnakkain” yhdistamalld totaalinen
kaksinauhainen tunnistajakone M: M simuloi
ykkdsnauhallaan konetta M4 ja kakkosnauhal-
laan konetta Mz. Jos ykkOssimulaatio pysdh-
tyy hyvadksyvadan lopputilaan, M hyvaksyy syot-
teen; jos taas kakkossimulaatio hyvadksyy, M
hylkdd syotteen. 0

Seuraus 6.4 Olkoon A C X* rekursiivisesti nu-
meroituva Kieli, joka ei ole rekursiivinen. Tal-
I6in kieli A ei ole rekursiivisesti numeroituva.

O

Kdantden voidaan jokaiseen binddrijonoon c liit-
tdd jokin Turingin kone M,.. Binddrijonoihin,
jotka eivat ole edellisen koodauksen mukaisia
Turingin koneiden koodeja, liitetdan jokin tri-
viaali, kaikki syotteet hylkadava kone M.

Madritellaan siis:
kone M, jolla ¢p; = ¢, jos c on kelvollinen

M, = konekoodi;
kone My, muuten.

Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0,1} Tu-
ringin koneista, ja epdsuorasti myods kaikista
aakkoston {0,1} rekursiivisesti numeroituvista
kielistd. Koneet ovat

ME, MOa Mla MOOa MOla RN}
kielet vastaavasti
L(Me), L(Mp), L(M37), L(Mgg), L(Mo1), - - -

(indeksit kanonisessa jdrjestyksessd). Kukin kie-
li voi esiintyd luettelossa monta kertaa.



Erds ei rekursiivisesti numeroituva Kieli

Lemma 6.5 Kieli

D= {ce{0,1}* | c¢ L(M.)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd olisi D = L(M) jol-
lakin standardimallisella Turingin koneella M.

Olkoon d koneen M bindérikoodi, so. D = L(My).

Talldin on
deD <& d¢ L(My) =D.

Ristiriidasta seuraa, ettd kieli D ei voi olla re-
kursiivisesti numeroituva. 0

6.4 Universaalit Turingin koneet

Aakkoston {0, 1} universaalikieliU madritellddn:

U= {cpyw|we L(M)}.

Olkoon A jokin aakkoston {0, 1} rekursiivisesti
numeroituva Kieli, ja olkoon M kielen A tunnis-
tava standardimallinen Turingin kone. TallGin
on

A={we{0,1}* | cpyw € U}.

Myds kieli U on rekursiivisesti numeroituva. Kie-
len U tunnistavia Turingin koneita sanotaan
universaaleiksi Turingin koneiksi.
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Kieltd D vastaava pddtdsongelma: “Hylkdadakd
annetun koodin ¢ esittdmad Turingin kone sydt-
teen ¢?” Luontevampia esimerkkeja seuraa jat-
kossa.

Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kiel-
ten L(M:), L(My), L(M1), ... karakteristiset
funktiot esitetdan taulukkona, niin kieli D poik-
keaa kustakin kielesta taulukon diagonaalilla:

D
N | L(Me) L(Mg) L(My) L(Moo)
1
e 0 0 0 0
0
0 0 1 1 0
0

1 0 0 1 1

1
00| o 0 0 0
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Lause 6.6 Kieli U on rekursiivisesti numeroi-
tuva.

Todistus. Kielen U tunnistava universaalikone
Mp; on helpointa kuvata kolmenauhaisena mal-
lina. (Standardointi tavalliseen tapaan.) Las-
kennan aluksi tarkastettava syodte sijoitetaan
koneen My ykk&snauhan alkuun.

1 [a]1]o] . Jofz]o .- Jo[1]o].--
i+1 i+
‘f i+l

a \

i+l

Taman jalkeen kone toimii seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettd sydte on muo-
toa cw, missa ¢ on kelvollinen Turingin ko-
neen koodi. Jos sybte ei ole kelvollista muo-
toa, My hylkda sen; muuten se kopioi merkki-
jonon w = ajas...a; € {0, 1}* kakkosnauhalle
muodossa

00010%1+110%2+11 | 10%t110000.
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v TTaaTel = Telalo[= To[a[e]=
1T\1+1 j+L

» Tl Te[il=
J+1

s [ol ol |

i+1

2. Jos sybte on muotoa cw, missd ¢ = ¢y jol-
lakin koneella M, Mg:n on selvitettavd, hyvak-
syisikd kone M sydtteen w. Tdssa tarkoitukses-
sa My sailyttaa ykkosnauhalla M:n kuvausta
¢, kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja kol-
mosnauhalla sdilyttda tietoa M:n simuloidusta
tilasta muodossa ¢; ~ 0°t1 (aluksi siis My kir-
joittaa kolmosnauhalle tilan gg koodin 0).
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1 Ja[afo[ - Jolx[o] - Jo[1]o]-
i+l i+l

2 o [afo[ Tofa]--

‘]‘ i+l

3 [ofe Tof ]

i+1

Jos ykk&snauhalla ei ole yhtdan simuloituun ti-
laan ¢; liittyvad koodia, simuloitu kone M on
tullut hyvdksyvddn tai hylkddvaan lopputilaan;
talldin i = k41 tai ¢ = k 4+ 2, missd g on vii-
meinen ykkdsnauhalla kuvattu tila. Kone M;p;
siirtyy vastaavasti lopputilaan gacc tai gre;- O
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1 J1]1]o] - JoJz]o]--- Jo[1]o].--
i+l i+l

1 g+t

s\

i+l

3. Alkutoimien jdlkeen Mg toimii vaiheittain,
simuloiden kussakin vaiheessa yhden koneen M
siirtyman. Vaiheen aluksi My etsii ykkdsnauhal-
ta M:n kuvauksesta kohdan, joka vastaa M:n
simuloitua tilaa ¢; ja merkkid a;.

Olkoon ykkoésnauhalla oleva koodinkohta
oitligitliort+iypst+iiottl,

Talloin My korvaa kolmosnauhalla merkkijo-
non 0‘tl merkkijonolla 0"t1, kakkosnauhalla
merkkijonon 07t1 merkkijonolla 0511, ja siir-
tdd kakkosnauhan nauhapddta yhden simuloi-
dun merkin vasemmalle, jos t = 0, ja oikealle,
jost=1.
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Lause 6.7 Kieli U ei ole rekursiivinen.

Todistus. Oletetaan, etta kielelld U olisi to-
taalinen tunnistajakone M{. T4llsin voitaisiin
Lemman 6.5 kielelle D muodostaa totaalinen
tunnistajakone Mp seuraavasti.

Olkoon Mok totaalinen Turingin kone, joka
testaa, onko sydtteend annettu merkkijono kel-
vollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mpyp
totaalinen Turingin kone, joka muuntaa syote-
jonon ¢ muotoon cc. Kone Mp muodostetaan
koneista MY, Mok ja Mpyp yhdistdmélla seu-
raavan kaavion esittamdlla tavalla:

i Ok ) 0
3 Q Mok @ Q Mpup @ Q M @
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Selvdasti kone Mp on totaalinen, jos kone Mg;
on, ja
ce L(Mp) & c¢ L(Mok) tai cc ¢ L(ME)
& c¢ L(M.)
& c€D.

Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekur-
siivinen; ristiriita. .
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Seuraus 6.8 Kieli
U= {cyw|w¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin uni-
versaalikielen U komplementti U; tarkasti ot-
taen on U = U U ERR, missd ERR on helposti
tunnistettava rekursiivinen Kieli

ERR = {z € {0,1}* | z ei sisdlld alkuosanaan
kelvollista Turingin koneen koodia}.

Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti numeroituva,
olisi samoin myds kieli U. Koska kieli U on re-
kursiivisesti numeroituva, seuraisi tastd, etta U
on perdti rekursiivinen. Mutta tadma on vastoin
edellisen lauseen tulosta, mista pddtellaan, et-
t3 kieli U ei voi olla rekursiivisesti numeroituva.
a
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