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Harjoitus 8

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtdvi: Laadi algoritmi, joka testaa onko annetun yhteydettomén kieliopin G = (V, X, P, S)
tuottama kieli epétyhjé, so. voidaanko kieliopin 1dhtésymbolista S johtaa yhtédéin paédtejonoa
T e X,

Vastaus: Allaoleva proseduuri ?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G) ottaa syStteend
yhteydettomén kieliopin G, ja palauttaa arvon true, jos G:n generoima kieli ei ole tyhja.

?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G = (V, %, P, S): context-free grammar)

T—%
repeat |V| times

foreach A — X;... X, € P

ifFAZTAX,... X, €TF
T —TU{A}

ifSeT

return true
else

return false

Algoritmin idea on lihtes terminaalisymbolien joukosta ¥ ja testata, onko néistd mahdol-
lista perddntyd S:aén kdyttden joukon P produktioita kd#nteisesti. Perdéntymista simu-
loidaan iteroimalla |V| kertaa saavutettavien symbolien joukkoa T'. Arvoa |V| kédytetddn,
koska jos G:n generoima kieli ei ole tyhjé, on ko. kielen lyhin merkkijono enintdén |V|:n
pituinen (lyhimmé&n merkkijonon generoimiseen kéytetién jokaista produktiota enintdin
kerran).

5. Tehtdva: Muodosta kielioppia G = (V, %, P, S) vastaava pinoautomaatti, kun

V= {57(7)7*7U7®7a’b}

E = {(7)7*7U7@7a’b}

P =1{8= (55),5 — 5*,5 — (SUS),
S—0,8—a,S—b}

Vastaus: Mité tahansa yhteydetonté kielioppia G = (V, X, R, S) vastaava epideterminis-
tinen pinoautomaatti M = (Q, X, T, d, qo, F') voidaan laatia seuraavasti:

Q = {QOa q1, Qacc}

r=vui{l}

F = {qacc}

5 ={((q0,5,9), (q1,51)), (g1, L,€), (qace, €)) } (1)
U{((q1,¢,4), (q1,)) | (A — @) € P} (2)
U{((q1,0,0),(q1,¢)) | o € 5} (3)

Téssd symbolia | kdytetddn pinon pohjan merkkiné.



Tehtévén kieliopille konstruktio tuottaa seuraavan pinoautomaatin:

Q :{QO7q17qa0C}

by :{(,),*7U,®,a,b}

F :{S, (, )a *7 U7 wa a, b7 J‘}
F:{Qacc}

§ ={((q0,€,€), (q1,51)), ((q1, L, €), (ace, €)), ((q1,€,9), (g1, (S5))),

(((h,@ S) (01,5%)), ((q1,€,9), (a1, (SUS))), ((q1,€,5), (q1,0)),
((q ,(q1,a ))v(((h»@ S), (a1, ))7

((q (q1,e )7((q17)) (q1,e )7((11, )5 (quse )),

((q1,U,U), (q1,€)), ((q1,0,0), (q1,€)), (1,0, a), (q1,€)),

((Ch (q1,e )}

Syntynyt automaatti on muotoa:

e, Aa
g,e/SL Q g, /e
i O

Qacc

o,0/e

Tarkastellaan, miten automaatti késittelee syotteen (a U b*):

Tila | Syote Pino

90 | (aUb") €

o | (aUb) SL| (1)

g1 | (@Ub*) | (SUS)L | (2) (S—(SUS))
¢ | aub*) | SUS)L | (3)

Q1 aUb*) aUS)L | (2) (S—a)
a1 ub®) us)L | (3)

a | ) SIL | (2) (S — 57)
a | ) )L | (2) (S —b)
a | 9 9L | ()

a | ) )| 3)

qQ L] (3

Gacc € € (1)

Huom. kieli L(G) méaéarittelee kaikki syntaktisesti oikeanmuotoiset aakkoston ¥ = {a, b}

yli muodostetut sdannolliset lausekkeet.

6. Tehtava: Muodosta pinoautomaattia M vastaava kielioppi, missd M =

Q={s,q0,f}

Y ={a,b}

I' ={a,b,c}

F={f}

5 ={((s,e,¢),(q:0), ((g:a,0), (g, a0)), (¢, a, ), (¢, aa))
((g,a,b), (g,€)), ((g,b,¢) q,b(:) ((g,,b), (q,bb))
((:0.a). (g,€)), (g, € 0), (f,€)) }

(Q?E7Fa5787F):



Vastaus: Tilakaaviona M néyttédé seuraavalta:

a,c/ac
a,afaa
a,b/e

>O 5;5/0 5% 576/5 >©

b, c/be
b, b/bb
b,a/e

Pinoautomaattia vastaavan yhteydettoméan kieliopin selvittdminen on suhteellisen tyo-
lastd. Téssd kdytetddn algoritmia, jotka toimii vain yksinkertaisille pinoautomaateille.
Pinoautomaatti on yksinkertainen, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

e Jos ((q,u, ), (p,7)) on pinoautomaatin siirtymé, niin || < 1.
e Jos ((q,u, e), (p, 'y)) € §, niin myos ((q7u7 A), (p, 'yA)) € § kaikille A € T'.

Rajoitukset eivit kuitenkaan heikenné pinoautomaattien ilmaisuvoimaa, silld miké tahan-
sa pinoautomaatti voidaan muuttaa yksinkertaiseksi (yksityiskohdat sivuutetaan téssi).

Kieliopin muodostamisen ajatuksena on ottaa kielen vélikkeiksi kolmikkoja (g, A, p), missé
q,p € Q ja AeTU{e}. Ajatuksena on, ettd (g, A, p) generoi kaikki ne merkkijonot, joita
tutkiessaan automaatti siirtyisi tilasta ¢ tilaan p poistaen samalla pinosta symbolin A.

Kieliopin sdéntojé on neljanlaisia:
1. Kaikille f € F asetetaan sdénté S — (s, e, f).

2. Kaikille siirtymille ((q,u,A), (r,By-- Bn)) € §, missd ¢,r € Q,u € X* n > 0,
AeTU{e}jaBy--- B, €T, lisétéiin sdantd

<q7 A7p> - ’LL<7“, Blaql><Q1’BQa QQ> T <qn—17 Bn7p>

kaikille p, q1,...,qn—1 € Q.
3. Kaikille siirtymille ((q,u,A),(T, 5)) € 4, missd ¢,r € Q,u € ¥* ja A € T U {e},
lisdtaan sdanto
(¢; A, p) — u(r,e,p)

4. Kaikille ¢ € @ liséitdédn sddnto (g, e,q) — €.

Sdannoista ensimméinen ilmaisee, ettéd tarkoituksena on pédsté alkutilasta johonkin lop-
putilaan niin, ettd pino jad lopuksi tyhjiksi. Viimeistd muotoa olevat sdannot kertovat,
ettd mitddn laskentaa ei tarvita, ellei siirrytd toiseen tilaan. Muotoa 2 olevat s#dnnot
kuvaavat pitkdd suoritusta, jolla siirrytédén tilasta g tilaan p ja samalla poistetaan A pi-
nosta. Saiannon oikea puoli konstruoi automaatin tilasiirtymien jonon siirtymé kerrallaan.
Muotoa 3 olevat sédnnot ovat analogisia muotoa 2 olevien sééntojen kanssa.



Kielioppi G = (V, X, P,S),V =XU{S}U{{(¢,4,p) | ,p € Q, AT U{e}}

P ={S — (s,e, ), (1.)
(s,e,8) = &,(q,6,q) =& (f,e,f) =e,  (4)
(s,e,8) — elq,c,s), (2./tr.1)
(s,e,q) — €lq, ¢, q), (2./tr.1)
(s,e,f) = ela,e, [, (2./tr.1)
(g, ,8> a{g, a,8')(s', ¢, s) (2./tr.2)
(¢,¢.q) — alg,a,q')(d', ¢, q) (2./tr.2)
(¢, f) — alg,a f><f7c,f> (2./tr.2)
(q,a,8) — alq,a,s') (s a,s) (2./tr.3)
(¢,a,9) — alg,a,q')(d',a,q) (2./tr.3)
(¢:a, f) — alg,a, f){f',a, f) (2./tr.3)
(g,b,8) — a(q,e,s) (3./tr.4)
(¢:b,q) — alg,,q) (3./tr4)
(g0, f) — alg,e, f) (3./tr.4)
(q,¢,8) — blg,b,s")(s,c,s) (2./tr.5)
(a,¢,q) = b{a,b,¢')(d, c.q) (2./tr.5)
(g, ¢ f) = bla: b, f1)(f' e, f) (2./tr.5)
{(q,b,8) — b(q,b,s'){(s',b,s) (2./tr.6)
(g:b,5) — b{g,b,4")(d’, b, q) (2./tr.6)
(g,b,8) — bla, b, f))(f', b, f) (2./tr.6)
(g,a,s) — b{g,e,s) (3./tr.7)
(¢:a,q) — b{q,£,q) (3./tr.7)
(¢;a, f) — blq, e, f) (3./tr.7)
(g,c,8) — &(f,e,s) (3./tr.8)
(¢:¢,q) — (f,e,q) (3./tr.8)
(g,c, [y — e{f,e, ) (3./tr.8)

Naisté sdannoisté suuri osa on tarpeettomia. Tarvittavat saadaan selville 1ahtemalla liik-
keelle sdénnostia S — (s,¢, f), ja katsomalla, mitd kaikkia siéntojd voidaan kiyttéad.
Tuloksena syntyvét sdannot ovat

P={S—(sef)
(8,6, f) = {a,¢, f)

<q,c ) = alq,a,9){g; ¢, f)
(g,¢,f) — b{g,b,9)(q,¢, [)
<q ) — (fie. f)

(¢,a,q9) — alg,a,q){(g,a,q)
(¢,a,q) — b{g,e,q)

(¢,b,9) — b{g,b,9){(q,b,q)
(¢:0,9) — < . q)

(¢,€,9) —

(f,e, ) — 8}



Kielioppia voi vield sieventdd. Merkitdin (g, ¢, f) = S, {q,b,q) = B, {q,a,q) = A, ja tulok-
seksi saadaan

P={S—aAS|bBS|¢
A — aAA|D,
B — bBB | a}

Liite: Chomskyn normaalimuoto ja CYK-algoritmi

Muutetaan vield viimeisen tehtévén kielioppi Chomskyn normaalimuotoon ja tarkistetaan
CYK-algoritmilla kuuluvatko sanat abb ja abba kieleen L(G).

Kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Ainoastaan alkuvilike S voi olla tyhjentyva.
2. Mahdollisesti esiintyvia sdéntod S — e lukuunottamatta kaikki siénnot ovat muotoa
A — BC tai A — a, missid A, B ja C ovat vilikkeiti ja a terminaalisymboli.

Kielioppi muutetaan normaalimuotoon vaiheittain:

1. Poistetaan 1dht6symboli sdintdjen oikealta puolelta.

Koska kieliopissa on séénnot S — aAS ja S — bBS, lisdtidéan uusi lahtésymboli S’
ja sddntd S — S. Saadaan tulokseksi sddntojoukko:

S — S,

S — aAS |bBS | e
A — aAA|Db,

B —bBB|a

2. Poistetaan e-produktiot.

Koska Chomskyn normaalimuodossa ainoastaan ldhtésymboli S’ saa olla tyhjentyvé,
tdytyy muut e-sdannot poistaa kieliopista. Lasketaan aluksi tyhjentyvien vélikkeiden
joukko NULL:

NULLo ={S5} (S — &)
NULL; ={S, 5"} (S — 5)
NULL; ={S, 5"} = NULL

Tamén jilkeen korvataan sdannot A — X --- X, joukolla sidéintéja

X;, X; ¢ NULL
A— oo, misséiai—{ v Xi ¢

| X; taie, X; € NULL

Lopuksi poistetaan kaikki sdéinnot muotoa A — ¢ (lukuunottamatta sdintod S’ — ¢).
Saadaan tulokseksi sasintojoukko?:

S —S|e

S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|b,

B —bBB|a

ITarkkaan ottaen tissd vaiheessa pitéisi lisité vield uusi aloitusvilike S ja sddnnot S — e[S, mutta tissi
tapauksessa ei synny ongelmia, vaikka kiytetddn S’:a 1dhtésymbolina.



3. Poistetaan yksikképroduktiot.
Seuraavaksi poistetaan kieliopista kaikki muotoa A — B olevat sdannot, missi seké
A ettd B ovat vilikkeita.
Lasketaan ensin joukot F'(A) kaikilla A € V — X

F(A)=FB)=F(S) =0

F(5") = {S}
Vilike B kuuluu joukkoon F'(A) tdsmélleen silloin, kun A:sta voidaan johtaa B
kéyttden pelkkia yksikkdproduktioita.

S&antd A — B korvataan siddntojoukolla {A — w | 3C € F(B)U{B}: C — w € P}.
Tulokseksi saadaan sidantdjoukko:

S"— aAS |aA|bBS|bB |e
S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|b,

B —bBB|a

4. Poistetaan liian pitkit produktiot.
Viimeisessé vaiheessa lisdtéaédn kielioppiin uusi vélike C,, seké sdanté C, — o kaikille
o € ¥ seki jaetaan kaikki sddnnot A — w (Jw| > 2) ketjuksi sdéntojd, jotka kaikki
johtavat tismalleen kaksi symbolia.
Annetun kieliopin Chomskyn normaalimuodoksi saadaankin seuraava sadéintojoukko:

S — CaS1 | CaA | CpSy | CyB | €
S; — AS
S, — BS
S — C,S1 | CoA| CpSe | CpB
S1 — AS
Sy — BS
A— Cu A1 |b
Ay — AA
B—C,B;|a
B, — BB
C,—a
Cy,—b
CYK-algoritmilla voidaan tutkia kuuluuko sana x = x; - - - x,, kieliopin G mééritteleméén
kieleen. Algoritmin kuluessa lasketaan vélikejoukot NV; ;. Joukko N; ; késittdd kaikki ne
vélikkeet, joilla voidaan johtaa alimerkkijono x;---z;. Joukkojen laskemisessa voidaan
kédyttdd apuna dynaamista ohjelmointia seuraavaan tapaan:
N,,={A|(A—z;) € P}
Niiyr={A|3B,C eV —Xse. (A— BC)€Pja
Jj:i<j<i+ks.eBeN,; ANC€ENji1,iti}

Tarkastellaan yll& saatua kielioppia ja sanaa abba. Lasketaan ensin joukot N; ;, ¢ < 4:

7 —
Niitk 1:a ‘ 2:b ‘ 3:b ‘ 4:a ‘
k| 0 abba abba abba abba,
{Bacll} {A,Cb} {B7Ca} {Aa Cb}



Kussakin taulukon ruudussa on merkittyné, mitéd sanan osajonoa ruutu vastaa.

Lasketaan seuraavaksi N ». Nyt ainoa mahdollinen j = 1, joten tarkastellaan joukkoja
N1, ={B,C,} ja Nao={A,Cp}. Ainoat muotoa A — BC, B € Ny 1 ja C € Ny, olevat
saannot ovat: {S" — C,A,S — C,A}, joten Ny o = {5, S}. Samaan saadaan laskettua
joukoiksi Na 3 = {A1} ja N34 = {5’, S}, joten taulukon toiseksi riviksi muodostuu:

7 —
Ni itk 1:a 2:0D 3:0b 4:a
0 abba abba abba abba
k| {B,Ca} {Aacb} {B>Ca} {A7 Cb}
1 abba abba abba
{s,8y | {4} [ {95}

Ruudun N 3 kohdalla téytyy tarkastella kahta eri vaihtoehtoa,

jZl = Nl,lz{Ca,B} j=2 = NLQ:{SI,S}
Ny sz ={A:} N33 ={Cy, A}

Tapausta j = 1 vastaava vilikejoukko on {A} (A — C,A;) ja tapausta j = 2 vastaava on
0, joten Ny 3 = {A}. Samaan tapaan jatkamalla saadaan lopulta koko taulukoksi:

7 —

Ni itk 1:a 2:b 3:0b 4:a

0 abba abba abba abba,
{B,Ca} {Avc’b} {B,Ca} {A7Cb}
1 abba abba abba
k| {s', S} {A} | {95}
2 abba abba
{A} {sS1. 81}
3 abba
{57,S, A1}

Koska S’ € Ny 4, niin abba € L(G). Sitdvastoin S’ ¢ N 3, joten abb ¢ L(G).



