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Laskuharjoitus 5

Ratkaisut

4. Konstruktion perusajatuksena on kiayda systemaattisesti 1api kaikki mah-
dolliset reitit alkutilasta kaikkiin lopputiloihin. Aluksi kaikki tilat nume-
roidaan yksikésitteisesti, ja sen jédlkeen muodostetaan reitti kayttden re-
kursiivisia kaavoja.

Rekursiiviset sdannot ovat:

oy J{oeX (g, 0) =q;} i Fj
R(m’l)_{{e}U{UGEW(%G):(M} i=]
R(i,j,k +1) = R(i, j,k) U R(i, k, k)R(k, k, k)* R(k, j, k)

Merkintd R(3, j, k) tarkoittaa kaikkia niita reittejd tilasta g; tilaan ¢;, jotka
eivit kay valilld tilassa ¢ tai sitd suuremmassa tilassa.

Ensimmaéinen sddnnoistd sanoo, ettd mikéli vililla ei saa kdydéa missdén
tilassa, ainoat reitit tilojen ¢; ja g; vélilld ovat suorat siirtymdt.

Saannoista jalkimméinen tarkoittaa, ettd reitit tilasta g; tilaan ¢; kéy-
méattd valilla tilassa g1 tal sitd suuremmassa tilassa, voidaan jakaan
kahteen ryhmééan: niihin, joissa ei kdyda edes tilassa g, ja niihin, joissa

kédydadn tilassa gqy.
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Tilakonetta
vastaava sddnnollinen lauseke saadaan seuraavasti:

L(M) = R(1,2,3)

R(1,2,3) = R(1,2,2) U R(1,2,2)R(2,2,2)*R(2,2,2)
R(1,2,2) = R(1,2,1) UR(1,1,1)R(1,1,1)*R(1,2,1)
R(2,2,2) = R(2,2,1) UR(2,1,1)R(1,1,1)*R(1,2,1)

R(1,2,1) = R(2,1,1)=b
R(1,1,1) = R(2,2,1) =eUa
Lopuksi sijoitetetaan saadut lausekkeet aikaisempiin yhtél6ihin, ja sieven-
netddn tulokset:
R(1,2,2) =bU (eUa)(e Ua)'b=a"b
R(2,2,2) = (eUa)UbleUa)"b=eUaUba"db
R(1,2,3) = a"bUa*b(eUaUba™b)* (e Ua U ba™b)
=a*b(aUba*b)*



5. Tilakoneiden pumppauslemman mukaan jokaiselle dérettoméille sdannolli-
selle kielelle L 16ytyy jokin k£ > 0 siten, etté kielen kaikki sitd pidemmaét
sanat w (Jw| > k) voidaan jakaa kolmeen osaan z,y ja z (y # e) siten,
ettd zy"z € L,n > 0.

Toisin sanoen, mikéli sdannollinen kieli on a#reton, taytyy olla olemassa
jokin merkkijono, jonka voi lisétéd sanan keskelle mielivaltaisen monta ker-
taa. Lemma seuraa suoraan siitd, ettd seké tilakoneiden tilajoukko etté
aakkosto ovat aérellisid. Mikéli koneen kuvaama kieli on aéreton, kuuluu
sithen mielivaltaisen pituisia sanoja. Kun sananpituus kasvaa suuremmak-
si kuin tilakoneen tilojen mééra, taytyy laskennan aikana vierailla ainakin
vhdessé tilassa kaksi tai useampia kertoja, eli tilakoneessa on silmukka.
Téma silmukka voidaan suorittaa mielivaltaisen monta kertaa (myos 0).
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Tehtiviissi piti todistaa, ettdi L = {ww?® | w € {a,b}*} ei ole siin-
nollinen. Todistus onnistuu helpommin, mikili mé#ritelldin kieli L' =
LN (ab)*(ba)*. Koska saannollisten kielten joukko on suljettu leikkauksen
suhteen, ei L voi olla sdéinnollinen, jos L' ei ole sééinnéllinen.

Tarkastelemalla kieleen L kuuluvia sanoja huomataan, ettia
L' = (ab)™(ba)",n >0 .

Jotta L' voisi olla sdédnnéllinen, pitéisi siis 16ytdéd y, joka voidaan lisété
sanaan mielivaltaisen monta kertaa.

Nyt y voi olla muotoa:

1° y = (ab)" tai y = (ba)",r > 0 Nyt kuitenkin toinen puolisko kasvai-
si pidemmiiksi kuin toinen, joten syntyneet sanat eivit kuulu enéé
kieleen.

2° y = bb,y = aa,y = a(ba)” tai (ba)"b,r > 0 eivit myoskddn kelpaa,
silld kielen sanoissa on aina yht& monta a- kuin d-kirjainta.

3° y = a(ba)"bb(ab)"b ei kiy, koska tilloin sanassa esiintyy ba ennen
viimeisid ab:ta.

Niin huomattiin, ettd mik#in ym arvo ei ole mahdollinen. L’ ei siis ole
sadnnollinen, joten myoskadn L ei voi olla sddnnollinen.

6. Sadnnollisten kielten pumppauslemmalla voidaan osoittaa, etté kieli ei ole
sddnnollinen, mutta sillé ei voida todistaa kielen sdénnollisyyttéd. Esimer-
kiksi kieli, johon kuuluvat kaikki tasapainotetut sulkeet (esim. (()()) ja
(()) kuuluvat ko. kieleen) ei ole sidnnéllinen, koska kaikkiin kieleen kuulu-
viin sanoihin voi lisdtd merkkijonon () mielivaltaisen monta kertaa, joten
pumppauslemman ehto toteutuu.

Kielen todistaminen sédénnolliseksi onnistuu yleensé helpoiten kdyttamalla
kieliperheen sulkeumaominaisuuksia: sédédnnoéllisten kielten joukko on sul-
jettu unionin, katenaation, Kleenen tdhden, komplementoinnin ja leik-
kauksen suhteen.



Tehtaviassd on annettuna jokin sdénnollinen kieli L, jonka avulla muodos-
tetaan kieli
L'={eyloeLiaydL)

Kieli L' on muodostettu katenaation avulla kielestd L ja sen komplemen-
tista L (y ¢ L — y € L). Koska siinnollisten kielten joukko on suljettu
katenaation ja komplementin suhteen ja L on sddnnéllinen, on myds L’
sdannollinen.

Toinen tapa esittis todistus olisi rakentaa kielen L’ hyviksyvi tilakone.
Koska L on sddnnollinen, on olemassa deterministinen tilakone M, joka
hyviksyy sen. Muodostetaan nyt deterministinen tilakone M siten, etté
se on muuten samanlainen kuin M, mutta hyviksyvien ja hylkédévien lop-
putilojen joukot vaihdetaan keskeniin, eli M hyviksyy kaikki ne sanat,
jotka M hylkdi ja pédinvastoin. Yhdistetddn nyt ndmé tilakoneet epéde-
terministiseksi koneeksi M’, siten, etti kaikista M:n lopputiloihin lisitd4n
tyhjé siirtyms M:n alkutilaan. Nyt M’ hyviksyy kielen L', joten L’ on
sadnnollinen.



