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Perustapaus: Tarkastellaan pienintd mahdollista ei-tyhjdd joukkoa
S1 = {a;1}. Télle on olemassa vain yksi osittaisjirjestys Ry = {(a,a)}.
(Osittaisjéirjestys on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen
bin#érirelaatio).

Joukon alkio a € S on minimialkio tdsmélleen silloin, kun se ei esiinny
relaatiossa oikealla puolella (refleksiivisti kaarta lukuunottamatta),
formaalimmin:

Va,be S:(b,a) € R=a=1b,

Osittaisjéarjestyksessid Ry alkio a tayttda ylldolevan ehdon, joten se
on minimialkio.

Induktio-oletus: Oletetaan, ettd on olemassa jokin luonnollinen lu-
ku n, jolle pétee: kun |S| < n, kaikilla S:n alkioista muodostetuilla
osittaisjirjestyksilld on minimialkio.

Induktioaskel: Olkoon S,, = {ay,...,a,} joukko, jossa on n alkiota,
ja olkoon R, jokin (miki tahansa) S,:n alkioista muodostettu osit-
taisjéirjestys. Valitaan nyt mielivaltainen alkio a; (1 < i < n), poiste-
taan se joukosta S, ja poistetaan relaatiosta kaikki siihen viittaavat
parit:

S,:IZSI,L—{CLL'}
R, ={(a,b) € Ry |a#a; Nb+# a;}

Nyt R, on myds osittaisjirjestys (todista tdmé itsellesi, seuraa poh-
jimmiltaan R,:n transitiivisuudesta). Koska joukossa S/ on n — 1
alkiota (< n), R/ :ssa on induktio-oletuksen perusteella ainakin yksi
minimialkio, jota merkitdin amyiy.

Palataan tarkastelemaan relaatiota R,. Nyt on olemassa kaksi mah-
dollista tapausta:

i) Mikili kaari (@, Gmin) & Rn, ON amin myds osittaisjirjestyksen
R,, minimialkio, koska R,:n ja R} :n ainoana erona on alkio a; ja
sithen liittyvét kaaret.

i) Mikéli kaari (@, Gmin) € Ry, €l amin voi olla minimialkio. Koska
@min ON kuitenkin osittaisjérjestyksen R/ minimialkio ja koska
osittaisjérjestys on aina transitiivinen, relaatiossa R, ei voi ol-
la kaarta (b,a;) € R,,b # a;. Muussa tapauksessa myos kaari
(b, amin) € R.,, eiké am;, olisi R),:n minimialkio. Néin ollen alkio
a; on Ry,:n minimialkio, ja induktiotodistus saatiin valmiiksi.

5. Juhlissa on paikalla n henkil6d. Yritetdin antaa jokaiselle eri maéré tut-

tavia:



Henkilo | Tuttavia
1 0
2 1
3 2
n n—1

Nyt huomataan, ettd viimeinen henkilé on kaikkien tuttu, mutta ensim-
méinen ei tunne ketdédn. Namé arvot ovat ristiriidassa, ja toinen niistd on
mahdoton. Jéljelle ja& n henkilod ja n — 1 mahdollista tuttavuuksien lu-
kumaéadrad. Kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan kaikilla ei voi olla eri maaraa
tuttavuuksia.

. Mééritellddn merkkijonojen v ja w (v,w € ¥*) katenaatio v o w:

1° Jos |v| = 0, niin v o w = w.
2° Jos |v] = m+ 1 > 0, niin v voidaan kirjoittaa muodossa v = ua,
u € X* aeX, jatilloin vow = uoaw.

Esimerkiksi olkoon ¥ = {a, b}, v = aba, w = bba. Nyt

vow = aba o bba
= ab o abba
= a o babba

= ¢ o ababba = ababba

. Tehtavissi tdytyy todistaa, ettd mikali merkkijono kddnnetdan kaksi ker-
taa ympadri, tuloksena on alkuperdinen merkkijono. Todistus on yksinker-
taisinta suorittaa induktiolla, ja siind kédytetddn apuna oppikirjassa todis-

tettua lausetta (wx)® = xFwf.

1° Perustapaus: |w| = 0, (ef*)® = e (mésritelmiin mukaan e”

=e).
2° Induktio-oletus: Oletetaan, etté viiite pétee kaikille |w| < n,n > 0.

3° Induktioaskel: Olkoon |w| = n+1. Nyt w voidaan kirjoittaa muotoon
w=ua, a €3, u€ X |ul =n.

a
= ua = w induktio-oletuksen perusteella

Rivilld neljé liséttiin a:n eteen tyhjd merkkijono e, koska sanan ké#in-
tdmisté ei ole méaritelty erikseen yhden kirjaimen mittaisille sanoille.



8. Formaali aakkosto X on dérellinen joukko symboleita. Esimerkkejé ovat ta-
valliset aakkoset {a,b, ..., z} tai bindérinen aakkosto {0,1}. Yleensi aak-
kostoissa kédytetdan numeroita ja kirjaimia, mutta mitad tahansa symbo-
leita voi kéayttaé.

Merkinnélla ¥* tarkoitetaan kaikkia merkkijonoja, jotka voidaan muodos-
taa kayttamalld aakkoston symboleita, tyhji sana mukaanluettuna. Esim.
jos ¥ = {a,b}, niin * = {e, a, b, aa, ab, ba, bb, ... }. Mikéli ¥ ei ole tyhji,
on X* ad#reton.

Formaali kieli L voi olla mika tahansa 3*:n ddreton tai dédrellinen osajouk-
ko. Yleisesti merkitdin L = {w € ¥* | w toteuttaa ehdon P}, eli sana w
kuuluu kieleen, mikéli se toteuttaa jonkin ehdon P.

a)

Joukkoon L = {w | jollekin v € Y%, w = uuftu} kuuluvat kaikki
kuusi kirjainta pitkédt sanat, joiden kaksi ensimméisté kirjainta ovat
samat kuin kaksi viimeistéd ja keskelld ovat samat merkit toisinpéin.
Merkinta u € X3 tarkoittaa kaikkia kaksikirjaimisia sanoja.

Kieleen kuuluvat esimerkiksi sanat abbaab (u = ab) ja aaaaaa (u =
aa). Sitédvastoin w = abbbba ei kuulu. Koska kahden merkin mittaisia
sanoja on a#rellinen méara, on kielikin dédrellinen.

Kieleen L = {w | ww = www} kuuluu ainoastaan tyhji sana e.
Ehdon mukaan 2|w| = 3|w|, joka toteutuu vain kun |w| = 0, eli
w=e.

Kieleen L = {w | jollekin u,v € ¥*, uvw = wou} kuuluvat kaikki
sanat, silld jos valitaan ©« = v = e niiln eceow = w = woeoe ja
ehto toteutuu.

Kieleen L = {w | jollekin w € ¥*, www = wu} kuuluvia sanoja ovat

esimerkiksi aa (vastaava u = aaa) ja aaaa (vastaava u = aaaaaa).
Sitdvaston ab ei kuulu.



