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Laskuharjoitus 11

Ratkaisut

1. Primitiivirekursiiviset funktiot muodostetaan kolmesta perusfunktiosta kéyt-

tden kahta yhdistamissaantoa.

Perusfunktioita ovat

(a)
(b)

(c)

Nollafunktiot zerog(ny,...,ng) = 0 kaikille k,nq,...,n; € N.
Identiteettifunktio idy j(n1,...,ng) = n;, kaikille k > j > 0, nq, ...,
ni € N.

Seuraajafunktio succ(n) = n + 1 kaikille n € N.

Perusfunktioista zero ja succ méérittelevit luonnolliset luvut:

zero() =0
succ(zero()) =1
succ(succ(zero())) = 2

succ(n) =n+1

Perusfunktioita voidaan yhdistda kéyttden kompositiota ja primitiivire-
kursiota.

(a)

Olkoon k,l > 0, g k-paikkainen funktio (g : N* — N) ja hy,...,hs
joukko [-paikkaisia funktioita. Nyt g:n kompositio hq, ..., hi:n kanssa
on [-paikkainen funktio

fna,...ong) =glhi(na,...,n), ..., hi(na, ... )

Kompositiossa annetaan yhden funktion palauttama arvo toisen funk-
tion argumentiksi. Kaikkien h;-funktioiden ei tarvitse olla erilaisia.
Esimerkiksi funktio f(n,m) = n? + m? saadaan muodostettua kom-
positiolla funktioista plus ja times seuraavasti:

f(n,m) = plus(times(n, n), times(m, m))

Téssa | = k =2, g = plus ja h; = ho = times.

Kaikille k£ > 0, olkoon g k-paikkainen funktio ja h k + 2-paikkainen
funktio. Naistd saadaan muodostettua primitiivirekursiolla k + 1-
paikkainen funktio f seuraavasti:

f(na, ... ,ng,0) = g(ny, ..., nk)
fna,...ong,m—+1) =h(ng,...,ng,m, f(n1,...,nK,m))

kaikille nq,...,ng,m € N.

Primitiivirekursiossa on yksinkertainen perustapaus (m = 0), seki
joukko rekursiokaavoja, joita kdyttaméilld saadaan funktion arvon
laskeminen palautettua perustapaukseen.



Primitiivirekursiivisia funktioita ovat kaikki perusfunktiot seké niistid kom-
positiolla ja primitiivirekursiolla saatavat funktiot.

Tehtédvissa piti todistaa, ettd funktio
f(n) =7n + L:s pariton luonnollinen luku”

on primitiivirekursiivinen. Funktio voidaan palauttaa perusfunktioihin muu-
tamallakin eri tavalla, tdssa yksi niisté:

f(0)=1
fim+1)= f(m)+2

Koska luvut 1 ja 2 eiviit ole perusfunktioita, korvataan ne viela kdyttaméalla
succ-funktion kompositiota:

£(0) = succ(zero())
f(m+ 1) = succ(succ(f(m)))

Téssd k = 0, g = succ(zero()) ja h = succ(succ(f(m))).

. Lis#dmalla primitivirekursiivisten funktioiden mééritelméén uusi operaa-
tio, minimointi, saadaan muodostettua laajempia funktioluokkia. Mini-
mointilause on muotoa

pzlP(2)]

missé z on muuttuja ja P(z) on jokin predikaatti (eli funktio, jolla on
kaksi mahdollista arvoa: tosi ja epdtosi), jonka arvo riippuu muuttujas-
ta z. Minimointioperaattorin arvo on pienin mahdollinen z:n arvo, jolla
predikaatti P(z) on tosi.

Formaalimmin: Olkoon g funktio, jolla on k+1 argumenttia, k£ > 0. T&lloin
¢g:n k-argumenttinen minimointifunktio f on mééritelty seuraavasti:

pienin m, jolla g(ny,...,ng, m) =1 ,jos m on olemassa

flng, ..o ong) —{

0 , muulloin

Predikaattia g kutsutaan sddnnélliseksi, jos ehdon toteuttava m on ole-
massa kaikille mahdollisille g:n argumenteille. Yleisessé tapauksessa on
mahdotonta sanoa onko g séddnnéllinen vai ei, joten predikaatin minimié
ei valttamétta voida laskea. Ongelma on pohjimmiltaan sama kuin Turin-
gin koneen pysahtymisongelma.

Funktiota kutsutaan u-rekursiiviseksi (tai pelkéstéin rekursiiviseksi), mi-
kili se saadaan muodostettua perusfunktioista kayttien kompositiota, pri-
mitiivirekursiota ja sddnnoéllisten predikaattien minimointia.

Tavallisen minimoinnin lisdksi voidaan kéayttdd myos rajoitettua mini-
mointia. Rajoitettu minimointi on muotoa:

pr<a [P(2)]

missd z on z:n suurin mahdollinen arvo. Mikali mikdén z < x ei toteuta
predikaattia P(z), asetetaan minimoinnin tulokseksi 0. Rajoitetun mini-
moinnin arvo voidaan aina laskea, koska x asettaa yldrajan mahdollisten



laskenta-askelien méérélle. Rajoitettu minimointi voidaan toteuttaa pri-
mitiivirekursiolla, joten primitiivirekursiivisten funktioiden luokka on sul-
jettu sen suhteen.

Intuitiivisesti rajoitettu minimointi voitaisiin kuvata ohjelmallisesti rajoi-
tetulla for-silmukalla:

fori:=1tondo

Oleellista silmukassa on se, ettd tarvittavien iteraatiokertojen lukumédralle
voidaan esittdd jokin ylaraja. Yksinkertaisena nyrkkisdantona voidaan pi-
tad, ettd funktio on primitiivirekursiivinen, jos sen voi toteuttaa joukolla
sisakkaisiéd for-silmukoita.

Vastaavasti rajoittamaton minimointi vastaisi ohjelmarakennetta
while not end do

Téssd tapauksessa oleellista on se, etté ei ole mahdollista esittdé etukiteen
jotain tiettya ylarajaa silmukan suorittamiskertojen méaralle, vaan silmu-
kassa pysytédédn niin kauan, kunnes lopetusehto toteutuu.

Funktio on p-rekursiivinen, jos se voidaan laskea joukolla sisikkéisia while-
silmukoita, joiden lopetusehdot tulevat aina lopulta voimaan.

Kahden kokonaisluvun jakojaannos voidaan laskea seuraavalla p-rekursii-
visella funktiolla:
0 , t=0Vy=0

Hr<g. [pw<gp. [y - w42z =x]] ,muulloin.

de(%y)=:{

Itseasiassa ylldoleva funktio on my6s primitiivirekursiivinen, koska kum-
matkin minimoinnit ovat rajoitettuja.

Funktio vastaa seuraavanlaista C-kielen ohjelmaa:

int modulo(int x, int y)

{
int z, w;
if (x==0 1] y==0)
return O;
for (z = 0; z <= x; z++) {
for (w=0; w <= x; wtt+) {
if (wxy + z == x)
return z;
}
}
¥

. Koska rekursiiviset funktiot saavat argumenteikseen luonnollisia lukuja,
niilla ei voi suoraan kasitelld merkkijonoja. Mikéli nédin kuitenkin halu-
taan tehdé, taytyy merkkijonot koodata numeroiksi systemaattisella ta-
valla. Téllaista koodausta kutsutaan Gédel-numeroinniksi (loogikko Kurt



Godelin 1906-1978 mukaan). On olemassa monia vaihtoehtoisia tapoja
méaritelld Godel-numerointi. Kirjassa koodataan n-kirjaimisen aakkoston
merkkijonot n 4+ 1-kantaiseksi kokonaisluvuiksi, jotka edelleen muutetaan
kymmenjéarjestelmén luvuiksi.

Tehtévin aakkoston A = {a,b, ¢} symbolit asetetaan jirjestykseen

d1:(l
de =10
d3=C

Godel-numeroinnin kantaluvuksi saadaan 8 = |A| +1 = 4.

Merkkijono w = d;,d;, ...d;, muutetaan numeroksi kéyttden tavallista
tapaa lukujarjestelmén vaihtamiseksi:

gn(w) = " ig + B2 vig o+ o+ B g i

Oppikirjassa madritellddn liséksi symboli dy, joka vastaa tyhjiad merkkijo-
noa e. Symboli on liséitty sen vuoksi, ettd muussa tapauksessa olisi olemas-
sa lukuja (kuten ), joita ei vastaisi miké#dn merkkijono. Tyhjan merkki-
jonon lisddminen puolestaan aiheuttaa sen, ettd yhdelld merkkijonolla on
monta Godel-numeroa, jotka saadaan lisadmélld jonon symbolien véliin
tyhjid merkkeja. Tialloin merkkijonon varsinainen Godel-numero on se,
jossa ei ole yhtdan tyhjaa merkkié.

(a) Merkkijonon abe Godel-numero 1ydetéaén seuraavasti.

gn(abe) =1-4% +2-4' +3.4°
=27

(b) Goédel-numeroa 19 vastaava merkkijono on:

19=1-4>+0-4"+3-4°
gn~1(19) = dydods = aec = ac

Godel-numeroinnin kdytdnnon merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan
médritelld funktioita, jotka késittelevét toisia funktioita. Téll6in funktio
saa argumentikseen toista funktiota vastaavan Godel-numeron.

Godel itse kdytti numerointiaan kuuluisassa “epéatiydellisyystodistukses-
saan”, jossa hin osoitti, ettd milli tahansa riittdvin ilmaisuvoimaisella!
formalismilla voidaan esittda véiitteitd, joiden totuusarvoa ei pystyta sel-
vittdmédn. Talld kurssilla esiintulleista formalismeista “riittdvéin ilmaisu-
voimaisia” ovat Turingin koneet (Turingin koneen pyséhtymisongelma),
p-rekursiiviset funktiot (16ytddké rajoittamaton minimointi vastauksen)
seké tyypin 0 kieliopit (voidaanko sana w johtaa).

4. Ongelmaluokkaan NP kuuluvat kaikki ne ongelmat, jotka voidaan ratkais-
ta epadeterministiselld Turingin koneella polynomisessa ajassa syOtteen

1Formalismi on “riittdvin ilmaisuvoimainen”, mikéli kielelld pystytédéin esittiméiin luon-
nollisten lukujen teoria.



pituuteen. Kéytannossd tdmé tarkoittaa sitd, ettd kaikki ongelmat, joi-

den vastauksen oikeellisuus voidaan tarkistaa polynomisessa ajassa, ovat
NP-luokassa.

Ongelma on NP-tédydellinen, mikéli kaikki NP-luokan ongelmat voidaan
palauttaa siihen polynomisessa ajassa. Téssd perusajatuksena on osoit-
taa, ettd ongelma A on vahintddn yhtd vaikea ratkaistavaksi kuin ongel-
ma B. Tami tehdddn nayttamailld, miten ongelma B voidaan muuttaa
ongelmaksi A. Muunnoksesta kaytetidéin termié reduktio.

Ongelman todistaminen NP-tdydelliseksi tapahtuu yleensd kahdessa vai-
heessa:

(a) Todistetaan, ettd ongelma kuuluu luokkaan NP.

(b) Osoitetaan, ettd jokin NP-tdydellinen ongelma voidaan redusoida
tutkittavaan ongelmaan.?

Graafin ydin on joukko solmuja, joille patevit seuraavat ehdot:

(a) Ytimeen kuuluvien solmujen vililli ei ole kaaria.

(b) Kaikkiin ytimeen kuulumattomiin solmuihin péistiin yhdelli aske-
leella jostain ytimeen kuuluvasta solmusta.

Graafin ytimen 16ytdmisongelma kuuluu selvéstikin luokkaan NP, koska
se voidaan ratkaista epadeterministiselld Turingin koneella seuraavasti:

(a) Arvataan solmujoukko K. Tdhin kuluu O(|K|) askelta.

(b) Kéydédn lipi kaikki K:n solmuista lihtevit kaaret (a, b). Mikiili kaari
menee johonkin toiseen K:hon kuuluvaan solmuun, hyldtain vastaus.

Muussa tapauksessa merkitddn solmu b tarkistetuksi. Tahéan kuluu
O(|E|) askelta.

(¢) Lopuksi tarkistetaan, etti kaikki ytimeen kuulumattomat solmut ovat
merkittyjd. Tamé voidaan tehda ajassa O(|V]).

Seuraavaksi tdytyy redusoida jokin NP-tdydellinen ongelma peittavén jou-
kon etsimisongelmaan. Yksi perustavinta laatua olevista NP-tdydellisista
ongelmista on niin kutsuttu 3-SAT-ongelma. Ongelmassa on annettuna
joukko lauselogiikan klausuuleita, joissa kaikissa on tdsmélleen kolme lite-
raalia, ja tarkoituksena on l6ytaé jokin tapa asettaa loogisille muuttujille
totuusarvot siten, ettéd kaikissa klausuuleissa on vidhintddn yksi tosi lite-
raali.

Esimerkiksi klausuulijoukko:

{{z1, ~@2, 23}, {~21, "2, —as}t}

on toteutuva, koska valitsemalla z1:n ja xo:n arvoiksi tos: sekd x3:n ar-
voksi epdtosi, on kummassakin klausuulissa on vahintdéan yksi tosi lite-
raali. Muuttuja z; tekee ensimméisen klausuulin todeksi ja muuttuja x3

2Tarkkaavainen lukija voi téssé kohtaa ihmetelld, miten ensimméinen ongelma todistet-
tiin NP-taydelliseksi. Tamé tehtiin simuloimalla suoraan deterministisen Turingin koneen las-
kentaa. Useimmiten on huomattavasti helpompaa kéyttad jotain NP-tdydelliseksi ongelmaksi
tunnettua ongelmaa todistuksen tekemiseen.



tekee toisen klausuulin todeksi (—z on tosi tdsmilleen silloin, kun z ei
ole tosi). Téllaista muuttujien arvojen valintaa kutsutaan valuaatioksi, ja
siitd kdytetddn merkintdd V = {x1,z2, w3}, tai V(z1) = V(z2) = T,

V(l‘3) =F.

3-sAT-ongelma voidaan muuntaa graafin peittdmisongelmaksi seuraavalla
tavalla:

Olkoon 3-sAT-ongelmassa esiintyvien muuttujien joukko z1, ..., z, ja

klausuulien joukko C' = {C4, ..., Cy,} Muodostetaan graafi G = (V, E) si-
ten, etté jokaista klausuulia C; kohden verkkoon tulee yksittdinen solmu ¢;
ja jokaista muuttujaa x; kohden tulee kaksi solmua: x; ja —x;. Graafin kaa-
rirelaatio FF méaritelladn seuraavasti:

Kaikilla z;, kaaret (z;, —x;), (—z;, x;) € E.

Kaikilla x; € Cj, (l‘i,Cj) € FE.

Kaikilla —z; € Cj, (-z;,¢;) € E.

Kaikilla ¢;, (¢;,¢;) € E.

(a
(b
(c
(d

—_ D

Esimerkiksi yllaolevaa klausuulijoukkoa vastaava verkko on:

Zq L1 T2 X2 z3 T3
N N N

Graafin rakenne on suunniteltu siten, ettd solmu x; kuuluu ytimeen, jos
ja vain jos muuttuja x; on tosi valuaatiossa, joka toteuttaa klausuulijou-
kon. Samoin solmu —x; kuuluu ytimeen, mikéli x; ei ole tosi toteuttavassa
valuaatiossa. Solmujen z; ja —z; vilinen keskinéinen poissulkevuus toteu-
tetaan sillé, ettd niiden viélilld on kaaret kumpaankin suuntaan, joten nii-
den molempien mukaanottaminen rikkoisi ytimen mééaritelmén. Toisaal-
ta, jomman kumman solmuista taytyy kuulua ytimeen, silld niihin ei tule
mitddn muita kaaria, eikd méaéritelmén toinen ehto voi muutoin toteutua.
Mitaédn muita solmuja ei ytimeen voi kuulua, silld kaikista solmuista c; on
kaari takaisin itseensé.

Ylldolevassa verkossa on ydin K = {x1, z2, 723}, joka vastaa valuaatiota
X1 :T, I’QZT, I3:F.

Todistetaan vield formaalisti, ettéd graafilla on ydin tismalleen silloin, kun
klausuulijoukko on toteutuva.

Mikali graafilla G on ydin K, voidaan klausuulijoukon toteuttava valuaatio
muodostaa seuraavasti: V(z;) = T, joss x; € K, muuten V(x;) = F. Koska
K on ydin, on jokaista c¢;:td kohden K:ssa ainakin yksi solmu z siten,
ettd (z,¢;) € E. Graafin rakenteen perusteella z € C;, joten klausuuli C;
toteutuu. Koska sama péatee kaikille klausuuleille, toteuttaa valuaatio V
klausuulijoukon.



Mikéli klausuulijoukko C' on toteutuva, silld on ainakin yksi valuaatio V,
joka toteuttaa sen. Muodostetaan K siten, ettd x; € K, jos V(x;) =T, ja
-z; € K, jos V(z;) = F. Koska kaikille klausuuleille 16ytyy ainakin yksi
literaali x, joka on tosi, on kaikilla solmuilla ¢; graafin rakenteen perus-
teella vahintddn yksi ytimeen kuuluva edeltéja. Valuaatiossa on kullakin
loogisella muuttujalla tismalleen yksi arvo, joten K:ssa ei voi olla kahta
solmua, joiden vélilld on kaari. N&in ollen K on ydin.



