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Laskuharjoitus 10

Ratkaisut

4. Tyypin O kielioppi on nelikko G = (V,%,R,S), missi V, ¥ ja S on
médritelty samoin kuin yhteydettomien kielioppien tapauksessa. Kielio-
pin sd&nnot ovat muotoa

RCVH(V —S)V* x V*

S&dnnon vasemmalla puolella saa olla mikd tahansa merkkijono, kunhan
se vain sisdltdd ainakin yhden nonterminaalin.

Tehtévén ratkaisee kielioppi G:

Y ={a}

V =3SU{S,],F, N, A}

R={S—[N|,N—>FNAN —e
FA — AaF,Fa — aF, F] =],
[A—[la] = al,[] =€}

Ideana on johtaa aluksi n kappaletta F-nonterminaalia sanan alkuun ja n-
kappaletta A-nonterminaalia sanan loppuun. Témén jélkeen kuljetetaan
F-merkit sanan loppuun siten, etti aina kun ylitetdfin nonterminaali A,
lisdtddn sanaan sille kohtaa terminaalisymboli a. Koska sekd F' ettd A
merkkeja on n kappaletta, syntyy a-merkkeja n - n = n? kappaletta. Lo-
puksi siivotaan syntynyt merkkijono kuljettamalla alkumerkki [ sanan lop-
puun siten kaikki matkalla tavattavat A-nonterminaalit poistetaan.

) o 2 . )
Esimerkiksi sana a3 saadaan johdettua seuraavasti:

— [N] — [FNA] — [FFNAA] — [FFFNAAA] — [FFFAAA]

— [FFAaFAA] — [FFAaAaF Al — [FFAaAaAaF] — [FFAaAaAd

— [FAaFaAaAa] — [FAaaF AaAa] — [FAaaAaFaAa) — [FAaaAaaF Aa)
[FAaaAaaAaFa] — [FAaaAaaAaaF)| — [FAaaAaaAaal

[AaFaaAaaAaa) — [AaaFaAaaAaa) — [AaaaF AaaAaa)
[AaaaAaFaaAaa) — [AaaaAaaFaAaa)l — [AaaaAaaaF Aaal
[AaaaAaaaAaFaa] — [AaaaAacaAaaFa) — [AaaaAaaaAaaaF)
[AaaaAaaaAaaa) — [aaaAaaaAaaa) — alaaAaaaAaaa) — aalaAaaaAaaa)
aaa[AaaaAaaa) — aaalaaaAaaa)l — aaaalaaAaaa) — acaaalaAaaal

aaaaaaalAaaa)l — aaaaaalaaa)l — aaaaaaalaa) — aaaaaaaalal

L

aaaaaaaaal] — acaaaaaaa

5. Jos haluamme todistaa, etté jokin ongelma on ratkeamaton, voimme joko

(i) Lihted liikkeelle oletuksesta, ettd ongelma on ratkeava, ja johtaa siité
ristiriita kdyttden valitsemaamme formalismia.



(ii) Jos jo tieddmme jonkin toisen kielen olevan ratkeamaton, voimme
yrittdd palauttaa (redusoida) oman ongelmamme t&hén ongelmaan.
T&héankin on kaksi eri vaihtoehtoa. Ensimméinen vaihtoehto on se,
ettd osoitamme, ettd mikali pystyisimme ratkaisemaan tutkimam-
me ongelman voisimme myos kayttaa sitd kyseisen ratkeamattoman
ongelman ratkaisemiseen. Toinen mahdollinen tapa on osoittaa, etta
pystydksemme ratkaisemaan ongelmamme meidén taytyisi pystya rat-
kaisemaan ratkeamaton ongelma.

Téssé vastauksessa kiytetdéan jalkimmaéistd tapaa. Todistuksen ideana on
osoittaa, ettd pystydksemme ratkaisemaan ongelman “pyséhtyyké mie-
livaltainen Turingin kone M tyhjélla syotteelld, meidédn taytyisi pystya
ratkaisemaan ongelma “pysihtyyko mielivaltainen Turingin kone M’ sy&t-
teelld z”. Jalkimma&inen ongelma on Turingin koneen yleinen pysahtymis-
ongelma, joka on oppikirjassa todistettu ratkeamattomaksi.

Mikali ongelma on ratkeava, on olemassa Turingin kone, joka ratkaisee
kielen
L ={M | M pysihtyy sy6tteelld e} .

Toisin sanoen, on olemassa Turingin kone, joka saadessaan syttteekseen
minkd tahansa toisen Turingin koneen kuvauksen pystyy selvittdméan
pysdhtyyko tdma kone tyhjalla syotteelld. Todistukseksi kielen ratkea-
mattomuudesta riittds, ettd loyddmme yhdenkin Turingin koneen, jonka
pyséhtymisté ei pystyté selvittdméaén.

Muodostetaan Turingin kone M, joka toimii seuraavasti: saatuaan syot-
teekseen tyhjin merkkijonon kone kirjoittaa aluksi nauhalle mielivaltaisen
merkkijonon z (kirjoitettava merkkinono voidaan valita epéddeterminis-
tisesti). Tdmén jilkeen kone siirtyy simuloimaan mielivaltaista Turingin
konetta M, eli se tekee tismalleen samat siirtymét kuin kone M’ :kin tekisi.

Nyt kone M pysihtyy syotteelld e tdsmélleen silloin , kun kone M’ pysihtyy
syotteelld x. Koska jialkimméinen ongelma ei ole ratkeava, ei myo6skéén
voi olla olemassa mitdéin algoritmia sen selvittdmiseksi, pysdhtyyko M
syotteelld e. Néin ollen ongelma on ratkeamaton.

. Olkoon annettuina kaksi Turing-hyviksyttavad kieltd L; ja Lo. Talloin
on médritelmén mukaan olemassa kaksi Turingin konetta M; ja Ms, jot-
ka hyviiksyvit kyseiset kielet (eli L(My) = Ly ja L(Mz) = La). Muo-
dostetaan niitd kayttden 2-nauhaiset Turingin koneet M ja My, jotka
hyviksyvét kielten leikkauksen ja unionin.

(a) Leikkaus:

Muodostetaan M siten, ettd suorituksen aluksi M kopio syGtteen
w 2-nauhalle. Témén jilkeen M _cap simuloi koneen M; toimintaa
syotteellda w kédyttden ensimmaistd nauhaa tyonauhanaan. Mikali My
pysdhtyy, tiedetdén, ettd w € Li. Nyt voidaan simuloida konetta
Ms syotteelld w kdyttien toista nauhaa tyénauhana. Mikédli Ms:kin
pysdhtyy, kuuluu sana molempiin kieliin, ja Mn hyviksyy sanan.
Mikéli w ei kuulu jompaan kumpaan kieleen, jaé kyseisen kielen tun-
nistava kone ikuiseen silmukkaan, eikd kone Mn pysdhdy. Néin ollen
Mn hyvaksyy kielen Ly N Lo.



(b) Unioni:
Kielten unionin tunnistava kone M, muodostetaan samalla periaat-
teella. Téssd tdytyy kuitenkin huomata, ettd koneita M; ja My ei
voida simuloida perdkkéiin, koska M;:n jaddessd ikuiseen silmukkaan
(kun w ¢ Lq) ei pdéstéd koskaan tarkistamaan kuuluisiko sana w kie-
leen L2.
Ratkaisuna on simuloida koneita M; ja Mj rinnakkain, yksi askel
kerrallaan. Ensiksi suoritetaan koneen M; laskennan ensimméinen
siirtymaé, sitten Ms:n ensimméinen siirtymaé, sitten Mi:n toinen siir-
tyma ja niin edespéin. Mikéli sana kuuluu jompaan kumpaan kieleen,
joko M tai My pyséhtyy joskus, jolloin M hyvéksyy sydtteen.



