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.1 Motivaatio

« Lauselogiika On useisiin tarkoituksiin liian yksinkertainen: olkoon
A ="a on viallinen", B = "“b on viallinen", C = “c on viallinen”.

Tallgin Kaikki ovat viallisia” = AABAC ja
“jokin on viallinen" = AV BV C.

* Erityisesti objektien vélisten suhteiden kuvaaminen on hankalaa
(tarvitaan paljon lauseita, jotka Ovat muodoltaan samankaltaisia).
Esimerkk.

“Jos x on isompi kuin y ja ¥ on isompi kuin z,

niin £ on isompi kuin 2".

Cyq = “c on isompi kuin d’, D, = “d on isompi kuin €', ™
(Cd/\De —)Ce)/\(Ce/\Ed—>Cd)/\(De/\EC—>DC)/\---

\

/
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1.2 Predikaattilogiikan aakkosto

Predikaattilogiikan kielessd £ kdytetddn seuraavia symboleja:

* Muuttujasymbolit V = {z,y, z,...}

* Vakiosymbolit C = {a,b,c, ...}

* Funktiosymbolit F = {f,g,h,...}

« Predikadttisymbolit P = {=,P,Q, R, ...}
¢ Lauselogiikan konnektivit —, A, V, —, ¢

* Kvanttorisymbolit 3,V

* Sulut () ja pilkku ,

\
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/Mf—iéiritelmi—i.

 Jokaisella funktiosymbolilla f € F on paikkaluku n > 0
(mik3d m33r33 f:n argumenttien lukum3iran).

« Vastaavasti predika@ttisymboleilla P € P on paikaluvut n > 0.

o Mééritellagdn F,, = {f € F | f:n paikaluku on n} ja
Pn ={P € P | P:n paikaluku on n}.

o Yhtisuuruuspredikadtti = € P on kaksipaikkainen, eli =€ Ps.
o Titen F=U{F, |n>0}jaP =U{P,|n>0}
Huomioita.

* Vakiosymbolien joukko C voitaisiin vaihtoehtoisesti maaritelld
0O-paikaisten funktiosymbolien joukkona Fg.

k. Joukon Py symbolit vastaavat lauselogiikan atomisia lauseita.
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/1.3 Kielen m3aritelma
Predikaattilogiikan kielen £ m&dritelmé on kolmitasoinen: ensin
madritell33n termit, sitten atomikaavat ja lopulta varsinaiset ka2vat.

Maé&zaritelm3.
1. Jokainen muuttujasymboli v € V on termi.
2. Jokainen vakiosymboli ¢ € C on termi.

3. Jos f € F,, on n-paikainen funktiosymboli ja 1, ..., %, ovat

termej3, niin myds f(t1,...,t,) on termi.

4. Muita termeja ei ole.

Esimerkk. z, ¢, f(z), f(f(f(f(F(2))), 9(f(),9(f (), 9(z,c))).

Madadritelmd. Termi, jossa ei esiinny muuttujia, on muuttujaton termi

(engl. ground term).

\

/
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Maaritelmd.
1. Jos t1 ja ty ovat termejd, niin t; = to on atomikaava.

2. Jos P € Pg on 0-paikainen predikaattisymboli, niin P on
atomikaava.

3. Jos P € P, on n-paikainen predikaattisymboli (misséd n > 0)

jati,...,t, ovat termejd, niin P(t1,...,t,) on atomikaava.

4. Muita atomika2VOja ei ole.

EsimerkK. Atomika2voja ovat mm.
P(ml)a Qa 1 = T2, g($13$2) = f(f(cl))a
R(Clvxlvyl) ja S(x],C],f(x),h/(f(x]),C],Z‘]),$27$2,$3),

mutta esim. f(R(x),c) ei ole atomikaava (eikd edes termi).

-

~
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Méaritelma.

1. Jokainen atomikadva ¢ on kaava.
2. Jos ¢ ja 1) ovat kaavoja ja £ on muuttuja, niin myds
(=), (BVY), (BAY), (¢ = ). (¢ <> ¥), (Vag), (z¢)
ovat kaavoja.
3. Muita ka?voja ei ole.

Esimerkk. Predikaattilogiikan ka2voja: P(c), (Vz(P(z) — Q())),
(Ve (P(z) V (Q(x,9)))), (Bz(Vy(VzP(z,y,2))))-

Symbolijoukkoihin V,C, F ja P perustuva predika2ttilogiikan kieli £
méadritelldan edelld annetuilla periaatteilla muodostettavissa olevien

kaavojen joukkona.

\

/
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/Sopimukset sulkeiden kadytostd

¢ Konnektiivien presedenssiluokat ovat seuraavat:
1. =, Vv ja Jv (missd v € V) ovat vahvimmat konnektivit.
2. V ja A ovat néitd heikompia, mutta vahvempia kuin — ja <.

3. — ja > ovat heikoimmat konnektiivit.

» Lauselogiikan yhteydess3d kdytté6notettuja periaatteita sulkeiden
vahentdmiseksi kdytetddn myds kaavoja kirjoitettaessa.

Esimerkk. Titen kaava
(F2(Vy((F2(P(z,2) A P(2,9))) = (Q(z) V Q(y)) V R(z,v)))))

voidaan kirjoittaa selkeimmin

-

Jay(Jz(P(z, 2) A P(z,9)) = Q) V Q(y) V R(z, y)).

~

/
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/Kaavojen jdsennyspuut

Keksistentiaalisesti kvantifioitu kadVva:

/
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Predikaattilogiikan kaavoilla on Va

yksikdsitteinen jasennyspuu. L

Kaavan Vz(P(z) — Q(f(z,c)))

jdsennyspuu on annettu oikealla. / \
P Q

Kyseinen kaava on muodoltaan ‘ |
T f
x c
Huomio. Jdsennyspuun juuressa oleva konnektivi miarda edelleen, mitd

muotoa lause on. Esimerkiksi 3z P(x) — Yz P(z) on muodoltaan
implikaatio, kun taas Jz(P(z) — YyQ(y)) on muodoltaan

universaalisti kvantifioitu kaava.

/

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Predikaattilogiikka

~

1.4 Kvanttoreihin liittyvid maaritelmid

Kaavan alikaavat maardytyvat seuraavasti:
¢ Atomisen kaavan 1 ainoa alikaava on 9 itse.

« Kaavan zy (Vo) alike@vat ovat dzy (Vzy) ja ¢in alikadvat.

* Lauselogiikan konnektivit (=, —, <>, V, A) kisitellddn vastaavalla
tavalla (vrt. alilauseiden ma&ritelm3 lauselogiikan tapauksessa).

Esimerkk. Kaavan ¢ = dzA(z, z) A 3z(S(z) A N(z)) alika2voja ovat
¢, IxA(z,z), Jz(S(x) A N(z)), A(z,z), S(z) A N(z), S(z) ja N(z).

\ /
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Madadritelmd. Olkoot dx1) ja Vx¢ predikaattilogiikan kaavoja. Alikaava 1

on kvanttorin 3z vaikutusalue kaavassa Iz1p. Vastaavasti alikadva ¢ on
kvanttorin Vz vaikutusalue ka2vassa Vz¢.

Esimerkk.

Vapaat ja sidotut muuttujat kaavassa

Vz

e (Pa) = Q@ 9)
——
Jy

dx dz
~ -\ ~ =
dz (Q(z) <> Vz P(x,z)) Vdxz R(x)
N——
Vo

\ /
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Masgritelmd. Muuttujan = esiintym3 ka2vassa ¢ on sidottu, jos se
sijaitsee kvanttorin Vz (tai Jz) vaikutusalueessa. Kvanttorisymbolia

Predikaattilogiikka

~

seuraava muuttujaesiintyma on sidottu.
Jos muuttujan x esiintymd ei ole sidottu, niin z:n esiintym3 on vapaa.

Muuttuja x esiintyy vapaana ¢:ssd, jos silld on vapaa esiintyma ¢:ssa.

Esimerkk.
sid. sid. vap. vap. sid. sid. sid. vap.
P T e AN A N e
Vi (P(Cx "y "2 )v3Ty (Q(Cy ) » R(Cx 2 )
Méaritelma.

Kaava ¢ on lause, jos siind ei ole vapaita muuttujaesiintymia.

-
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Termin sijoittaminen kaavaan

Predikaattilogiikka

\

Méaritelm3. Olkoon ¢(z) kaava, jossa muuttuja z mahdollisesti esiintyy
vapaana ja t termi.

1. Kaavalla ¢(t) tarkoitetaan kaavaa ¢(z), jossa jokainen muuttujan z
vapaa esiintyma on korvattu termilld ¢.

2. Termi t on sijoitettavissa ka@vaan ¢, mikéli mikddn termin ¢
sisdltdma3 muuttujan z esiintymi ei joudu sijoituksessa kvanttorin

(Vx tai dx) sitomaksi.

Huomic. Muuttujaton termi ¢ on aina sijoitettavissa.

\ /
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/Esimerkk'.

1. Olkoon ¢(y) = Az(P(z,y) V Q(y, x)).

— Sijoittamalla muuttujattomat termit ¢ ja f(f(d)) kadvaan o(y)
saadaan ¢(c) = dz(P(z,c) V Q(c, z)) ja

o(f(f(d)) = Zz(P(=, f(f(d))) vV Q(f(f(d)),z)).
2. Olkoon 9(z) = JzP(z) A Q(z).
— Sijoittamalla ¢ saadaan v¢(c) = dzP(z) A Q(c).
3. Olkoon &(y) = Jz(P(x) A Q(y)).

— Termi f(z) ei ole sijoitettavissa kadvaan £(y), koska f(z):n
sisdltdmad muuttujaesiintyma x joutuisi kvanttorin dx sitomaksi.

Predikaattilogiikka

~

— Sen sijaan termi f(z) on sijoitettavissa ja tulokseksi saadaan

§(f(2)) = Fx(P(2) NQ(f(2)))-

/
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1.5 Lauseiden muodostaminen

1. Tunnistetaan kuvattavaan jarjestelmaan liittyvat objektit:
¢ Otetaan kayttoon vakiosymboli jokaiselle objektille, johon on
tarve viitata erikseen, eli nimetdan tarvittavat objektit.
e Mikali objektien vilillz on funktionaalisia riippuvuuksia, otetaan
kdyttéon vastaavat funktiosymbolit.

2. Tutkitaan millaisia relaatioita objektien vililld on ja otetaan
kdyttoon nditd vastaavat predikaattisymbolit.

3. Kuvataan relaatioiden véliset riippuvuudet kirjoittamalla niille
mairitelmit predikaattilogiikan lausein.

mutta t3ll6in t3lldin m3aritelm33n tulee liitt33 funktionaalisuusehto.

\

Huomio. Funktiosymbolin voi tarvittaessa korvata predikaattisymbolilla,

/
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/Esimerkk'.

Olkoon t = “tuoli”, h = “hattu”, s = “sateenvarjo” vakioita ja
P(z,y) = “z on y:n paills” kaksipaikainen predikaatti- Tallgin:
—P(s,t) = “sateenvarjo ei ole tuolin p33ll3".
dzP(z,h) =
“on olemassa z, joka on hatun paallg”,
eli “hatun p3illa on jotakin”.
JzVy-P(y,z) =
“on olemassa x siten, ettd mikddn y ei ole x:n p3alld”,
eli “jonkin paill3 ei ole mitdan".
Vz(P(z,h) = P(x,t)) =
“kaikille z: jos x on hatun p33ll4, niin z on tuolin p33lld",
eli Kaikki hatun p3illd olevat ovat tuolin paalld”.

~
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/Esimerkk'.

p

SAIRAANHOITAIAT e

N arvostaa

on velkaa ygada -

N(e) = Ale,e)
Jzy(S(z) A S(y) AV (z,y))
~Vz(S(z) = N(z))

.

dzdy(Y (z,y) AN Y (y,2))
dzA(z,z) A dz(S(xz) A N(x))
V(Y (z,c) = V(a,x))
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/Esimerkk'. Funktiosymbolit tarjoavat tavan esittdd induktivisia
tietorakenteita termien avulla.

A

1. Luonnolliset luvut: vakiosymboli 0 ja funktiosymboli s € F;.
2. Listat: vakiosymboli e (tyhj3 lista) ja funktiosymboli ¢ € F5.

3. Bindaripuut: funktiosymbolit [ € F; (lehtisolmut) ja t € F
(sisdsolmut).

a,

a/O\b' a/o\o
b/ \c

» Termit 0, 5(0), s(s(0)), ... vastaavat luonnollisia lukuja 0,1,2;...

» Termit e,c(a, e),c(a,c(b,e)),... vastaavat listoja [ |, [a], [a, ], . . .

o Termit I(a),t(l(a), (b)), t(I(a),t(I(D),I(c))),. .. vastaavat puita

/
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Esimerkk. Esitetd3n bindaripuut kuten edelld funktiosymbolien [ ja ¢
avulla. Kirjoitetaan m3aritelmd seuraavalle predikaatille:

P(z,y) = “bindripuu = on bindaripuun y peilikuva”.

Koska bindaripuut muodostavat induktiivisen tietorakenteen, on
luontevaa, ett3 predikadtille P(z,y) joudutaan kirjoittamaan
induktivinen/rekursivinen madritelmd seuraavalla tavalla.

* Perustapaus (pelkdst3 lehtisolmusta koostuvat bindaripuut):
Va(P(l(z),l(x)))
* Induktioaskel (monimutkaisemmat bindaripuut):
Va1 Vy Voo Vya (P(z1,y1) A Pz, y2) — P(t(x1,22),t(y2,41)))-

— Maiaritelm3 kattaa kaikki bindaripuut.

\

~

/
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2 P edikaattilogiika" semantiikka
r

o Struktuurit

« Predikaattilogiikan totuusméaaritelma

e Semanttiset peruskdsitteet

-

~
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2.1 Struktuurit

Predikaattilogiikassa totuusjakelut korvataan struktuureilla.

Méiritelm3d. Struktuuri (rakenne) A kielelle £ koostuu

« universumista A, joka On jokin ei-tyhjd joukko, sekd

« vakio-, muuttuja-, funktio- ja predikadttisymbolien tulkinnoista:
1. Vakiosymbolin ¢ € C tulkintana on alkio ¢ € A.
2. Muuttujasymbolin v € V tulkintana on alkio v € A.
3. Funktiosymbolin f € F, tulkintana on funktio f4: A™ — A.
4. Predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on relaatio P4 C A”.

Struktuuri voidaan edelleen ymmairtdd yhden asiaintilan kuvauksena.

.
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Huomiocita.
ﬁ . . - .- . .
o Joukon A™ = A x --- x A alkiot ovat monikkoja (tai jonoja)
(a1,...,an), missd alkiot a; € 4, ..., a, € A.

* Erikoistapaukset: A' = A ja A% = {()}, miss3 () on tyhj3 jono.

e Kvanttoreilla dv ja Vv tullaan jatkossa viittaamaan universumin eri
alkioihin. Muuttujan v arvon vaihtaminen struktuurissa A tapahtuu
seuraavasti:

Maédritelma. Struktuurilla A[v — a] tarkoitetaan struktuuria A’,

joka on muuten sama kuin A, mutta muuttujasymbolin v € V
tulkintana v onkin annettu alkio a € A (alkion v* sijaan).

\ /
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/Esimerkk'. \

Helsinki

Hampuri

Berliini

A = {he,tu,ha,be,lo} Helsinki* = he
Tukolma? = tu Hampuri* = ha
Berliini® = be Lontoo® = o
piskaupunki® = {he,tu,be,lo} C Al = A

\ lento” = {(he, tu), (tu,lo), (lo, be), (he, ha), (ha, be)} C A2/
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2 2 predikaattilogiikan totuusmaaritelma

Termien tulkinta struktuurissa

Maidritelmd. Olkoon A struktuuri kielelle £.

* Vakio ¢ € C nimeai universumin alkion cA.

» Muuttuja v € V nimea universumin alkion v

+ Jos termit t1, ..., t, nimedvit universumin alkiot t{1,... t2 ja
f € Fp, niin termi f(ty,...,t,) nimedd universumin alkion

FARE, - 8.

NZin voimme viitata kielen £ termeilld universumin A alkioihin
(kunhan vakio-, muuttuja-, ja funktiosymbolien tulkinnat on annettu).

\ /
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Esimerkk. Tarkastellaan vakiosymbolia ¢ € C ja funktiosymboleja
f € F1 ja g € Fs. Olkoon struktuurin A universumi A luonnolliset luvut
0,1,2,.... Valitaan em. symbolien tulkinnat seuraavasti:
A = 0,
fA = seuraajafunktio, eli fA(n) =n+1, ja
g = summafunktio, eli g4(n,m) =n + m.
Talléin ¢ nimedd alkion 0,
f(e) nime33 alkion 1,
fre) = f(F(---f (c)...)) nimess alkion n ja
-
[ —
n kpl
g(f(e), f(f(e)) nimedd alkion 3.
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Kaavojen totuusarvojen laskeminen struktuurissa
Olkoon A struktuuri kielelle £.

Magritelmd. Seuraavassa mairitellisn, milloin ka2va ¢ € £ on tosi
struktuurissa A (merk. A = ¢) ja milloin epdtosi (merk. A [~ ¢).

1. At =ty <= t{* ja t5* ovat sama universumin A alkio
(t1 ja t2 ovat mitd tahansa termejd).

2. AEP(ty,...,t,) =
(t1,...,tn)" (eli jono (tfA, ..., t2)) kuuluu tulkintaan P4
(n >0, t1,...,t, ovat mitd tahansa termejd ja P € P,,).
3. A= P <= tyhji jono () kuuluu tulkintaan P4 (P € Py).
4 AE-a <= AFa

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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/5../4':0[/\,8 — AEFaja AE=Ep.
AEaVp <= AEatai AEg.
A=Ea—f <<= AFfatai AE=pB.
AEa+ B < jokoA=Eaja AE=L tai AFE aja AR L.
AE Jza(z) =

Alz — a] = a(z) jollekin universumin alkiolle a € A.
10. AEVza(z) —

Alz — a] = a(x) kaikille universumin alkioille a € A.

A

e © N o

Viite. Kaikille kaavoille ¢ € L pitee joko A = ¢ tai A £ ¢.

Viite. Jos kaava ¢ € L on lisdksi /ause, sen totuusarvo ei riipu

\muuttujien v € V tulkinnoista struktuurissa \A.

/
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/Esimerkk'. Tarkastellaan graafin solmujen joukkoa (universumi) ja

A

esitetddn kaaret kaksipaikaisen predikaatin K avulla. Nyt esim. graafia

So __$S1 __$2

L |

vastaa struktuuri A, jonka universumi on A = {sq, s1,52} ja K:n
tulkinta K4 = {(sg, 51), (51, 82), (52, 52)}.

1. <80,81> S K‘A i <x7y>A[m'—>50;y'—>51] c KA[mHSO,y'—mﬂ
= A[mHSanHsl]':K(may)
=  Alz — so] EF JyK(z,y).

2. Vastaavasti (s1,s9) € KA = Az + s1] | JyK(z,y).

3. Vastaavasti (s2, s9) € KA = Az + s5] | JyK (z,9).

\

~

/
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Esimerkk. (jatkoa)

Predikaattilogiikka

4. Koska Alz — s;] = JyK (z,y) jokaiselle universumin alkiolle
s; € A, saamme A |= Vz3dyK(z,y).

5. Lisdksi esim.

(s2,82) € KA (m,m)A[EHSQ] c KAlz—s2]
Alz — s3] E K(z,z)
Alz — s3] = —K(z, )
A ENVr-K(z, x)
A = -Vz—K(z,z).

Lty

.
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2.3 Semanttiset peruskdsitteet

¢ Semanttisten peruskdsitteiden maaritelmit ovat muodoltaan samat.

« Olennaisena erona lauselogiika? on, ettd lauseiden rakenne on
monipuolisempi ja ettd struktuurit korvaavat totuusjakelut.

Madaritelmd. Struktuuri A on lauseen o € £ malli, joss lause a on

tosi A:ssa eli A = a.

Madritelmd. Struktuuri A on lausejoukon ¥ C £ malli, joss kaikille
lausejoukon X lauseille o € ¥ patee A = 0.

\ /
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Midritelmd. Lause o € L (tai lausejoukko X C L) on toteutuva, joss
ainakin yksi struktuuri A on sen malli.

Esimerkk. 3zVyP(z,y) on toteutuva.
Olkoon A:n universumi A = {1,2} ja P4 = {(1,1),(1,2)}.

1. (1,1) € PA YAl Ly=1] ¢ pAle1y1]

(z,y
Alz — 1,y = 1] E P(z,y).

—
—

2. (1,2) € PA = (z,y)Alrm1yo2 ¢ pAlemlys2]
= Az~ 1,y— 2] = P(z,y).
FVy

3. Siis A[z — 1] P(z,y) ja Al JaVyP(z,y).

\

~

/
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kaikissa L:n struktuureissa A.
Esimerkk. = (VzP(z)) < (—=Jz—P(x))

Kaikille kielen £ struktuureille A p3tee:

A =VzP(z)
< Alz — a] E P(z) kaikille a € A
> gAlzmad e pAlPal aikille a € A
<= & ole niin, ettd gAlr—al g pAle—a] jollekin a € A
<= i ole niin, ettd Az — a] £ P(x) jollekin a € A
<= i ole niin, ettd Az — a] | —P(z) jollekin a € A
— A% Jz-P(x)
<= AE=-dz-P(x).

/Mf-if«iritelmﬁ. Kielen £ lause @ on pétevd (merkitéddn = a), joss A = a\

A
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Esimerkk. = VzP(z) Vv -VzP(x)
Olkoon A mielivaltainen L:n struktuuri.

Maé&aritelmd. Kielen £ lause a on L:n lauseiden X looginen seuraus
(merkitddn X |= «), joss « on tosi jokaisessa X:n mallissa.

Esimerkk. {VzP(z)} E JzP(x)
Olkoon A struktuuri siten, ettd A |= VzP(z). Tallgin
— kaikille a € A pétee A[z — a] = P(z)
= Jollekin a € A pétee Alx — a] E P(z)
(universumi A on ei-tyhj3 struktuurin m3aritelmin perusteella)

= A= dzP(x).

\

Nyt A EVzP(z) <= A —VzP(z), joten A |EVzP(z)V -VzP(z).
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/Peruskéisitteiden vilset yhteydet
Seuraavat pitevit myds predikadttilogiikan tapauksessa:
* = a < -« on toteutumaton.
* ¥ =a < X U{-a} on toteutumaton.
ckFa <= lEa
{61,.... 0} F O = FEIA N — ¢

» Kompaktius: jos ¥ = ¢, niin on olemassa darellinen osajoukko
¥ C X siten, ettd ¥ | ¢.

*+ ¥ C Cn(%).

* Monotonisuus: X1 C ¥ = Cn(X) C Cn(Xs).

* Cn(Cn(X)) = Cn(X%).

-
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/Esimerkk'.

tentti(tiistai),

tentti(keskiviikko),

luento(keskiviikko),

Vx(—tentti(z) A —luento(z) — vapaa(zx))

Onko X |= vapaa(perjantai)? Ei, koska 16ytyy vastamalli A, jonka
perusteella ¥ [ vapaa(perjantai) eli A = X ja A F~ vapaa(perjantai)!

Olkoon universumi A = {t, k,p} ja symbolien tulkinnat seuraavat:

tiistait = ¢ keskiviikko? = k&
perjantai* = p tentti? = {t,k}
luento® = {k,p} vapaatt = {}

\

/
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3 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

* Taulusd&nndt kvanttoreiden kdsittelyyn
« Semanttiset taulut predika2ttilogiikalle
¢ Ohjeita taulutodistusten laadintaan

¢ Systemaattinen taulu

* Vastamallin konstruointi

~
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3.1 Taulusddnnoét kvanttorien kiasittelyyn

* Muotoa T Jzp(z) (tai EVzp(z)) oleva solmu tulee hajoittaa
kertaalleen k3yttden jotain (hajoitushetkelld) wutta vakiota c.

T Jzp(x) EVzo(z)
| |
Tp(c) Ep(c)
c uusi vakio | ¢ uusi vakio

* Olkoon P polku (juurisolmusta lehtisolmuun), jolla solmu T 3zp(z)

(EVzp(z)) esiintyy ja jota on tarkoitus jatka? 20 taulusddnnalla.
Vakio ¢ on wusi, mikili se ei esiinny polulla P.

Huomio. Uuden vakion kiytt66notto johtuu siitd, ettemme tied3d, mill

universumin alkiolla on ko. ominaisuus ¢ (tai ei ole ominaisuutta ¢).

\ /
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* Muotoa TVzp(z) (tai E Jzp(z)) oleva solmu tulee (tarvittaessa)
hajoittaa kaikille muuttujattomille termeille t (vakioita tai vakioista
ja funktiosymboleista rakentuvia termej3).

TVzo(x) Ezp(x)

| |
Tp(t) Eop(t)

t muuttujaton | ¢ muuttujaton

termi termi

Huomio.

¢ Muuttujattomia termej3 voi olla d3retén m3ard, joten muotoa
TVzp(z) (tai Edzp(x)) olevaa solmua ei vilttimattd saada
hajoitetuksi soveltamalla ao. taulusddntdd darellisen monta kertaa.

\ /
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Esimerkk.

Predikaattilogiikka

1. T xVy3dzP(z,y, 2)
|
2. TVy3zP(a,y,z) & */®
|
3. T3zP(a,a,z) > ¥/°

(a uusi vakio)

|
4. TP(a,a,b) 3 #/b (b uusi vakio)

|
5. T3zP(a,b,z) 2 ¥/*
|
6. TP(a,b,c) 5 #/¢

jne.

(c uusi vakio)

\ /
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3.2 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

e Semanttisten taulujen maaritelma sdilyy ennallaan.

» Ehtoja, milld polun solmu on hajoitettu, joudutaan tdydentdmaan:
Olkoon T semanttinen taulu ja P polku juurisolmusta lehtisolmuun

T:ssa. P:n solmu T'Vzp(z) (F dze(x)) hajoitettu polulla P, jos

— polulla P esiintyy Tp(t) (E¢(t)) kaikille muuttujattomille
termeille ¢, jotka voidaan muodostaa polulla P esiintyvistd vakio-
ja funktiosymboleista (vakiosymboleja on oltava ainakin yksi).

Huomio. Mikéli polulla P ei esiinny vakiosymboleita, T V()
(E Jzp(z)) tulee hajoittaa kdyttden jotain uutta vakiosymbolia c.

» Muilta osin semanttisen taulun (ja sen polkujen) ristiriitaisuuden ja

valmiuden maaritelmat sdilyvat ennallaan.

\ /
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¢ Taulumenetelmi3 voidaan kayttda erilaisten loogisten ongelmien
ratkomiseen aivan kuten lauselogiikankin tapauksessa.

Maé&aritelmd. Taulu 7 on lauseen ¢ todistus, jos taulun 7 juurisolmuna
on E¢ ja T on ristiriitainen. Jos lauseella ¢ on todistus, on ¢
teoreema/todistuva (merkitdan - ¢).

Madzaritelmd. Lause ¢ on johdettavissa darellisestd lausejoukosta

Y ={d1,...,0} (merkitidn X F ¢), joss juurisolmusta
E(¢1N - Apn — @)
muodostettu valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

Viite. X - ¢ < X = ¢ (virheettdmyys ja tdydellisyys).

.

\
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Esimerkk. Onko {P(a),Vz(P(z) — Q(z))} F Q(a) 7

1. TVz(P(z) — Q(z))

Taulu on ristiiriitainen. Lause @(a) on siis johdettavissa lausejoukosta
{P(a),Va(P(z) — Q(z))} (sekd lausejoukon looginen seuraus).

-

/
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Esimerkk. Onko {Jz(P(z)

AQ(z))} = P(a) 7

1. TEIx(P(T) A Q(x))
2. EP(a)

|
3. T(P(b) A Q(b)) 1 =/
|
4. TP(b) 3
|
5. TQ(b) 3

Taulu saatiin valmiiksi muttei ristiriitaiseksi. Lause P(a) ei ole
johdettavissa lausejoukosta {Jz(P(z) A Q(z))}
(eikd mydskdadn lausejoukon looginen seuraus).

\
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3.3 Ohjeita taulutodistusten laadintaan

e Lauseen rakenne mairdi edelleen, mit3 taulusdantda tulee kiyttad

(jasennyspuun juuressa oleva konnektivi).

¢ Solmujen hajoittamisjarjestykselld voi usein vaikuttaa taulun kokoon
(haarautumista kannattaa valttda).

o Jalkimmaisissd kvanttorisddnnoissd esiintyvan ¢:n tilalle valitaan
hajoittamishetkelld (eikd mydhemmin) jokin vakio tai funktio- ja
vakiosymboleista rakentuva termi.

¢ Valitsemalla muuttujattomat termit ¢ sopivasti voidaan usein
nopeuttaa taulun valmistumista.

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Esimerkk. Osoitetaan {VzP(z)} F JzP(z).

1. TVxP(x)

2. EEI:lcP(:U)

I

3. TP(c)" @/c
I

4. EP(c)? @/¢
X

Huomio. Taméa on perusteltua, koska universumissa A on aina
!é'hintéié'n yksi alkio a € A, joka voidaan nimeti (eli ¢A = a).

1. Valitaan muuttujattomaksi termiksi ¢ vakio, joka €l esiinny lauseissa.

\

/
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2. Solmu T'Vzp(x) (tai E Jzp(x)) joudutaan hajoittamaan useasti.

Esimerkk. {VzP(z)} - P(a) A P(b)

1. TVxP(x)

|
E(P (? P(b))
3. TP(a)' */@
|

4. TP(b)' /b

~
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3. Muuttujien korvaaminen sopivilla muuttujattomilla termeill3.

Esimerkk.
{VaVyVz(P(z,y) A P(y, z) = P(z,2)), P(a,b), P(b,c)} F P(a,c)

* Semanttiseen tauluun tulee solmu
TVzVyVz(P(x,y) A P(y,z) — P(x,z)), josta voidaan johtaa
kvanttorisddnngilld 27 erilaista todeksi merkittyd implikadtiota.

« Ristiriidan johtamisen kannalta olennaisia ovat implikadtioista ne,
joissa esiintyy atomisia lauseita P(a,b), P(b,c) ja P(a,c).

e Esimerkin tapauksessa tama johtaa ensimmaiiseksi z:n, y:n ja z:n
korvaamiseen vakoilla a, b, ja ¢ (ndin saatava implikadtio riittdd).

« Muita implikadtioita ei tarvita, ja niiden johtaminen ja mahdollinen

hajoittaminen johtaa semanttisen taulun tarpeettomaan kasvuun.

\ /
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aulutodistus muodostuu kokonaisuudessaan seuraavaksi:
1. TV2VyVz(P(z,y) A P(y,z) = P(z,2))
2. TP(a,b)
3. TP(b,c)
4. EP(a,c)
5. TVyVz(P(a,y) A P(y,z) = P(xz,z))" */@
6. TVz(P(a,b) A P(%), z) = P(a, z))5 v/*
6. z/c
7. T(P(a,b) A P(b,c) —>\P(a, c))

/
8. E(P(a,b) A P(b,c))" 8 TP(a,c)"
\ X
9. EP(a,b)* 9. EP(b,c)*
X X

-
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Esimerkk. {VzP(z),Vz(P(z) = Q(x)),Q(a)} F VzQ(z)

Solmujen keskindinen hajoitusjarjestys voi olla ratkaisevassa roolissa.

1. TVzP(x)
2. Tvx(P(ml) — Q(z))
3. TQ(a)
4. EvlmQ(x)
5 EQ |c)4- z/e
6. TPﬁc)l' /e
7. T(P(c) = Q(o))* */
8. EP(c)" 8. TQ(c)"

X X

.
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Kvanttorisekvenssien kdsittely

Jatkossa sallimme seuraavien johdettujen taulusddntdjen kdyton
kvanttorisekvenssien kisittelyssa:

TVzy - -Veap(ry, ..., 2n) | EJzy - Jzne(xy, ..., 20)
Tga(tl,l. ey tn) Ego(tl,l. o tn)
T3z, - -Fzpe(z1, ..., Tn) | EVZy---Veo(xy, ..., 2,)
T(p(cl,l. .y Cn) Ego(cl,l. .y Cn)

Y3 ¢, ..., c, ovat ao. taulusddntdjen edellyttdmid wusia vakioita ja

vastaavasti t1,. .., t, ovat valittuja muuttujattomia termeja.

/
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3.4 Systemaattinen taulu

e Lauselogiikan keskeiset padittelyongelmat ovat ratkeavia.

Esimerkk. Voidaan konstruoida deterministinen Turing-kone T', jonka
suoritus pysdhtyy sy6tteeksi annetulla lauselogiikan lauseella ¢

1. hyvdksyvdin tilaan k& (kylld), jos sybte o on pitevi, ja
2. hylkdivain tilaan e (ei), jos sybte p ei ole pateva.
Huomioita.

 Tillainen algoritmi voi perustua esim. totuustaulukkoihin,
semanttisiin tauluihin tai resoluutioon.

* Myds looginen ekvivalenssi, looginen seuraavuus ja toteutuvuus ovat
lauselogiikan tapauksessa ratkeavia ongelmia.

/
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« Predikaattilogiika € ole ratkeava, vaan puoliratkeava.

Esimerkk. Lauseen ¢ pitevyyden tarkaStamista varten voidaan
konstruoida seuraavanlainen deterministinen Turing-kone T":

1. Jos sybte o on patevd, T pysihtyy hyviksyvdidn tilaan k (kyll3).
2. Jos sybte ¢ ei ole pitevd, T pysdhtyy joskus hylkddvaan tilaan e (ei)
ja joskus T ei pysdhdy lainkaan.

Huomio. Téllainen algoritmi voi perustua semanttisiin tauluihin:

* Rakentamalla semanttinen taulu tietylld tavalla systemaattisesti,
voidaan taata, ettd taulu saadaan aina ristiriitaiseksi, kun sen

juuressa on Ep ja ¢ on pateva.

\ /
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/Systemaattisen taulun periaatteita

¢ Tuotetaan indeksoimalla riittdvd m33rd uusia vakioita ¢y, ¢, c3, - - .,
kun hajoitetaan muotoa T Jz1)(x) tai E Vxi(z) olevia solmuja.

« Tuotetaan tarpeen mukadh muuttujattomia termejd t1,¢2,13,. . .,
jotka rakentuvat Fy:ssi esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista
sekd mahdollisesti kdyttdonotetuista uusista vakioista ¢y, ¢, c3, .. ..

¢ Sekvenssin t1,t2,t3, ... on oltava reilu. jokainen em. symboleista

rakentuva muuttujaton termi ¢ esiintyy siind jonain termina ¢;.

e Hajoitusten reiluus: taataan, ettd taulun keskenerdisilld poluilla
esiintyvit hajoittamattomat solmut tulevat hajoitusvuoroon
(seuraavan kerran) 3irellisen monen muun hajoituksen jilkeen.

* Muotoa T'Vz1)(z) tai E Jz1p(z) olevia solmuja hajoitetaan

K jarjestyksessa kdyttden muuttujattomia termejd ¢, to, 3, . . .. /
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Huomio. Muotoa T Vz¢(z) tai E Jdz¢(z) olevia solmuja siséltévid

~

polkuja ei valttimatt3 saada hajoitetuksi darelliselld askelmaaralla, jolloin
valmis taulu muodostuu darettdmaiksi (puoliratkeavuuden ilmentyma).

Esimerkk. Kirjoitetaan luonnollisten lukujen >-relaatiolle méaaritelma.
Olkoon G(z,y) = "z > y"ja s(x) luvun z seuraaja (eli z + 1).
* M3aritelmi: Vz G(s(z), z) ja VaVy(G(z,y) — G(s(z),y)).

* Kysely: onko G(s(s(s(0))), s(0)) masritelmin looginen seuraus?

Hajoitetaan systemaattisesti semanttisen taulun solmuja

TVzG(s(z),z) ja TVaVy(G(z,y) = G(s(z),y))

kdyttden muuttujattomia termejd: 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),. ..

\ /
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/- Mikali solmujen hajoitusjarjestys rikkoo edell esitettya
reiluusperiaatetta, todistuksen |8ytyminen ei ole taattu.

Esimerkk. Jarjestys, missd hajoitetaan ainoastaan solmua
TVz G(s(x),x) em. muuttujattomien termien suhteen, ei ole reilu:

1. TVz G(s(z), z)
2. TV2¥y(Glz,y) — G(s(z),y))
3. E G(s(s(s(0)),s(0))
4. T G(s(0),0) - =/°
4. T G(s(s(0), s(0)) 1 =/*©

4. TG(S(S(S(O)),SI(S(O))) 1. z/s(s(0))

N | Y,
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1. TVz G(s(z), )
2. TVwa(G(:c,zl/) — G(s(z),y))
3. EG(s(s(s(0)),s(0))
4. T G(s(0),0) * =/°
5. Ty (G(0, y) 5 G(s(0),y)) > */°
6. T(G(0,0) — G(s(0),0)) > ¥/°
7. EG(0,0) 7. T G(s(0),0)

8. T G(s(s(0),5(0)) ' =/

8. TG’(s(s(O),ls(O)) 1. =/s(0)

9. TVy(G(s(0),y) — IG(s(s(())),y)) 2. =/s(0)

sttemaattinen taulu voi tehd3 turhaa tydti = heuristiika® tarvitaan!/
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periaatteilla semanttinen taulu j838 huomattavasti pienemmaksi:
1. TVzG(s(z),x)

|
2. TV:L‘V@/(G(:U,yl) = G(s(x),y))
3. EG(S(S(ls(O))), s(0))
4. TVy(G(s(s(0)),y) — G;(S(S(S(O))),y)) 2. a/5(s(0))
5. T (G(s(s(0)), 5(0)) = G(s(s(s(0))), s(0))) ® ¥/
/
6. EG(s(sl(O)),s(O)) 6. TG s(s(j(O))),s(O))
7. T G(s(s(0)), s(0)) - 2/5(0)
X

.

simerkk. Valitsemalla muuttujattomat termit aikaisemmin esitetyilla

\
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3.5 Vastamallien konstruointi

 Vastamallin (struktuuri) konstruoinnissa voidaan hyédyntda
semanttisen taulun ristiriidattomasta polusta saatavia atomisia

lauseita koskevia totuusarvovaatimuksia T P(t1, ..., t,),

EQ(Sl,...

¢ Valitaan riittdvan iso universumi A, jotta pystytddn antamaan
tulkinnat totuusarvovaatimuksissa esiintyville vakio- ja
funktiosymboleille.

« Timin jilkeen valitaan predikadttien tulkinnat
totuusarvovaatimusten mukaisesti:

1. Jos T P(t,...,t,) on polulla, (¢,...,t2) € PA,
2. Jos EQ(s1,...,5y) on polulla, (sft,...,s3) & Q4.

-

ySm). - (it ja s;:t ovat muuttujattomia termejd).
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/- Menettely on kdyttckelpoinen erityisesti, jos valmiin semanttisen
taulun ristiriidaton polku muodostuu &arelliseksi:

Esimerkk. Vastaesimerkki lauseen Vz(P(z) — Q(x)) patevyydelle.
1. EVz(P(z) = Q(z))
2. E(P(c) = Q(c) ™ */°
3. T(P(c)) *

4. B(Q(o) *

—

. Totuusarvovaatimukset ristiriidattomasta polusta: T' P(c) ja E Q(c).

. Riitt33, ett3d universumiin A = {1} otetaan yksi alkio s.e. ¢* = 1.

2
3. Totuusarvovaatimusten nojalla: 1 € PA ja 1 ¢ Q4.

\4. Nim3 vaatimukset toteutuvat valinnoilla PA = {1} ja Q4 = 0. /
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/Esimerkk'. {Vz(P(z) A Q(z) = R(z))} [~ Vz(Q(z) = R(z)).

1. TVz(P(z) /\|Q(a:) — R(z))
2. E‘v’m(Q(ai) — R(z))
3. E(Q(c) = R(c)) > /¢

4. TQ(c) *

5. ER(c) *
|
6. T (P(c) A Q(c) = R(c)) b =/¢

PO

7. E(P(c) A Q(c)) 7. T R(c)

/N x

ol

8. E P(c) 8. EQ(c)
\_ "
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o Tarkastellaan taulun ainoaa ristiriidatonta polkua P.

— Polulla esiintyy yksi vakiosymboli ¢ muttei funktiosymboleja.

— Téten solmu TVz(P(z) A Q(x) — R(z)) on hajoitettu polulla
P, koska polulla P on solmu T'(P(t) A Q(t) — R(t)) jokaista
muuttujatonta termid ¢ € {c} kohti.

— Polku P on siis valmis.
¢ Na&in ollen taulu on kokonaisuutena my&s valmis.
* Polulta P saadaan vaatimukset E P(c), T Q(c) ja E R(c).

* Valitaan universumiksi A = {1} ja symbolien tulkinnoiksi c* =1,
PA=RA={}ja Q" ={1}.

.

\

— Voidaan muodostaa ainoastaan yksi muuttujaton termi eli ¢ itse.

/
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/Esimerkk'. Joskus ddrettdmastikin ristiriidattomasta polusta voi
onnistua muodostamaan &arellisen vastamallin.

1. EBx(P(a)l Vv P(f(z)))
2. E(P(a) V P(f(a))) " */*
3. EP(a) *
4. E P(f(a)) *
5. E(P(a) V P(fl(f(a)))) R
6. E P(a) >

7. EP(f(f(a)) >

~
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\

Tarkastellaan taulun ainoata ristiriidatonta polkua P.

Polku ei ole valmis, koska solmu E dz(P(a) V P(f(z))) ei ole
hajoitettu: polulla P ei ole solmua E(P(a)V P(f(t))) esim.

muuttujattomalle termille ¢t = f(f(a)).

Polulta P saadaan vaatimukset
EP(a), EP(f(a)), EP(f(f(a))), ..

NZiden sddnndnmukaisuudesta johtuen valitaan universumiksi
A = {1} ja symbolien tulkinnoiksi a* =1, fA: 1 1ja PA=.

Koska taulu ei ollut valmis, lisdksi on syytd todeta
totuusmadritelmastd l3htien, ettd kysymyksessd on todella
vastaesimerkki eli A = Jz(P(a) vV P(f(x))).

Taten A on vastamalli lauseen Jz(P(a) V P(f(z))) patevyydelle.

~

T-79.144 LTP / Syksy 2002
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1.
2.
3
4.

5.

Hilbertin jdrjestelma

Aksiomat ovat seuraavan muotoisia kaavoja:

a— (8 — a)

(@= (B =)= (a=p) = (@—=9)

(ma) = (@ = B)

Vza(x) — a(t) kaikille termeille ¢ (sijoitettavissa a:aan)

Vz(a — B(x)) = (o — YzB(z)), jos x ei esiinny vapaana a:ssa.

a—p «

B

(MP) Vza

P3ittelysdannét: (Yleistys)

/
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Maédaritelmd. Olkoon X joukko lauseita.

Todistus Y::sta on jono kaavoja ai, ..., oy, siten, ettd kaikille

ie{l,...,n}
e o; €3,
* o; on aksioma, tai
e @; on saatu pdattelysddnndllad aikaisemmista kaavoista.

Lause o on johdettavissa lausejoukosta X (merkitddn X kg a), jos on

olemassa todistus ayq, ..., a, lausejoukosta X siten, ettd a = ay,.

Lause o on teoreema/todistuva (merkitdan g ), jos se on
johdettavissa tyhjist3 lausejoukosta ¥ = 0.

.

/
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Esimerkk. Todistetaan Vz(P(z) — P(x)) Hilbert-jdrjestelmall3.

1. P(z) — ((P(z) = P(z)) — P(x)) aksioma 1
2. (P(z) = ((P(z) = P(x)) = P(z)))

= ((P(z) — (P(z) — P(z))) — (P(z) — P(z))) aksioma 2

3. (P(z) = (P(z) = P(z))) = (P(z) = P(z)) MP, 1, 2
4. P(z) — (P(z) — P(x)) aksioma 1
5. P(z) — P(x) MP, 3, 4
6. Vz(P(z) — P(z)) Yleistys, 5

» Todista Vxz(P(z) — P(x)) my8s semanttisella taululla!

« Suppesin jirjestelm3 voidaan myds yleistis predikadttilogiikalle.

~

/
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5 Normaalimuocdot

* Prenex-normaalimuoto
* Konjunktivinen normaalimuoto
» Eksistenssikvanttorien eliminointi

+ Lauseiden klausuulimuoto predika2ttilogiikassa

\
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5.1 Prenex-normaalimuoto

A

Lause o on prenex-normaalimuodossa, mikéli se on muotoa
Q171Q272 - - QnTn @,

miss3 jokainen Q; on jompikumpi kvanttoreista (V tai 3) ja
alikaava ¢ ei sisilld kvanttoreita.

P(a), YzP(z), Yz3y P(z,y) ja
VaeIyVaVw(P(z,y, 2) — (Qy, z,w) = R(z,w,x))).

prenex-normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

-

Esimerkk. Seuraavat lauseet ovat prenex-normaalimuodossa:

Viite. Jokainen predika2ttilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonkin

/
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Lauseiden muuttaminen prenex-normaalimuotoon

Mik3 tahansa predika@ttilogiikan lause voidaan muuttaa
prenex-normaalimuotoon seuraavalla menettelylla:

1. Poistetaan konnektivit — ja <+:
oY~ pVY
gt~ (COVY)A (DY )
2. Vieddin negaatiot lauserakenteen sisdén (atomisten kaavojen eteen):
_‘_‘QO A QD
“(p AY) ~ oV Qu—Vyp ~ Quy—p

(e V)~ = A1) Qz—Jyp ~ QrVy—p

Y3 QJ; on mik3 tahansa kvanttorien sekvenssi.

\ /
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3. Tuodaan kvanttorit ulos lauserakenteesta:
Qu(Vyp(y) V9) ~ QaVz(p(2) V
2(Vyp(y) A Y) ~ QaVz(p(2) A
x(y V Vye(y)) ~ QaVz(9V (2
( )

—

vV
AN
Yz (1 AVyp(y)) ~ Qava(yh A g(z

e Yllz y korvataan uudella muuttujalla z, mikali y esiintyy vapaana
alika@vassa 9. Muussa tapauksessa z voi aivan hyvin olla y.

)
)
)
)

¢ Eksistenssikvanttorit Jy kisitellddn samaan tapaan
(saadaan 4 vastaavanmuotoista sddntod lisdd).

Esimerkk. Muuttujan korvaaminen uudella on olennaista:

VxP(z) VVzQ(z) ~ Vx(P(z) VVzQ(z)) ~ YVaVy(P(z) V Q(y)).

\ /
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Esimerkk. Suoritetaan muunnos prenex-normaalimuotoon:
Va(P(z) = J2R(z,z)) — JzQ(x)

—Vz(P(x) — JzR(z,z)) V d2Q(z)

—Va(=P(z) V dzR(z,z)) V dzQ(
Az—(=P(z) VIzR(z, 7)) V FzQ(
Jz(=—P(x) AN —=FzR(z, 7)) V FzQ(x)
Jz(P(z) AVz=R(z,z)) V JzQ(x)
Jz(Fz(P(x) ANVz—R(z,7)) V Q(x)
Jzdy((P(y)

JrIy(Vz
FrIyVz(

z)
z)

—~~

Y

A A T

—~

-
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5.2 Konjunktivinen normaalimuoto

Madéaritelmd. Literaalit ovat joko
1. atomikaavoja P() (eli positiivisia literaaleja) tai
2. atomikaavojen negaatioita —P (%) (eli negatiivisia literaaleja).

Maé&édritelmd. Lause a on konjunktivisessa normaalimuodossa, mikali se
on on prenex-normaalimuodossa Q121923 - - - @, Tn P, Missd
kvanttoreita sisdltamatén osa ¢ = ¢1 A --- A ¢, ja jokainen konjunktion
jdsen ¢; on muodoltaan literaalien disjunktio.

Esimerkk. Lause

VodyVz((=P(z,y) V Q(y, 7)) A R(z) A (-R(z) V P(y,2) V Q(x, 2)))

on konjunktiivisessa normaalimuodossa.

o

/
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e Tarvittaessa prenex-normaalimuodon kvanttoreita sisdltimatdn osa
voidaan jarjestdd konjunktiviseen normaalimuotoon seuraavasti:

oV (dAY) (pVo)A(p V)
BADIVE ~ (Vo)A@ V)

¢ N3in ollen voimme todeta seuraavan tuloksen:

a4

Viite. Jokainen predika@ttilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonk
konjunktiivisessa normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

Esimerkk. Muunnetaan edelld johdettu prenex-normaalimuoto edelleen
konjunktiiviseksi normaalimuodoksi:

JwIyVz((P(y) A —R(z,y)) vV Q(x))
~  JzdyVz((P(y) v Q(x)) A (-R(z,9) V Q(x)))-

.

\

in

/
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5.3 Eksistenssikvanttorien eliminointi
Esimerkk. Tarkastellaan kahta kokonaislukuja koskevaa vdittdmaa:
1. Summafunktiolla on vasen identiteetti:
daVy(z +y = y).
Identiteettialkio voidaan nimetd vakiosymbolilla 0:
Vy(0+y=vy).
2. Jokaisella kokonaisluvulla on vastaluku:
Vody(z +y = 0).
Vastalukufunktio voidaan nimetd funktiosymbolilla —:

Vz(x + —(z) = 0).

-

~
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Eksistenssikvanttorien elminointi yleisessd tapauks€ssa

Olkoon Qx¢ prenex-normaalimuodossa ja dx kvanttorisekvenssin Qx
ensimmadinen eksistenssikvanttori.

1. Jos kvanttori 3z on sekvenssissi Oz vieldpd ensimmdiseni,
poistetaan dz sekvenssistd ja korvataan ndin syntyvdt muuttujan x
vapaat esintymit jollain uudella vakiolla c.

2. Jos kvanttoria Iz esiintyy sekvenssissi Qz universaalikvanttorien
Yy1 - - - Yy, jalkeen, poistetaan kvanttori Jz ja korvataan niin
syntyvdt muuttujan x vapaat esiintymat termilld f(y1,...,Yn),

missd f on uusi funktiosymboli.

\

~

/
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 Eksistenssikvanttorien eliminointia kutsutaan kehittdjdnsd mukaan
Skolemoinniksi ja vastaavasti ko. prosessissa valittavia uusia vakio-
ja funktiosymboleita Skolem-vakioiksi ja -funktioiksi.

VzP(c1,c,2,¢1)

Esimerkk. Suoritetaan Skolemointi seuraaville lauseille:
dzP(z) ~ P(c)
dzVydzP(z,y) ~ VyP(f(y),y)
Vzdy(P(z,y) AQ(y,z)) ~ Vz (P(z, f(z)) AQ(f(2),2))
VoIyVz3wP(w, z,y,z) ~ VaVzP(g9(z, 2), 2, f(z),x)

)
dxIYVzP(z,y, 2, )
z)

VzIydzP(z, vy, 2 VaP(z, f1(x), fa(x))

~

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

77

78

p

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002

-~

Skolemoinnin loogiset ominaisuudet

Predikaattilogiikka

Viite. Prenex-normaalimuodossa oleva lause ¢ on toteutuva <=
lauseen ¢ skolemoitu muoto ¢’ on toteutuva.

Huomio. Prenex-normaalimuodossa olevan lauseen ¢ skolemoitu muoto
¢’ ei vdlttdmittd ole loogisesti ekvivalentti lauseen ¢ kanssa.

Esimerkk. Lause dxP(z) ja sen skolemoitu muoto P(c).
Nyt = P(c) — JzP(z), mutta £ dzP(x) — P(c).

Vastamalli A: universumi A = {1,2}, ¢ =1 ja PA = {2}.
Nyt A = JzP(x), mutta A = P(e).

Taten myds [~ dz P(z) <> P(c) ja edelleen dzP(z) # P(c).

\ /
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/5.4 Lauseiden klausuulimuoto predikaattilogiikassa \

Mille tahansa lauseelle voidaan hakea klausuulimuoto seuraavasti:
1. Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tdm3 konjunktiviseen normaalimuotoon.

3. Tarvittaessa poistetaan eksistenssikvanttorit Skolemoimalla.
4. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukkoja).

Esimerkk. Klausuuliesitys lauseelle Vo (—=(P(z) — VyQ(z,y)) V R(z)):

~ Vedz((P(z) A =Q(z, 2)) V R(z)) (1)
~ Va3z((P(z) V R(z)) A (-Q(z,2) V R(z)))  (2)
~ Va((P(z) V R(z)) A (-Q(z, () V R(z)))  (3)
~  {P(2), R(x)}, {-Q(=, f(2)), R(z)}}. (4)

-
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Huomio. Jos lause on muodoltaan konjunktio ¢1/A -+ Ay, on \
mahdollista saattaa konjunktion jisenet ¢, ..., ¢, klausuulimuotoon
erikseen. Muista my8s, ettd = (p1 A= Adp = @) = d1 A+ AN A —.
Esimerkk. VzP(z) A 3zQ(x). Konjunktion jdsenille saadaan
klausuuliesitykset {{P(z)}} ja {{Q(c)}} ja ndinollen koko lauseen
klausuuliesitykseksi ndiden unioni {{P(z)},{Q(c)}}.

Huomio. Existenssikvanttorit kannattaa tuoda ulos lauserakenteesta

ennen universaalikvanttoreita (mikéli mahdollista).

Esimerkk. Siis VzP(z) V JzQ(z) kirjoitetaan muotoon

dzVy(P(y) V Q(z)) eikd muotoon Vzdy(P(z) V Q(y)).

NZin saatetaan valttdd Skolem-funktioiden kdyttéonotto tai
ainakin vihennetddn Skolem-funktioiden argumenttien lukum3araa

— klausuulimuodosta tulee rakenteeltaan yksinkertaisempi.
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6 Tietdamyksen esittdmisestd

Tietimyksen esittiminen predikaatt”Ogiika”a

Ohjeita predikaattien maérittelemiseen

Nimien yksikasitteisyys ja kattavuus

* Negatiiviset ehdot ja johtopddtokset
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/6.1 Tietdmyksen esittdminen predikaattilogiikalla \

Annettuun jarjestelmaan liittyvda tietdmystad voidaan esittda valitsemalla
* sopiva predikaattilogiikan aakkosto (joukot P, C ja F) ja

¢ vastaavaan kieleen £ perustuva lausejoukko X C L, jonka lauseet
maarittelevat jarjestelmin ominaisuudet.

Tarkastellaan maaritelm&joukon X loogisten seurausten joukkoa
() = {c £ T = g}.
Nyt
¢ Y muodostaa jirjestelmi3d koskevan eksplisiittisen tietimyksen ja

* joukon Cn(X) — X lauseet ovat implisiittistd tietimysta eli
K vaittdmid, jotka voidaan piditelld eksplisiittisestd tietdmyksesta. /
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/Esimerkk'. Kuvataan sihkslinjaa predikaattilogiikan lausein:

{VzVyVz(johto(z,y) A jannite(z, z) — jannite(y, z)),
johto(pl, p2), johto(p2,p3), jénnite(pl,220) }.

2:

Nyt esim. lause jannite(p3,220) on implisiittistd tietdmysta:
1. TVzVyVz(johto(z,y) A jannite(x, z) — jannite(y, 2))
2. Tjohtcl(pl, p2)
3. Tjohtlo(p2, p3)
4. T jénnite(p1,220)
5. F jdnnite(p3,220)
6. T johto(p1, p2) A jannite(p1, 220) :ajéinnite(p2, 220) 1+ ®/PLy/p2,2/220

7. T johto(p2, p3) A jénnite(p2, 220) — jdnnite(p3,220) I+ */P2:¥/P3,2/220

\ /
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/Hajoitettaessa polun 6. solmu taulu jakautuu kahteen haaraan:

* Vasen haara (11):

8. F'(johto(p1, p2) A jannite(pl,220)) ¢

9. Fjohto(p1, p2) & 9. F jannite(p1,220) *
X X

* Oikea haara (12):

8. T j3nnite(p2,220) &
9. F(johto(p2, p3) A jannite(p2,220)) ™ 9. T jannite(p3, 220)
X
10. F johto(p2, p3) 10. F jannite(p2,220)

\ v »

7.

/
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/Tietiimykse“ esittdmisen problematiikkaa

» Kaikki struktuurit ovat tyhjin lausejoukon () malleja,
joten Cn(()) on itse asiassa pitevien lauseiden joukko.

* Enemmain lauseita = vihemmain malleja = enemmén loogisia
seurauksia: siis X1 C Xy = Cn(21) C Cn(X3) (monotonisuus).

¢ Jos lausejoukko tulee ristiriitaiseksi, silld ei ole yhtddn mallia ja
kaikki lauseet ovat talléin lausejoukon loogisia seurauksia.

— Tavoitteena rajata predika@ttilogiikan lausejoukolla ¥ C £ mallien
joukko siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

Esimerkk. Jos ¥ = {Vz(P(z) — Q(z))}, niin X [~ Q(a).

* Vastamalli A: universumi A= {1}, a* =1 ja PA=Q* =0.

o Esim. lis8dmilld P(a) saadaan ¥’ = X U {P(a)}, jolle ¥’ = Q(a).

-

~

/
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.2 Ohjeita predikaattien madrittelemiseen

\

« Tavoitteena kirjoittaa predikadtille P mddritelmd joidenkin muiden
predikaattien avulla.

« Mielivaltainen predikadttilogiikan kaava ¢ voidaan saattaa muotoon
Q171 QT2 - QnTnY

missd kukin kvanttori Q; on joko V tai d, ja kaava ¥ on
konjunktiivisessa normaalimuodossa eikd sisalld kvanttoreita.

* Y& ¢ =11 A+ Ay, missd kukin 1; on literaalien disjunktio

=Q1(t1) V-V =Qx(tr) V Py(s1) V- -+ V Pi(5])
= Qi) A AQu(tr) = Pi(s) V-V Pi(S)).

/
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 Predikadttilogiikalla annetut maaritelmdt ovat korkeintaan yhta
monimutkaisia kuin edelld kuvattu normaalimuoto.

¢ Jos jokainen kvanttori Q; on universaalikvanttoriV, m =1 jal =1,
saamme erikoistapauksena muotoa

Vmng e an(Q1(tz) AN Qk(tz) — P(fj)

olevia lauseita, missi predikadttien Q1,-.-,Qx ja P argumentteina

on vakiosymboleista, muuttujista z1, ..., z, ja funktiosymboleista
rakentuvien termien jonoja &1, ..., 1t ja t.
e Maéritelmid voidaan usein kirjoittaa tdhdn muotoon: mietitddn milla

ehdoilla Q1(£7), . .., Qr(tr) voidaan pastelld predikadttia P koskeva
viittdm3 P(f). Ko. muotoa olevia lauseita saatetaan tarvita useita.
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EsimerkK. Olkoon annettuna predika@tit

1. sairastaa(xz) = "henkild z on sairas” ja
2. tapaa(z,y) = "henkild x tapaa henkilén y".
Tarkoituksena on maéritelld ndiden avulla predikaatti
tartuntavaarassa(z) = “henkilé z on tartuntavaarassa”.
Kysymys: milld ehdoilla jonkin henkilé on tartuntavaarassa?

1. Jos henkilé tapaa jonkun sairaan henkilon.

Yritetddn kirjoittaa ndmé edelld esitetyn mukaisesti muotoon

\

VaVy ... (Qi(t1) A ... A Qr(tx) — tartuntavaarassa(z)).

2. Jos henkil6 tapaa jonkun toisen tartuntavaarassa olevan henkilén,

/
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* Niin saadaan muodostettua lauseet

VaVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)) ja

» Kysymyksess3 on itse asiassa tartuntavaarassa-predikadtin
induktiivinen (rekursivinen) m3aritelm3. Lauseista ensimmainen

vastaa perustapausta ja jidlkimmainen induktioaskelta.
* Lisdksi voidaan todeta tapaamiset symmetrisiksi:
VaVy(tapaa(z,y) — tapaa(y, z)).

¢ Universumin voidaan ajatella koostuvan pelkistdin henkilGista
(eli edelld annetut lauseet puhuvat kaikista henkilSistd).

VaVy(tapaa(x, y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z)).

~

/
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Maiaritelmien kiyttd konkreettisessa padttelyssd

Esimerkk. Lis3t33n edelld johdettuun tartuntavaarassa-predikaatin

N&in saadaan lausejoukko

Y = { VzVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z),
VzVy(tapaa(z,y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z),
VzVy(tapaa(z,y) — tapaa(y, z),
tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Lyyli, Erkki), sairastaa(Erkki) }.

e Kyseisessd asetelmassa saadaan
Y [ tartuntavaarassa(Lyyli) A tartuntavaarassa(Hemmo).

* Kokeile timan osoittamista semanttisella taululla!

.

maaritelmdan tietokanta, jossa kuvataan tapaamiset ja sairastamiset:

*\\\\\
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Esimerkk. Suoritetaan vastaava paittely
OTTER-teoreemantodistimella. Tarvittava syotetiedosto:

set (auto) .
formula_list(usable).

% Section A: database
tapaa(lyyli,hemmo). tapaa(lyyli,erkki). sairastaa(erkki).

% Section B: definitions
all x y (tapaa(x,y) -> tapaa(y,x)).
all x y (tapaa(x,y) & sairastaa(y) -> tartuntavaarassa(x).

all x y (tapaa(x,y) & tartuntavaarassa(y) -> tartuntavaarassa(x).

% Section C: negation of the query
-(tartuntavaarassa(lyyli) & tartuntavaarassa(hemmo).

¢nd_of _list.

-

¢ OTTE pystyy osoittamaan lausejoukon helposti ristiriitaiseksi.
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Tyypitetyt kvanttorit

¢ Usein on mielekdstd ajatella universumin koostuva tyypiltdan
erilaisista alkioista.

e Tallgin syntyy tarve rajata kvantifiointia koskemaan ainoastaan
tiettyd tyyppid T olevia alkioita seuraavaan tapaan:
VeeT:¢(z)jadr eT: ¢(x).

« Tyyppi T voidaan esittd3 yksipaikkaisen predikadtin avulla:
T(x) = “alkio x on tyyppid T".

« Tyypitetyt kvanttorit ilmaistaan predikadttilogiikassa seuraavasti:
Va(T'(z) — ¢(x)) ja Jz(T'(z) A ¢(x)).

\

/
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/Esimerkk'. Lisitasn edellisen esimerkkiin tyyppipredika@tteja-
« Mi3ritellssn predika@tit henkildiden ja tautien erottelemiseksi:

henkild(z) = “x on henkild" ja tauti(z) = “z on tauti”.

« Madritelld3n predikaatit ilman tyyppi-informaatiota:
- tapaa(z,y) = "z tapaa y:n",
— sairastaa(z,y) = "r sairastaa y:t3" ja
— tartuntavaarassa(z,y) = “z on vaarassa sairastua y:hyn".

* Lauseet saadaan nyt seuraavaan muotoon:

VaVyVz(henkild(x) A henkilé(y) A tapaa(z, y)A
tauti(z) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)) ja
VaVyVz(henkild(x) A henkild(y) A tapaa(z,y) A tauti(z)A

tartuntavaarassa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)).

-

~
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e Tyypeilld voi olla erilaisia suhteita:
— Erillisyys: Vz—(henkild(z) A tauti(z)).
— Kattavuus: Vz(henkild(z) V tauti(z)).
— Alityyppi: Vz(rokko(z) — tauti(z)).

¢ Yksi mahdollisuus on tyypittdd predikaatit erikseen:

VzVy(tapaa(z,y) — henkilé(z) A henkils(y))
VaVy(sairastaa(x,y) — henkild(z) A tauti(y))

« T3lIdin varsinainen tartuntavaarassa-predika@tin mddritelmd voidaan
kirjoittaa yksinkertaisemmin ilman tyyppi-informaatiota:

VaVyVz(tapaa(z, y) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)) ja

VaVyVz(tapaa(z,y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z, z)).

\ /
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Mucdoltaan monimutkaisempia médritelmid

¢ Edell2 otettiin |53htokohdaksi muotoa
Ve Vs - Van (Q1(6) A - A Qr(tr) — P(1))
olevat m3aritelmat. N3iden ilmaisuvoima ei ole aina riitt3va.

 Joissain tilanteissa tarvitaan eksistentiaalista kvantifiointia:
V(solmu(z) — Jy(véri(y) A véritetty(z,y)))
= Vzdy(solmu(z) — vari(y) A véritetty(z, y)).
 Implikaation seurauksena voi olla my8s atomien disjunktio
Py(s3) V.-V Pi($}) pelkin atomin P(#) sijaan:
Va(bitti(x) — nolla(z) V yksi(z)).

Huomio. Edell3 oli keskeistd vaihtoehtoisuuden ilmaiseminen.

-
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6.3 Nimien yksik3sitteisyys ja kattavuus

Predikaattilogiikka

~

+ Rajoitutaan jatkossa predika2ttilogiikan kieliin £, joissa ei ole
funktiosymboleita ja ainoastaan ddrellinen maard vakiosymboleita.

o Predikaattilogiikassa struktuurin A mdéritelméd ja tapa jolla
vakiosymbolit tulkitaan A:ssa mahdollistavat, ettd

1. jokin universumin alkio a € A on useamman vakion c1,..., ¢,
(n > 1) nimedmi: ¢t = ... =cA = a.

2. jokin universumin alkio a € A ei ole minkd3n vakion nimedm3
(eli kaikille vakiosymboleille ¢ pitee ¢ # a).

* Tietdmyksen esittdmisen kannalta téllainen mahdollisuus muodostuu
usein jopa turhaksi vapausasteeksi.

¢ Nime3minen voidaan pakottaa yksikasitteiseksi lauseita lisdamalld.
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Nimien yksikdsitteisyys

Predikaattilogiikka

~

* Vastaava kdsite englanniksi on unique names assumption (UNA).
¢ Kun kieless3d on darellinen maarad vakiosymboleita c1, ..., ¢y,
riittdd lisdtd muotoa
—|(Ci = Cj)
olevat lauseet, missd i € {1,...,n}, j€{1,...,n} jai<j.

Tsz’rL

2

* Lauseita tarvitaan nelidllinen m33r3 (yhteensi kappaletta).

Esimerkk. Olkoon kielessd £ vakiosymbolit Lyyli, Hemmo ja Erkki.
Yksik3sitteisten nimien oletus ilmaistaan seuraavasti:

=(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki) ja —=(Hemmo = Erkki).

\ /
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/Esimerkk'. Tarkastellaan lausejoukon
SyNA = {=(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki), =(Hemmo = Erkki)}

malleja, kun universumina A; on joukko henkil6itd hy, ho, ... .

A; Lyylii  Hemmoi  Erkki#
{h1,h2,h3} h1 ha h3
{h1,h2,h3} h1 h3 ho
{h1,ha, h3} ha h1 hs3
{h1,h2,h3} ho h3 h1
{h1,h2,h3} hs h1 ho
{h1,h2,h3} hs3 ha h1
{h1,h2,h3,ha} h1 ho h3

K:> Universumissa oltava vahintdin 3 henkil33.

/
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Nimien kattavuus

Predikaattilogiikka

~

» Vastaava kisite englanniksi on domain closure assumption (DCA).

e Kun kieless3d on darellinen mdard vakiosymboleita ¢y, ..., ¢y, riittda

lisdt3d seuraavaa muotoa oleva lause:
Ve(x=c1 V-V =cy).

e Tarvittavan lauseen pituus riippuu lineaarisesti vakioiden
lukum3ardsta n.

Esimerkk. Edellisen esimerkin mukaisessa kieless3 tarvitaan lause

Vz(x = Lyyli V& = Hemmo V z = Erkki).

-
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Esimerkk. Tarkastellaan lausejoukon
Ypca = {Vz(x = Lyyli V x = Hemmo V = = Erkki)}

malleja, kun universumina A; on joukko henkiléitd hq, ho, ... .

A; Lyyliti  Hemmo"¢  Erkki“
{h1} h1 h1 h1
{h1, h2} hi1 h1 ha
{h1,h2} h1 ha h1
{h1,h2,h3} h1 ha h3
{h1,h2,h3} hs ha h1

= Universumissa voi olla korkeintaan 3 henkild3.

/
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/Esimerkk'. Tarkastellaan vield edeltévien lausejoukkojen unionin

syNA UZXpca = { =(Lyyli = Hemmo), =(Lyyli = Erkki),
—(Hemmo = Erkki),
Vz(z = Lyyli V£ = Hemmo V z = Erkki) }

malleja, kun universumina on joukko henkil6itd hy, hsg, ... .

A; Lyyli4i  Hemmo#i  Erkki:
{h1,h2,h3} h1 ha hs
{h1,h2,h3} hq h3 ho
{h1,h2,h3} ho h1 hs
{h1,h2,h3} h2 h3 h1
{h1,h2,h3} hs3 h1 ha
{h1,h2,h3} hs3 ha h1

k: Universumissa on oltava tdsmilleen 3 henkild3.
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/6.4 Negativiset ehdot ja johtopddtékset

o Tarkastellaan muotoa
Va1Vay Voo Q1) A+ A Qu(tk) — P(£)

olevien méadritelmien yleistdmistd tapaukseen, missa sallitaan
atomien Q;(t;) lisiksi mySs negativisia literaaleja —Q;(%;).

* Negatiivinen ehto —Q;(£;) voidaan muuntaa positiviseksi
vaihtoehdoksi Q;(£;) seuraukselle P(%).

Esimerkk.

Vx(—sairastaa(x) A —tartuntavaarassa(x) — turvassa(z))

= Vz(sairastaa(z) V tartuntavaarassa(z) V turvassa(z)).

¢ Jotta negativiset ehdot tulisivat maaritellyiksi, maaritelmistd tulisi

K seurata loogisesti —Q; (£;) mikili Q;(£;) ei ole looginen seuraus. /
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Maéaritelmien tdydellisyys

~

Mazaritelms. Predikadtin P € P, médritelmd X (kielen £ lausejoukko)
on tdydellinen, mikali kaikille kielen £ muuttujattomille termeille
t1,...,t, pitee joko X = P(t1,...,t,) tai X |= =P(t1,...,t,).

Huomioita.

« Jos predikadtin P € P, mddritelmd X on ristiriitainen, se on
triviaalisti tdydellinen: kaikille muuttujattomille termeille ¢1,...,%,
patee tilloin X = P(t1,...,tn).

+ Jos predikaatin P € P, madritelméd X on sekd ristiriidaton ettd
taydellinen ja X £ P(ty,...,ty,) joillekin muuttujattomille termeille
tl;---atn: niin X ': _|P(t1,. 7tn)

\ /
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Esimerkk. Tarkastellaan muunnelmaa tartuntavaara-esimerkista:

Predikaattilogiikka

~

Y = { VaVy(tapaa(z, y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)),
Vx(—sairastaa(x) A —tartuntavaarassa(x) — turvassa(x)),

tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Lyyli, Erkki), sairastaa(Erkki) }.

* Nyt X |= tartuntavaarassa(Lyyli), ¥ # tartuntavaarassa(Hemmo) ja
Y £ —tartuntavaarassa(Hemmo).

e Titen X ei ole tdydellinen maaritelma tartuntavaarassa-predikaatille.

 Jotta néin olisi, m3&ritelm3st3 tulisi seurata loogisesti
—tartuntavaarassa(Hemmo) ja —tartuntavaarassa(Erkki).

e Maéritelm3joukko X ei ole taydellinen mydskdin muille ko. kielen
predikaateille (tapaa, sairastaa, turvassa ja =).

\ /
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Predikaatin m&dritelmin tdydentdminen

Predikaattilogiikka

~

Esimerkk. Tdydennetddn edellisen esimerkin predikaattien maaritelmat.

1. Yht8suuruuspredikaatin osalta riittdd todeta nimien yksikésitteisyys:
—(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki), —(Hemmo = Erkki) ja
Vz(z = Lyyli V2 = Hemmo V z = Erkki).
2. Predikaateille tapaa ja sairastaa saadaan tiviit esitykset
yhtdsuuruuspredika2tin avulla:
Vz(sairastaa(z) <> x = Erkki) ja
Vz(tapaa(z,y) < (x = Lyyli Ay = Hemmo) vV
(z = Lyyli A y = Erkki)).

-
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3. Predikadttien tartuntavaarassa ja turvassa madritelmat voidaan

p

kirjoittaa vastaavasti ekvivalensseiksi:

Vx(tartuntavaarassa(z) <> Jy(tapaa(z,y) A sairastaa(y))) ja

¢ Téydennetyilld m3aritelmilld on haluamamme loogiset seuraukset:

Vx(turvassa(z) <> —sairastaa(z) A —tartuntavaarassa(z)).

sairastaa tartuntavaarassa turvassa

—sairastaa(Lyyli) tartuntavaarassa(Lyyli) —turvassa(Lyyli)

—sairastaa(Hemmo) | —tartuntavaarassa(Hemmo) | turvassa(Hemmo)

sairastaa(Erkki) —tartuntavaarassa(Erkki) —turvassa(Erkki)

o Predikadttien tdydentdminen ei valitettavasti tuota haluttua
lopputulosta rekursiivisten maaritelmien tapauksessa, kuten

seuraavassa esimerkissd osoitetaan.

.

\

/
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Esimerkk. Tarkastellaan vastaavaa konstruktiota lausejoukolle

¥ = { tunteel(Lyyli, Lyyli), tunteel(Hemmo, Hemmo),
VzVy(tunteel(z, y) — tuntee2(z,y)),
VzVy(tuntee2(y, x) — tuntee2(zx,y)) }.

¢ Rekursivisesti méaéritellyn predikaatin tuntee? tarkoituksena on
tiydent33 predikadtti tunteel symmetriseksi.

e Taydennettynd m3iritelmat saadaan muotoon
¥ = { =(Lyyli = Hemmo),
VaVy(tunteel(z,y) +> (z = Lyyli Ay = Lyyli) v

Va(xz = Lyyli V. = Hemmo),

(z = Hemmo A y = Hemmo)),

VaVy(tuntee2(z,y) <> tunteel(z,y) V tuntee2(y, z)) }.

~

/
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* Yllattden tdydennetyistd madritelmistd ei seuraa loogisesti
—tuntee?(Lyyli, Hemmo) eikd —tuntee2(Hemmo, Lyyli).

* Lausejoukolla X’ on seuraava ei-toivottu malli A:
Universumi A = {1,2},
LnyiA =1, Hemmo™ = 2,
tunteel? = {(1,1),(2,2)} ja
tuntee2 = {(1,1), (1,2),(2,1), (2,2)}.
» Kyseiselle struktuurille A patee:
A |= tuntee2(Lyyli, Hemmo) ja A |= tuntee2(Hemmo, Lyyli).

Huomio. Tentissd eikd mydskddn 3. kotitehtdvissa ei edellytetd

tdydellisten maaritelmien kirjoittamista predikaateille
(ellei t3t3 sitten erikseen jossain yksinkertaisessa tapauksessa pyydetd).

\
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7 Herbrandin tecreema

e Herbrand-universumit
¢ Herbrand-struktuurit ja -mallit
e Herbrandin teoreema

e Lause- ja predikaattilogiikan suhteesta
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7.1 Herbrand-universumit

\

Misritelms. Predikaattilogiikan kielen £ Herbrand-universumi on niiden
muuttujattomien termien ¢ joukko, jotka ovat muodostettavissa kielen
vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkk. Olkoon kielessd £ ainoastaan yksi vakiosymboli ¢ ja yksi
funktiosymboli f € F.

Herbrand-universumiksi saadaan muuttujattomien termien joukko
H ={c, f(c,c), f(f(c,0),0), f(c, fle ), f(f(e,0), fle,0)), .}

Huomio. Jos kielessd L ei ole funktiosymboleita ja ainoastaan darellinen
maar3 vakioita, Herbrand-universumi H j33 tilloin d3relliseksi.

\ /
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¢ Herbrand-universumi voidaan méaaritelld myGs annetusta

lausejoukosta X l3htien.

¢ Jos lausejoukossa X ei esiinny yhtddn vakiosymbolia,
Herbrand-universumiin valitaan ainakin yksi vakiosymboli ¢
(struktuurien m3&ritelm3n mukaan universumit ovat aina ei-tyhjid).

Madaritelmad. Lausejoukon ¥ Herbrand-universumi H on niiden
muuttujattomien termien ¢ joukko, jotka ovat muodostettavissa
lausejoukossa X esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkk. Lausejoukon ¥ = {VzP(z, f(x))} Herbrand-universumi on
H={c,f(0), f(f(c);-- -} = {f"(¢c) I n = 0}.

\ /
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7.2 Herbrand-struktuurit ja -mallit

Mazritelma. Kielen £ Herbrand-struktuuri on struktuuri #, jonka

1. universumina on kielen £ Herbrand-universumi H,

H

2. jokaisen vakiosymbolin ¢ € C tulkintana ¢™ on c itse,

3. jokaisen funktiosymbolin f € F,, tulkintana on funktio f*, joka
kuvaa muuttujattomat termit %1, ..

f(tl, .. ,tn), ja

4. jokaisen predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on P* C H"
(yhtisuuruuspredikaatille “=" tulkinta =% on {(t,t) | ¢t € H}).

., t, muuttujattomaksi termiksi

e Lauseen ¢ € L totuusarvo Herbrand-struktuurissa H lasketaan

predikaattilogiikan totuusmaaritelman mukaisesti.

\ /
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Méaritelm3. Kielen £ Herbrand-struktuuri A on

~

1. lauseen ¢ € L Herbrand-malli <= H E ¢, ja

2. lausejoukon ¥ C £ Herbrand-malli <= H [ o kaikille o € X.

Esimerkk. Tarkastellaan lausejoukkoa
¥ ={P(a), Vz(P(z) = Q(z)), Vz(Q(z) = Q(f(z)) A R(z, f(z)))}.
* Lausejoukon ¥ Herbrand-universumi on H = {f"(a) | n > 0}.

¢ Muodostetaan Herbrand-struktuuri on H, jonka universumina on H
siten, ettd jokainen muuttujaton termi ¢ € H tulkitaan t* = ¢, ja

P" ={a}, Q* = H ja R" = {{f"(a), f*"'(a)) | n > 0}.

¢ Kyseinen struktuuri ‘H on lausejoukon X Herbrand-malli.

\ /
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Maédritelmd. Lausejoukon X (kielen £) Herbrand-kanta B on niiden
atomisten lauseiden joukko, jotka voidaan muodostaa lausejoukossa
esiintyvistd (kielen £) predikaattisymboleista ja vastaavan
Herbrand-universumin H muuttujattomista termeista.

Esimerkk. Edellisen esimerkin tapauksessa Herbrand-kantana on

e T&mé& mahdollistaaa Herbrand-struktuurien H ma3rittelemisen
Herbrand-kannan B osajoukkoina: jokaiselle P € P, pitee
P(t1,...,tn) €H <= (t1,...,t,) € PH.
¢ Herbrand-struktuurille H voidaan antaa myés literaaliesitys:
lit((H)= { P(a),Q(a), ~R(a,a), ~P(f(a)), Q(f(a)),
R(a, f(a)), ~R(f(a),a),~R(f(a), f(a)),...}.

.

B ={P(f"(a)),Q(f"(a)) | n > O}U{R(f"(a), f"(a)) | n > 0,m > 0}.

/
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7.3 Herbrandin teocreema

« Rajoitutaan tarkastelemaan klausuulijoukkoja.

* Merkintd C(z1,...,=,) tarkoittaa muuttujat x1, ..., z, sisiltdvds
klausuulia {P;(£1), ..., P(tr), ~Q1(51),...,—Qi(s1)}.

* Kausuuli C(z1,...,x,) vastaa universaalisti kvantifioitua lausetta
V1 Ve do(x1,...,Tn), missid ¢c(z1,.. .
C(z1,...,Ty) esitys literaalien disjunktiona.

, Tp) on klausuulin

 Klausuulijoukolle S voidaan maaritelld Herbrand-struktuurit samaan

tapaan kuin lausejoukoillekin.

¢ Klausuulijoukko S voidaan instantioida vastaavan
Herbrand-universumin Hg suhteen seuraavasti.

~

/
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Maéiritelmd. Klausuulijoukon S Herbrand-instanssien joukko S’ koostuu
,Tn) €S8

Predikaattilogiikka

muuttujattomista klausuuleista C(t4,...,t,), missd C(z1, ...

ja muuttujattomat termit ¢t; € Hg,...,t, € Hg.
* Mik3li S ja Hg ovat darelliset, myés S’ on darellinen.

 Joukko S’ voidaan tulkita lauselogiikan klausuulijoukoksi
(atomisina lauseina Herbrand-kannan B atomiset lauseet).
Esimerkk. Tarkastellaan klausuulijoukkoa
S ={{P(a)},{=P(z), P(f(x))}}.
1. Herbrand-universumi Hg = {a, f(a), f(f(a)),...}.

2. Herbrand-instanssien joukko

5" ={{P(a)},{=P(a), P(f(a))},{=P(f(a)), P(f(f(a))}, .. }.

/
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Vdite. (Hebrandin teoreema). Olkoon S joukko klausuuleita ja S’ sen

~

Herbrand-instanssien joukko. Téllgin
1. S on toteutumaton <= S’ on toteutumaton, ja

2. S on toteutumaton <=
3 joukon S’ 3irellinen osajoukko S, joka ©n toteutumaton.

Huomicita. Predikaattilogiikan tapauksessa voidaan titen rajoittua
syntaktisiin malleihin (Herbrand-malleihin) mielivaltaisten mallien sijaan.

Herbrandin teoreema johtaa myds naiiviin proseduuriin klausuulijoukon S
toteutuvuusongelman ratkaisemiseksi:

(i) tuotetaan darellinen Herbrand-instanssien osajoukko S” ja

(i) testataan, onko S” on toteutumaton. Jos on, lopetetaan ja todetaan
S toteutumattomaksi. Muutoin jatketaan kohdasta (i).

-
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7.4 Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhteesta

Predikaattilogiikka

\

« Lauselogiika on 0sa predika@ttilogiikkaa:

— Kaikki lauselogiikan konnektivit ovat kdytettavissd
predikaattilogiikass3:
— 0-paikkaiset predikadtit vastaavat atomisia lauseita.

o Lauselogiikan p3stelmit ja loogiset ongelmat voidaan
suorittaa/ratkoa sellaisenaan predikaattilogiikan puitteissa.

« Herbrandin teoreeman nojalla predika3ttilogiikan pddttely voidaan
palauttaa lauselogiikan p3attelyksi.

* Lauselogiikan ja predikaattilogiikan ilmaisuvoimassa (eli kyvyss3
esittd3 tietdmystd) on kuitenkin huomattava ero.

\ /
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¢ llmaisuvoimaeron ilmentyminen:
— Arellists predikadttilogiikan lausejoukkoa saattaa vastata
ddreton lauselogiikan lausejoukko.

— Lauselogiikan ratkeavuus vs. predika2ttilogiikan puoliratkeavuus.

* Rajoittamalla syntaksia sopivasti saadaan predikaattilogiikallekin
ratkeavia (ja ilmaisuvoimaltaan heikompia) osajoukkoja.

— Esim. jos S on &érellinen ja siini ei esiinny funktiosymboleja,
sen Herbrand-instanssien joukko S’ ja3 3arelliseksi.

— Talldin S’:n toteutuvuus on selvitettdvissd direllisessd ajassa.
Esimerkk. Klausuulijoukon S = {{P(a)}, {-P(z), P(b)}}

Herbrand-universumi H = {a, b} ja Herbrand-instanssien joukko

S’ = {{P(a)}, {~P(a), P(b)},{~P(b), P(b)}}, joka voidaan nihdi

Quselogiikan klausuulijoukkona S" = {{P},{-P,Q},{—Q,Q}}.

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

119

120



A

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Predikaattilogiikka

-~

8 Unifikaatio

¢ Substituutiot
¢ Yleisimmat unifioijat

« Unifikaatioalgoritmi

\
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8.1 Substituutiot

Maédritelmd. Substituutio (tai korvaus) 6 on dérellinen joukko

{z1/t1,22/t2, ..., T0/tn},
missd x;:t ovat muuttujia ja ¢;:t korvaavia termejd siten, ettd
1. korvattavat muuttujat x4, ..., x, ovat toisistaan eridvat ja
2. mikddn korvaava termi t; ei ole muuttuja x; itse eli t; # x;.
Lisdksi erotetaan seuraavat erikoistapaukset:
¢ Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujattomia, 8 on muuttujaton.

* Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujia, 6 on nimedmissubstituutio.

-

/
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Esimerkk. Esimerkkeind todettakoon
— tyhj& substituutio € = {},
substituutio 61 = {z/y,y/a,z/f(w)},

muuttujaton substituutio 8y = {z/a,y/g(c,c)} ja

— nimedmissubstituutio 85 = {z/y,y/z, z/z}.

Médritelmd. Olkoon E jokin lauseke (eli termi, atomika2Va, literaali,
klausuuli tms.) ja 8 = {z1/t1,..., 2/t } substituutio.

Lauseke Ef on muutoin rakenteeltaan kuten E, paitsi ettd jokainen
muuttujan x; esiintym3 lausekkeessa F on korvattu termilld ¢;.

Jos lausekkeessa F0 ei esiinny muuttujia, kutsutaan lauseketta E6
lausekkeen E' muuttujattomaksi instanssiksi.

.
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Esimerkk. Olkoon lauseke E = P(z,y, f(z),v,w) ja substituutio
0= {x/y, y/x, Z/I,’U/f(Z), w/g(f(y)a C)}
Talldin E0 on P(y,x, f(x), f(2),9(f(y),c)).

Médritelmd. Olkoot 6 = {1 /t1,...,z,/tn} ja
A={y1/u1,...,Ym/um} kaksi substituutiota.

Substituutioiden 6 ja A kompositio A maéritellddn joukkona

{mi/tz-)\ | 1€ {1,...,n} ja x; ;éti)\}U

{yifu; |i€{1,...,m} jay; &{x1,...,2,}}.

Huomio. Komposition kokonaisvaikutus E(6)) = (E6)\.

Esimerkk. Substituutioiden 6 = {z/f(vy),y/z} ja A ={z/a,y/b,z/y}.
kompositio on {x/f(b), z/y}.

/
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8.2 Yleisimmat unifioijat

~

Maééritelmd. Olkoon S = {E1, ..., E,} joukko lausekkeita. Substituutio
0 on lausekejoukon S unifioija, jos E10 = E2f = --- = E,,0.
Lausekejoukko S on unifioituva, mikéli silld on ainakin yksi unifioija.

Esimerkk. Tarkastellaan seuraavien joukkojen unifioituvuutta.

Joukko S: Unifioija 6:

{P(z, f(a)), P(y,2)} {y/z,2/f(a)} tai {z/y, 2/ f(a)}
{P(z, f(z)), P(f(a),y)} {z/f(a),y/f(f(a))}
{P(a),P(f(x))} ei unifioijaa

{P(z),P(f(z))} ei unifioijaa (termit aina darellisia)

\ /
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Maéiritelma. Olkoon o lausekejoukon S = {E1,.

~

.., Ep} unifioija.

Substituutiota o kutsutaan lausekejoukon S yleisimmaksi unifioijaksi,
mikali jokainen S:n unifioija § = o jollekin substituutiolle A.

 Vastaava kdsite englanniksi on most general unifier (MGU).

Esimerkk. Joukon L = {P(z, f(y)), P(a, 2)} unifioijia ovat mm.
0 ={x/a,z/f(b),y/b} Ja o = {z/a,z/f(y)}.

Nistd o on L:n yleisin unifioija, koska esim. 0 = o{y/b}.
¢ Yleisimmat unifioijat ovat yksik3sitteisid seuraavaan tapaan:

Viite. Olkoot 0 ja o joukon S yleisimpid unifioijia. T3llGin on olemassa

/

nimedmissubstituutio A siten ettd SO\ = So.

-
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* Tavoitteena laskea atomikaavojen joukolle S # @ yleisin unifioija o.

8.3 Unifikaatioalgoritmi

Misritelmé. Olkoon S ei-tyhj3 joukko johonkin predika@ttisymboliin P
perustuvia atomikaavoja {P(t1),..., P(tn)}.

1. Joukon S erokohta on jarjestyksessd ensimmiinen kohta
(vasemmalta oikealle siirryttiessd), jossa joukon S atomikaavojen
merkkijonoesityksissd on jokin eroavaisuus.

2. Joukon S erojoukkoon D(S) kuuluvat atomikadvojen
P(t1),..., P(t,) erokohdasta Havat termit uy,.. ., un.

Esimerkk. Joukon S; = {P(z,a), P(z,y)} erojoukko D(S;) = {a,y}.
Joukon Sy = {Q(g(z,y),y), Qy(z, f(2)),2), Qg(z,z), f(a))}

erojoukko D(S2) = {y, f(2), z}.

\ /
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Unifikaatioalgoritmi: syotteend ei-tyhja atomikaavojen joukko S:

1. Jos joukon S atomikaavojen predikaattisymbolit eivit ole samat, totea,
ettei S unifioidu ja lopeta algoritmin suoritus.

2. Aseta k:=0, Sy :=S jaor:=e.

3. Jos Si on yksialkioinen (ja siten jo unifioitunut) joukko, totea S
unifioituvaksi ja lopeta algoritmin suoritus.

4. Laske joukon Sy erojoukko D(Sk).

5. Jos D(Sk):ssa on muuttuja vg ja termi iy siten, ettd vy ei esiinny tx:ssa,
jatka algoritmin suoritusta kohdasta 7.

6. Muutoin totea, ettei S ole unifioituva, ja lopeta algoritmin suoritus.

7. Aseta o1 := {vk/tr} ja laske Sky1 := Sk{vk/tr}.

8. Aseta k:= k + 1 ja jatka algoritmin suorittamista kohdasta 3.

/
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Viite. Olkoon S darellinen ei-tyhjd joukko atomikaavoja.

askeleen 3 kohdalla ja substituutioiden oq, 01, ..
0 = 0901 ...0k on joukon S yleisin unifioija

askeleessa 1 tai askeleessa 6.

EsimerkK. Lasketaan unifikadtioalgoritmilla joukon
S ={P(z, f(z)), P(g9(a), z)} yleisin unifioija:

1. Predikadttisymbolit ovat samat, jatketaan.
2. kZO,SO:{P(l',f($)),P(g(a),Z)},O'0:6.

3. S ei ole yksialkoinen, jatketaan.

\

+ Jos S on unifioituva, niin unifikadtioalgoritmin suoritus padttyy
., 0k kompositio

~

e Jos S ei ole unifioituva, niin unifikaatioalgoritimin laskenta paattyy
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D(So) ={z,g9(a)}-

Valitaan muuttuja vg = z ja termi tg = g(a).

o1 ={xz/g(a)}, 51 ={P(g(a), f(9(a))), P(g9(a),2)}.
k=1.

S1 ei ole yksialkioinen, jatketaan.

D(S1) = {f(g(a)), 2}

Valitaan muuttuja v; = z ja termi t; = f(g(a)).

o2 ={z/f(g9(a))}, S2 = {P(g(a), f(g(a)))}-
k=2

Ss on yksialkioinen, joten S on unifioituva.

Yleisin unifioija on 0 = ogo102 = e{x/g(a)}{z/f(g9(a))} =

{z/9(a),2/f(9(a))} ja So = {P(g(a), f(9(a)))} = S2.

-

/
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0 Resoluutiosddanto ja -todistukset

+ Resoluutiosdintd predika2ttilogiikan tapauksessa
* Resoluutiotodistukset
¢ Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

¢ Resoluutiostrategioita

\ /
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/9.1 Resoluutiosddants predikaattilogiikan tapauksessa\

Madritelmd. Olkoot

Cy = CyU{P({1),...,P(t;)} ja Cy = Cy U{=P(i}), ..., ~P(uiz)}
kaksi klausuulia,

1. joissa e/ esiinny yhteisid muuttujia ja

2. joissa esiintyvien atomika3vojen joukko

—

{P(£1),...,P(ty), P(ui1),..., P(uy)}

on unifioituva (yleisimp3n3 unifioijana o).
Klausuulien C1 ja Oy yhdistelma on klausuuli Cjo U Cho.

Huomio. Yll3 kidytetty merkintd A LI B tarkoittaa kesken3in

alkiovieraiden (AN B = ) joukkojen A ja B unionia AU B.
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/Esimerkk'. Tarkastellaan seuraavia klausuuleja:
C1 ={Q(z), ~R(y), P(z,y), P(f(2), f(2))} ]a
Cy = {~N(u), ~R(w), =P(f(a), f(a)), ~P(f(w), f(w))}.
Klausuuleissa ei esiinny yhteisid muuttujia ja joukon
{P(z,y), P(f(2), f(2)), P(f(a), f(a)), P(f(w), f(w))}

yleisin unifioija on 0 = {x/f(a),y/f(a),z/a,w/a}. Klausuulien
yhdistelmé&ksi saadaan {Q(f(a)), ~R(f(a)),~N(u),—~R(a)}.

Esimerkk. (Faktorointi) Klausuleilla voi olla useita eri yhdistelmii.
Klausulien {P(x1), P(y1)} ja {=P(x2),~P(ys)} yhdistelmii ovat mm.

= {P(21),~P(z2)} (joukolle {P(y1), P(y2)} MGU o = {y2/1:1}) ja

— tyhj3 klausuuli O (joukolle {P(z1), P(y1), P(x2), P(y2)} MGU
\ o ={y1/z1,22/71,92/21}).

/
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9.2 Resoluutiotodistukset

e L3htSkohtana on joukko klausuuleita S, jonka klausuuleista
johdetaan uusia klausuuleita resoluutiosdannalla.

e Johtojen ja hylkdyksen ma3iritelmit sdilyvit ennallaan, mutta
resoluutioaskeleiden tulee tiyttda resoluutiosddnndn vaatimukset.

e Tarvittaessa klausuulien muuttujat tulee nimetd uudelleen.

+ Resoluutio on myds predika2ttilogiikan tapauksessa virheetdn ja
taydellinen menettely klausuulijoukon toteutuvuuden tutkimiseen.

Viite. Klausuulijoukolle S 16ytyy hylkdys (eli klausuulijoukosta S on
johto C1i, ..., C, tyhjille klausuulille C, = 0) <= S on
toteutumaton.

Todistus. Sivuutetaan.

-

~

© 2002 TKK / Tietojenkasittelyteorian laboratorio

133

134

é

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Predikaattilogiikka

135

-~

Esimerkk. Osoitetaan predikaattilogiikan lausejoukko
% = {Vady(P(z) A P(y)), VaVy(P(z) — —P(y))}
toteutumattomaksi. Haetaan lauseille ensin klausuuliesitykset:
* Vody(P(z) A P(y)) ~ Va(P(z) A P(f(x))) ~
S1={{P(x)},{P(f(z))}}
* VaVy(P(z) - —P(y))} ~ VaVy(=P(z) V =P (y))} ~
Sz = {{=P(z),~P(y)}}.
1. {P(z)} S
2.{-P(2),~P(y)} S2fz/z}
3.0 1,2,MGU {z/y, z/y}

— S§1 U S; on toteutumaton — X on toteutumaton.

.

Hylkays:
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/Muiden loogisten ongelmien ratkominen

* Resoluutiolla voidaan selvittd3 lauseiden patevyyttd ja loogista
ekvivalenssia sekd tutkia lausejoukon lo©8lSia seuraavuuksia.

¢ Koska Skolemointi ei sdilytd loogista ekvivalenssia vaan
toteutuvuuden, ndma tulee muuntaa toteutuvuusongelmiksi.

Viite. Olkoon ¢ ja 9 lauseita ja ¥ lausejoukko.
1. Patevyys: = ¢ <= KM({—¢}):lle Ioytyy hylkays.
2. Ekvivalenssi: ¢ =9 <= KM({—(¢ <> ¥)}):lle 18ytyy hylkdys.

3. Looginen seuraavuus: ¥ = ¢
<= klausuulijoukolle KM(X U {—¢}) léytyy hylkays.

YIld KM(T') tarkoitaa lausejoukon I" klausuulimuotoa, mikéd saadaan

Qctamalla yksittdisten lauseiden v € T" klausuulimuotojen unioni.

/
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Esimerkk. Osoitetaan resoluutiolla, ettd = VxP(z) — JzP(z).

¢ Haetaan lauseen negaatiolle klausuulimuoto:
-(VzP(z) = JzP(x)) ~ VaP(z)A-JzP(z)
~»  VzP(xz) ANVoz—P(x)
~ VaVy(P(z) A —P(y)).
~  §S={P(@)},{-P(y)}}
 Klausuuleista {P(z)} ja {-P(y)} seadaan tyhja klausuuli O
(MGU {z/y}) yhdelld resoluutioaskelella.

e Taten klausuulijoukolle S on hylkdys
= S on toteutumaton
= —(VzP(z) — JdzP(x)) on toteutumaton
= VzP(xz) — JzP(z) on pateva.

\

~
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/Esimerkk'. Osoitetaan lause Jz(E(z) A K(z)) lausejoukon
Y ={Vz(I(z) = E(z)),3z(I(z) N K(z))}
loogiseksi seuraukseksi. Haetaan tarvittavat klausuulimuodot:
Vz(I(z) — E(x)) Va(-I(z) V E(z))

S1={{~I(z), E(z)}}.

I(c) NK(c)

Sz = {{I(c)},{K(c)}}

Ve (E(z) AN K(z))

Ve(—=E(z) V —K(z))

Ss = {{~E(z), ~K(z)}}

Kokonaisuutena saadaan siis klausuulijoukko S = S7; U Sy U S5

dz(I(z) N K(z))

—dz(E(xz) AN K(z))

O A T ¢

t{{ﬂ(w),E(w)}, {1(c)}, {K ()}, {~E(2), ~K(z)}}.
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ylk3ys |6ydetddn esimerkiksi seuraavasti:

L{-I(z), E(x)} S

2. {I(c)} S

3. {K(c)} S

4. {-E(y),~K(y)} S{z/y}

5. {-I(y),~K(y)} 14MGU {z/y}
6. {—K(c)} 2,5,MGU {y/c}
7.0 3,6,MGU ¢

* Yleisimpien unifioijien kompositio {z/y}{y/c}e = {z/c,y/c}.

* Té&ten S on toteutumaton
= Y U {-dz(E(z) A K(z))} on toteutumaton

— Jz(E(z) A K(z)) on joukon X looginen seuraus.

\ /
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9.3

~

Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

¢ Muuttujien uudelleennimedminen on hyva suorittaa systemaattisesti
(esimerkiksi alaindeksien avulla).

e Yksittdistd klausuulijoukon klausuulia saatetaan tarvita useita
kertoja resoluutiotodistuksessa (jolloin muuttujien
uudelleennimedminen on vilttdmatontd).

* Kirjoita yleisimmat unifioijat (MGU:t) n3kyviin.

¢ Ellet kirjoita todistusta binddripuun muotoon, numeroi klausuulit ja
ilmoita, mistd klausuuleista mikin klausuuli on johdettu.

 Laske yleisimpien unifioijien kompositio.

/
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Esimerkk. Esitetdin listat vakion e (tyhja lista) ja kaksipaikkaisen
funktiosymbolin ¢ avulla (ndin lista [1,2] saa esityksen ¢(1,¢(2, €))).

Maéritelld3n seuraavat listoja koskevat predika2tit

* K(z,y) =

1. Kl(ee)ja

2. VaVyVzVu(K(z,y) A L(y,v, z) = K(c(v,z), 2)).
* L(y,v,2) =
3. VzL(e,z,c(z,e)) ja

4. VYyVovzVz(L(y,v, z) = L(c(z,y), v, c(z, 2))).

\

“listan x alkioina ovat listan ¥ alkiot k3Znteisess3 jirjestyksessd™:

“lista z on lista ¥, jonka perdan on liitetty alkio v":
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» Johdetaan lauseille klausuulimuodot:

(1) ~ {{K(e,e)}}

(2) ~ VaVyVeVu(=K(z,y) V =Ly, v, 2) V K(c(v,z), 2))
~ {{~K(z,y), - L(y,v, 2), K(c(v,2),2)}}

(3) ~ {{L(e,z,c(z,€))}}

(4) ~ YyVYuVaVaz(=L(y,v, z) V L(c(z, y),v, c(z, 2))
~ {{=L(y,v,2), L(c(z,y),v,c(z,2)) }}

(5) Todistettavan lauseen negaatio —dz K (c(1,¢(2,¢€)), )
~ V=K (c(1,¢(2,e)),x) ~ {{-K(c(1,c(2,€)),z)}}

* Haluamme siis selvitdd, mikd on lista [1,2] kddnnettyni.

~—_ T

N

-
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Resoluutiotodistus:

1. {=K(c(1,¢(2,€)),20)} P5
2. {=K(z1,v1),L(y1,v1,21), K(c(v1,21), 21)} P2
3. {=K(ce(2,e),y1),7L(y1,1,21)} 1,2,MGU {v1/1,21/c(2,€),20/21}
4. {=K(z2,y2),L(ys2, v2, 22), K(c(va, 22), 22) } P2
5. {~K(e,y2), ~L(y2,2,51), " L(y1,1,21)}

3,4 MGU {v2/2, 22 /e, 23 /y1}
6. {K(e,e)} P1
7. {~L(e,2,11), ~L(y1,1,21)} 5,6, MGU {y2/¢}
8. {L(e,z3,c(z3,¢€))} P3

\ /
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7,8,MGU {x3/2,y1/6(2,6)}\

e),1,21)}
10. {—L(y4,v4, 24), L(c(z4,y4),v4, c(T4,24))} P4
1. {—L(e,1,24)} 9,10,MGU {z4/2,ya/e,v4/1,21/c(2, 24)}
12. {L(e,zs5,c(z5,€)))} P3
13. O 11,12,MGU {x5/1,24/c(1,€)}
* Unifioijien kompositio: { v1/1, z1/c¢(2,€), zo/c(2,¢(1,€),

v2/2, x2/e, z2/c(2,¢€),

y2/e,

x3/2, y1/c(2,e)

x24/2, ya/e, va/1, z1/¢(2,¢(1,¢e))
x5/1, z4/c(1,€) }.

K. Rajaus kyselyyn: {zo/c(2,¢(1,€))} (ns. vastaussubstituutio). /
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/9.4 Resoluutiostrategioita

* Tavoitteena darellisen klausuulijoukon S refutointi.

» Kerrossaturaatiostrategiassa resoluutioaskeleita suoritetaan
kerroksittain seuraavasti.
1. Joukko S muodostaa kerroksen Sg.

2. Kerros S; (i > 0) muodostuu klausuuleista C, jotka S3adaan
resoluutiosddnnélld joistain klausuuleista C7 € S;_1 ja

Cy € SoU---US;_1.
Esimerkk. Olkoon alimpana kerroksena
So =8 ={{-1(z), E()},{I(c)},{K(0)},{-E(y), =K (y)}}.
Tallsin 51 = {{E(c)}, {~E(9)}, {~I(z), K (z)}}

Sz ={5,{=1(0)}, {=K(c)}}.
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Tukijoukkostrategia

Madritelmd. Klausuulijoukon S osajoukko T' on tukijoukko
(engl. set of support), jos S — T on toteutuva.

o Tukijoukkostrategiassa ei miloinka3n suoriteta resoluutiota joukon
S — T klausuuleille keskendan.

» Tutkittaessa loogista seuraavuutta ¥ = ¢ lausejoukko X
(olettamukset) on tyypillisesti toteutuva. T3llin voidaan ajatella:

1. T muodostuu lauseesta —¢ saatavien klausuulien joukosta ja
2. joukkoon S — T kuuluvat lausejoukosta X saatavat klausuulit.

* Ristiriita aiheutuu siis konkreettisesti tukijoukon T klausuuleista,
mikdli ¥ |= ¢ (eli ¥ U {—¢} on toteutumaton).

Véite. Tukijoukkostrategiaan perustuva resoluutio on tdydellista.

~

/
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EsimerkK. Tutkitaan seuraako Jy(E(y) A K(y)) loogisesti
lausejoukosta ¥ = {Vz(I(z) — E(z)), Jz(I(z) A K(x))}.

Lausejoukosta X saadaan klausuulijoukko

S =T ={~1(z), E(x)},{I(c)}, {K(c)}}.

1. {-I(z), E(z)} S-T

2. {I(c)} S—-T

3. {K(c)} S—T

4. {-E

5 c)} 3, 4, MGU {y/c}
6. {—-I(c)} 1,5 MGU {z/c}
7.0 2,6, MGU €

.

Lauseen negaatiosta saadaan tukijoukko T' = {{—=E(y), ~K(y)}}.
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