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. Lauselogiikan kieli

2. Lauselogiikan semantiikka

3. Semanttiset peruskdsitteet

4. Semanttinen taulu

. Vaihtoehtoisia todistusjdrjestelmid
. Normaalimuodot

. Resoluutio

Laskennallisesta vaativuudesta

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

A
~

1 Lauselogiikan kieli

* Lauselogiikan aakkosto

* Kielen méaaritelma

* Lauseiden muodostamisesta
¢ Sopimukset sulkujen kaytosta

* Esimerkki: rakenteinen induktio
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1.1 Lauselo8iikan aakkosto

e atomiset lauseet: A, A1, As,...,B,By,...,C,...
* negaatiosymboli: — (ei)

* konjunktiosymboli: A (ja)

* disjunktiosymboli: V (tai)

* implikaatiosymboli: — (jos ... niin)

* ekvivalenssisymboli: <> (jos ja vain jos)

* sulut: ()

Symboleja =, V, A, — ja <> kutsutaan konnektiveiksi, koska niiden avulla
kytketddn yksinkertaisempia lausekkeita (lauseita) monimutkaisemmiksi.

\ /
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1.2 Kielen maritelma

Olkoon P ei-tyhjd joukko atomisia lauseita.
Lauselogiikan lauseenmuodostussdinnét:
1. Jokainen atominen lause A € P on lause.

2. Jos a ja B ovat lauseita, niin myés (—a), (aV 8), (e AB), (a — B),
(o <> B) ovat lauseita.

3. vain edell2 olevien sddntéjen perusteella muodostetut merkkijonot
ovat lauseita.

Niiden si&ntdjen nojalla muodostettavissa olevien lauseiden joukkoa
kutsutaan (atomisten lauseiden joukkoon P perustuvaksi) lauselogiikan

kieleksi L.

\ /
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Vaihtoehtoinen mdaritelma
Olkoon P ei-tyhjd joukko atomisia lauseita.

Maé&aritelmd. Atomisten lauseiden joukkoon P perustuva lauselogiikan
kieli £ on merkkijonojen joukon (P U{—,A,V,—, <>, (,)})* pienin
osajoukko, joka on suljettu seuraavien vaatimusten suhteen:

1. Jos Ae P, ninAec L.

2. JosaeLijafel niin(—a)eLl, (aVB)eL, (aANB)€EL,
(a—=p)eLlija(a+p)eL.

Esimerkki. Jos P = {4, B}, niin esimerkiksi A, B, (—A), ((—=4)V B) ja
(((A) vV B) — A) ovat kielen L lauseita. Sen sijaan merkkijonot (—())
ja (AV C) eivit ole L:n lauseita.

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

G)kaisella lauselogiikan lauseella on yksikdsitteinen jdsennyspuu. \

Esimerkki. Lauseen ((—=(A A B)) — C) jdsennyspuu on seuraava:

- Jasennyspuun juuressa oleva konnektiivi
/ \ —» m33r3i, ettd annettu lause on muo-
! C doltaan implikaatio
| (tai implikaatio lyhyesti sanottuna).
A Vastaavasti mdadritellddn lauseet, jotka
/ \ ovat negaatioita, konjunktioita, disjunk-

tioita ja ekvivalensseja.

Lauseiden ominaisuuksia voidaan todistaa induktiolla yli lauseen (tai sit3

Qastaavan jdsennyspuun) rakenteen. /
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1.3 Lauseiden muodoStaminen
Jos lahtokohtana on joukko luonnollisen kielen lauseita,

e tunnistetaan atomiset lauseet eli vdittamat, joita ei voida enda
loogisessa mielessd pilkkoa osiin ja

¢ tunnistetaan konnektiivit ja muodostetaan vastaavat logiikan
lauseet.

Tavoitteena voi olla myds jonkin jarjestelmdn marittely suoraan logiikan
lausein. T3llGin

¢ valitaan sopiva joukko jérjestelmdn ominaisuuksia kuvaavia atomisia
lauseita ja

o miiritelldan ndiden viliset suhteet/riippuvuudet logiikan lausein.

\ /
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Esimerkki. Muotoillaan seuraava luonnollisen kielen lause lauselogiikan

lauseena.
Jos tiedosto on liian suuri, niin se tiivistetddn tai poistetaan.
Valitaan atomiset lauseet

A = "Tiedosto on liian suuri”,
B = “Tiedosto tiivistetddn” ja
C = “TiedoSto poistetaan”.

Saadaan: jos A, niin B tai C.
Tunnistetaan konnektiivit: (A — (B V C)).

\ /
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/Esimerkki. Kuvataan seuraavaa yksinkertaista jarjestelm3a Iauselogiikan\

lausein.

Valitaan atomisiksi lauseiksi

L = “Lamppu palaa”,
K = "Kytkin on suljettu” ja

‘ | P = “Paristossa on riittavasti

[
1 varausta’.
Mazritell23n jarjestelman sallitut tilat lauseilla
((=P) = (=L)) ja
(P — (L + K)).

Qulkitse nama kaksi lausetta luonnolliselle kielelle!
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1.4 Sopimukset sulkeiden kdytostd

* Uloimmat sulkeet tapana jitt33 pois: A — B eikd (A — B).

» Konnektiivien presedenssi:

1. — on vahvin konnektiiveista.

3. — ja > ovat heikoimmat konnektiivit.

—A — B eikd (-A) — B,
AANB -+ BVCeki (ANB)— (BVO),
mutta (A — B) V (B + C).

Esimerkiksi:

 Ketjudisjunktiot/konjunktiot: AV BV C Kkirjoitetaan lauseiden
AV (BVC)ja(AV B)VC sijaan.

-

2. V ja A ovat heikompia kuin =, mutta vahvempia kuin — ja <.
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Lisdhuomioita sulkeiden kdytdstd

 Edelld tehdyt sopimukset (ketjukonjuktioita ja -disjunktioita
lukuunottamatta) takaavat, ett3 lauseen ¢ jdsennyspuu sdilyy
yksikdsitteisenad sulkeita vihennettdessa.

* Esimerkiksi merkkijonoa A — B — C ei pystytd jisentimain
lauseeksi (yksikdsitteisesti).
Tarvitaan sulkeet: A — (B — C) tai (A — B) — C.
N&illd lauseilla on yksik3sitteiset jasennyspuut.

* Ketjudisjunktiokin AV BV C voidaan jasentdd kahdella tavalla:
(AvB)VvVCtai AV (BVO).

Jatkossa néille annetaan kuitenkin sama merkitys, joten on

samantekevdd kuinka jdsennys suoritetaan.

.

/
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/1.5 Esimerkki: rakenteinen induktio

MadZdritelmd. Lauseen alilauseet m3ariytyvat seuraavasti:
Atomisen lauseen A ainoa alilause on A.
Lauseen (—a) alilauseita ovat a:n alilauseet ja (—a).

Lauseen (a A 3) alilauseita ovat a:n ja B:n alilauseet ja (« A ).

tapaan kuin (o A §):n.

Esimerkki. Lauseen A — BV C alilauseet ovat A, B,C,BV C ja
A— BVvC.

-

Lauseiden (a V B), (a — B) ja (a <> B) alilauseet m3iritelldan samaan

~

/
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Véite. Lauseen ¢ alilauseita on korkeintaan niin monta kuin on ¢:ss3
esiintyvien atomisten lauseiden lukuma&arén ja ¢:n konnektiivien
lukuma3rdn summa.

Todistetaan vdite induktiolla lauserakenteen suhteen.

Otetaan lauseelle ¢ kdyttoon seuraavat merkinnit:
e #¢: lauseen ¢ alilauseiden lukumaar3,
o A¢: lauseessa ¢ esiintyvien atomisten lauseiden lukumiard ja
e K¢: lauseen ¢ konnektiivien lukumaara.

N3illd merkinngilld viite saadaan muotoon #¢ < A¢ + K.

Esimerkki. Viittima pitdd paikkansa ainakin lauseen
¢= (B — C)— (B — C) tapauksessa: #¢ =4, Ap =2 ja K¢ = 3.

\

~
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/T odistus.

Perustapaus: ¢ on atominen lause A.

tdssd tapauksessa paikkansa.
Induktioaskel: ¢ on muotoa (—a).
Mé&aritelman mukaisesti: #(—a) = 1 + #a.
Induktio-oletuksen perusteella: #a < Aa + Ka.
#(-a) < 1+Aa+ Ka

= Aa+(1+Ko)

= A(-a)+(1+ Ka)

= A(-a)+ K(—a).

Taten

Qéin vaittdm3 tuli todistetuksi muotoa (—a) oleville lauseille.

Koska #¢ = 1 madritelman mukaan, A¢p = 1 ja K¢ = 0, vaittdma pitda

~

/
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Induktioaskel jatkuu: ¢ on muotoa (« * 3), missd * on mikd tahansa
bindarisistd konnektiiveista V, A, — ja <.

#laxp) = 1+#a+#8—#(aB)
< 14+Aa+Ka+ AB+ KB — #(a,8) (ind.-oletus)
= Aa+ AB—#(a,8)+1+ Ka+ Kp
< Aa+ AB - A(a,B) + K(axf)

= A(ax8)+ K(axp).

Merkintd #(a, B) tarkoittaa lauseiden « ja 3 yhteisten alilauseiden
lukum33rdsd ja A(a, 8) lauseiden « ja B yhteisten atomisten lauseiden
lukum3ardd. Talloin patee A(a, 8) < #(a, 8).

Niin ollen vdittdma tuli todistetuksi kaikille lauseille ¢.

.

\

/
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2 Lauselogiikan semantiikka

¢ Perustotuustaulukot
» Konnektiivien maariteltdvyys/riittavyys
e Lauselogiikan totuusmaaritelma

¢ Vaihtoehtoinen totuusmaiaritelm3: valuaatiot
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/2.1 Perustotuustaulukot

Perustotuustaulukoilla m3aritell33n eri muotoa olevien lauseiden
totuusarvot alilauseidensa funktiona.

a|B|(@AB)| |a|B|(aVP)
al(a)| |T|T| T T|T| T
T| E T|E| E T E| T
E| T E|T| E E|T| T

E|E| E E|E| E

Totuustaulukot on helppo sisdistdd muistisddntdjen avulla:

\esim. (A B) on tosi <= « on tosi ja 3 on tosi.

/
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Huomio. Disjunktio (a V 3) on tosi <= « on tosi tai 8 on tosi.

Disjunktio (aV 3) on siis tosi myds siloin, kun sek3 o ettd 3 ovat tosia.

Voidaan miiritelld myds poissulkeva disjuktio (aV_3), joka on epitosi
molempien disjunktien ollessa tosia.

(aVB)

MR
Nig 8[|
N8|

E|E E

(aV B) on tosi < joko « on tosi tai 8 on tosi.

-

~

/
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/Perustotuustaulukot (jatkoa) \

a|Bl@=p)| |a|B|(axeh)
T|T T T|T T
T|FE E T |E E
E|T T E|T E
E|E T E|E T

(o — B) on tosi <= « on epdtosi tai B on tosi

<= jos « on tosi, nin § on tosi.
Huomio. Implikaatio — e/ edellytd syy-seuraus-suhdetta. Esim.

A = "Ruotsi sijaitsee Aasiassa”, B = “Joulupukki on olemassa”.

Qwse (A — B) on tosi, koska A on ep3tosi. /
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/Perustotuustaulukoiden avulla voidaan muodostaa totuustaulukko mille\
tahansa lauseelle (tai jopa lausejoukolle).

Esimerkki. Tutkittava lause: (-B A (A — B))
Alilauseet: A, B,—B,(A — B),(-B A (A — B))
Totuustaulukossa on 22 = 4 rivid ja 5 saraketta.

A|B|-B| (A= B)|(-BA(A - B))
T|T| E T E
T|E| T E E
E|T| FE T E
E|E| T T T

Muistathan, ettd jokaisessa lauseessa ¢ on korkeintaan niin monta

Qilausetta kuin lauseessa ¢ on atomisia lauseita ja konnektiiveja! /
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2.2 Konnektiivien miriteltavyys/riittdvyys

Konnektiiveille voidaan antaa maaritelmid my6s toistensa avulla:

a A B) lauseena —(—a V —=f3)

aV B) lauseena —=(—a A =f)

aV B) lauseena (a +» —=f3)

a <> B) lauseena ((a — B) A (B — «)) tai lauseena
(moV B) A(aV —=B))

Totuustaulukoissa niille muodoStuu identtiset pystyrivit.

\

(
(
(
* (a — PB) lauseena (—a V ) tai lauseena —(a A =)
(
(
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Taten konnektiivit —, V, A, —, <> eivat ole kaikki valttimattomia:
e —ja V riittdvdt muiden konnektiivien ma3arittelemiseen,
* —ja A riittdvat myos,
* — ja — riittdvdt myos ja

* | (aina epdtosi lause) ja — riittdvdt myds.

Huomio. Toistaiseksi kdsittelyt konnektiivit eivdt ole ainoat matolliset.

Esimerkiksi bind3rikonnektiiveja *, jotka kytkevat kaksi lausetta « ja 8
lauseeksi o * 3, voidaan olennaisesti maaritelld 2(2%2) = 16 erilaista.

On my6s konnektiiveja, jotka riittdvat yksinddn muiden maarittelemiseen:

* Peircen nuoli: (a ] 8) = —(aV B)

¢ Shefferin viiva: (a | 8) = ~(a A 8)

-
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2.3 Lauselogiikan totuusmadritelma

Mdidritelmd. Totuusjakelu A on atomisten lauseiden joukon P
osajoukko.

Ajatuksena on, ettd

¢ A:n atomiset lauseet ovat tosia,
e P — A:n atomiset lauseet ovat epitosia.
Huomiocita.
« Jos P on direllinen, erilaisia totuusjakeluja on 2/7! kappaletta.

e Jokainen totuusjakelu vastaa yhtd totuustaulukon rivid
(Ja kdantden).

.

/
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Totuusjakelu voidaan ymmartdad yhden asiaintilan kuvauksena.

Esimerkki. (vrt. aikaisempi lamppuesimerkki)

A, ={P}: Patterissa on riittdvasti varausta.
Kytkin ei ole suljettu.
Lamppu ei pala.

Ay ={L,K}: Patterissa ei ole riittdvasti varausta.

Lamppu palaa.

Kytkin on suljettu.

Niistd jalkimmainen on mitd ilmeisimmin fyysisesti mahdoton, mutta
kuitenkin loogisesti mahdollinen asiaintila.

-

~

/
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MadZritelmd. Seuraavassa méaaritellddn milloin mielivaltainen lause
¢ € L on tosi totuusjakelussa A (merk. A = ¢) ja milloin ¢ on epétosi
totuusjakelussa A (merk. A [~ ¢).

1. AE A < Ac A (atomisille lauseille A € P).

2. AEa <= A#a.

AEaNf <= AEaja AEB.

AEaVp < AEatai AEB.

AEa—f <= Afatai A=p.

AEa+ f < joko AEaje AEPS tai Al aja AREB.

A

\Huomio. Kohdan 3 perusteella A a A < A atai A S. /
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Totuusmaddritelmdn seurauksia

Viite. Jos A C P on totuusjakelu, niin kaikille lauseille ¢ € L, joko
A= ¢ tai A ¢

Merkitdan At(¢):Il3 ¢:ss3 esiintyvien atomisten lauseiden joukkoa.

Viite. Olkoon A; C P ja As C P kaksi totuusjakelua ja ¢ € L lause.
Jos A; NAt(¢) = A2 N At(¢), niin A1 E ¢ <= Az | ¢.

Nim3 voidaan todistaa induktiolla ¢:n rakenteen suhteen.

\ /
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2.4 Vaihtoehtoinen totuusmiritelms: valuaatiot

(T&td madritelm33d kdytetddn Neroden ja Boren kirjassa).

Madritelmd. Valuaatio V on konnektiivien totuustaulukkoja noudattava
funktio kielen £ lauseiden joukolta joukolle {T', E}.

Valuaatioilla ja totuusjakeluilla on seuraava yhteys:
1. Olkoon V valuaatio ja A={A € P | V(A) =T}.

Tallgin kaikille lauseille ¢ € L patee:
A=¢ <= V(p) =T.

2. Jos A on totuusjakelu, niin on olemassa yksikasitteinen valuaatio V
sitenettd A={AcP | V(A =T}

.

\

/
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3 Semanttiset peruskdsitteet

¢ Mallin kasite

* Toteutuvuus

¢ Pitevyys

* Looginen seuraavuus

e Looginen ekvivalenssi

e Peruskésitteiden viliset yhteydet

¢ Loogisten seurauksien ominaisuuksia
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Lauselogiikka

3.1 Mallin kasite

Madritelmd. Totuusjakelu A C P on lauseen o € £ malli, joss lause «
on tosi A:ssa eli A = a.

Esimerkki. Totuusjakelut A; = {A}, A; = {B} ja A3 = {A, B} ovat
malleja lauseelle AV B.

Maddritelmd. Totuusjakelu A C P on lausejoukon ¥ C £ malli
(merk. A = X), joss kaikille lausejoukon X lauseille 0 € X pitee A |= 0.

N&in ollen lausejoukon X lauseet tulkitaan konjunktiivisesti.

\ /
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Olkoon P = {P, L, K}. Lamppuesimerkin lausejoukko on
Y={-P—-L,P— (L+ K)} C L. Totuustaulukko:

\PlL|Kk|-P|-L|-Ps-L|LoK|Ps@LeoK]
rT\r|T| E|E T —
r|lr|e| E|E T E E
r|le|lr| e T E E
T|E|E|E|T T —
Elr|r| T | E E T T
Elr|e|l T | E E E T
Ele|lT| T ]|T E —
E|E|E| T | T T —

Lausejoukolla X on siis neljé erilaista mallia (merkitty nuolin), jotka

vastaavat jdrjestelman sallittuja tiloja.

/
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3.2 Toteutuvuus

Lauselogiikka

Mééritelm3. Lause o € L (tai lausejoukko X C L) on toteutuva, joss
ainakin yksi totuusjakelu A C P on sen malli.

Huomio. Koska lauseiden totuusarvot maardytyvat niissd esiintyvien
atomisten lauseiden totuusarvoista, voimme rajoittua totuusjakeluihin
A C At(¢), missd At(¢) on lauseessa ¢ esiintyvien atomisten lauseiden
joukko, tai totuusjakeluihin 4 C At(X) = U{At(o)|o € L}
selvittdessamme ¢:n tai X:n malleja.

» Toteutumattomalla lauseella/lausejoukolla ei ole yhtd3n mallia.

¢ Lauseen toteutuvuuden selvittdminen on yksi keskeisimmistd

logiikkaan liittyvistd laskennallisista ongelmista.

/
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Toteutuvuuden tutkiminen totuustaulukolla:

~

e muodostetaan a:lle (X:lle) totuustaulukko ja

* tarkastetaan onko « tosi (kaikki X:n lauseet tosia) jollakin rivilla.
Esimerkki.

Onko A A —A toteutuva? Onko A V —B toteutuva?

A|-A|AN-A A|B|-B|AvV-B
T|E| E T|T| E
E| T | E T|E|T
E|T|E| E
E|E| T
Ei. Kyll3.
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/3.3 Padtevyys

Maéiritelmd. Lause o € £ on pitevi/tautologia (merkitdin = «), jos
A |= « kaikille totuusjakeluille A C P.

Esimerkki. Olkoon P = {A} ja L vastaava kieli. Lause AV —A on
patevd, koska A V —A on tosi totuusjakeluissa A; = {} ja Az = {A}.

Vastamallit

Tarkastellaan mielivaltaista lausetta ¢ € L.
» Jos ¢ on patevd, A = ¢ kaikille totuusjakeluille A C P.
* Jos ¢ ei ole pitevd, I6ytyy totuusjakelu A siten, ettd A [~ ¢.

JalkimmaZisessa tapauksessa kutsumme totuusjakelua A vastamalliksi

\(tai vastaesimerkiksi) lauseen ¢ patevyydelle.

~

/
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Pitevyyden tutkiminen totuustaulukolla:

e muodostetaan a:lle totuustaulukko ja

« tarkistetaan, ettd « on tosi jokaisella rivill3.

Esimerkki.

Onko A A B — A pitevd? Onko AV B — A péteva?
A|B|AANB|ANB— A A|B|AVB|AVB— A
T|T T T T|T T T
T|FE E T T|FE T T
E|T| E T E|T| T
E|E E T E|E E T

Kylls. Ei.

-

~
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3.4 Looginen seuraavuus

Maé&aritelmd. Lause a € L on lausejoukon X C L looginen seuraus
(merkitéddn ¥ = ), jos A |= « kaikille lausejoukon ¥ malleille A C P.

Esimerkki. ——A seuraa loogisesti lausejoukoista {A} ja {A A —A}.

Kiytdmme vastamallin kisitetts myds loogisen seuraavuuden yhteydessd.

o Jos X [~ ¢, lausejoukolla X on malli A siten, ettd A [~ ¢.

\ /
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Esimerkki. {A, B — A} [£ ——B, koska I6ytyy vastamalli 4 = {A}
siten, ettd A = {A,B — A} ja A~ ——B.

Loogisen seuraavuuden tutkiminen totuustaulukolla:

« muodostetaan lausejoukolle ¥ U {a} totuustaulukko,

* todetaan rivit, joilla kaikki X:n lauseet ovat tosia (X:n mallit) ja

o tarkistetaan, ettd o on n3ill3 riveill3 tosi.

-
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Esimerkki.

{A(A>D)}ED? {(A>B)}=B?

A|D|(A— D) A| B | (A— B)

T|\T| T — |T|T T |

T|E| E T|E E

E|T| T E| T T |

E|E| T E T |
Kyll3. Ei.

Huomaa, ettd ¥ = A V —A kaikille lausejoukoille ¥ !

\ /
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Esimerkki. Tutkitaan, onko lause =L V K loOginen seuraus
lamppuesimerkin lausejoukolle ¥ = {P — (L <+ K),—P — —L}. On.

lPlo|k|[-P|-L]-Ps-L]LoKk|Ps@oKr|-LvKk]
T|T|T|E|E T T T —
T|T|E| E | E T E E E
T|\E|T|E|T T E E T
T|E|E|E|T T T T —
E|lT|T| T |E E T T T
Elr|E| T | E E E T E
E|E|T|T|T T E T —
E|E|E| T |T T T T —

-
\

© 2002 TKK / Tietojenkasittelyteorian laboratorio

37

38

p

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002

4 )

Lauselogiikka

3.5 Looginen ekvivalenssi

Madritelmd. Lauseet o € L ja 8 € L ovat loogisesti ekvivalentteja

(e =p), joss A= a < A= S kaikille totuusjakeluille A C P.
Esimerkki. A ja ——A ovat loogisesti ekvivalentit, koska ndilld on sama

totuusarvo kaikissa totuusjakeluissa.

Viite. Lauseet o € L ja 8 € L ovat loogisesti ekvivalentit, joss niilld on
tasmalleen samat mallit A C P.

\ /
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Lauseiden loogisen ekvivalenssin selvittdminen:

e muodostetaan lauseille & ja B yhteinen totuustaulukko ja

e tarkastetaan, ettd a:lla ja B:lla on sama totuusarvo jokaisella rivill3.

Esimerkki. Ovatko lauseet A — B ja —B — —Aoogisesti ekvivalentit?

-A|-B|A—-B|-B—-A

E | E T T

E | T E E

T | E T T

T | T T T
Kylla.
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joss kaikille totuusjakeluille A C P patee seuraava:
A = o1 kaikille 01 € X4
<= A = o kaikille 05 € Xs.

niilld on t3smilleen samat mallit A C P.

Lausejoukkeojen loogisen ekvivalenssin selvittdminen:

* todetaan, ettd X = o9 kaikille lauseille o5 € 35 ja

* todetaan, ettd Yo = o1 kaikille lauseille o1 € 5.

Y3 X1 ja Xo ovat siis kaksi lausejoukkoa.

\

Maiaritelm3. Lausejoukot X7 C £ ja Xy C £ ovat loogisesti ekvivalentit,

Viite. Lausejoukot 7 C £ ja ¥ C £ ovat loogisesti ekvivalentit, mikali
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3.6 Peruskidsitteiden viliset yhteydet

Olkoon L atomisten lauseiden joukkoon P perustuva kieli.

Tarkastellaan jatkossa tdman kielen lauseita.

Looginen ekvivalenssi liittyy ldheisesti patevyyteen:

ca=f <= Eaep.
Todistus.

a#f

<— JACPse AFa+f
= FEa+f

<— JACPse AFajaAFfB tai AFaja A=(

© 2002 TKK / Tietojenkasittelyteorian laboratorio

41

42

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

-~

Pitevyydelld ja loogisella seuraavuudella on kiintedt yhteydet.

p

cEFa = lE
Seuraa helposti, koska kaikki totuusjakelut A C P ovat tyhjdn
lausejoukon () malleja

* {$1, s da) E P = Ehin- NI
Todistus.
{¢1;"'7¢n} I#QS
< JACPse Aon {¢1,...,0,}:n mallija A~
< JACPse Vie{l,....n}: AE¢;ja Ao
— JACPse A=EpiN---Adp ja A~
< JACPse AEGQIN---Nop — @
= OIN Aoy — ).

.
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Patevyyden ja loogisen seuraavuuden yhteys toteutuvuuteen:

A

* = a <= -« on toteutumaton.

Todistus. Erikoistapaus seuraavasta.

* Y =a < X U{-a} on toteutumaton.
Todistus.

Y FEa

& JACPse A=Y jaAFa
<— JACPse AFXU{~a}
<= Y U {—a} on toteutuva

<= Y U {-a} ei ole toteutumaton.

Edelld esitetyt yhteydet mahdollistavat lauselogiikan paittelyongelmien
véliset muunnokset.

-

/
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3.7 Loogisten seurauksien ominaisuuksia

Lauselogiikka

~

Viite. (Kompaktius). Jos X [= @, niin on olemassa dérellinen osajoukko
Y C X siten, ettd X' | ¢.

Todistus sivuutetaan.

Masritelmd. Lausejoukon X C £ lo0gisten seurausten joukko on
Cn(X)={scL|Z ¢}

Loogisten seurauksien joukolla Cn(X) on seuraavat perusominaisuudet:
*+ ¥ C Cn(%).
* Monotonisuus: X7 C ¥ = Cn(X;) C Cn(Xs).

* Cn(Cn(X)) =Cn(X%).

\ /
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Tietdmyksen esittdmisen problematiikkaa

Lauselogiikka

~

» Jokainen lausejoukko Y maarittdd joukon malleja, eli totuusjakeluja
A, joissa lausejoukon kaikki lauseet ovat tosia.

Esimerkki. Lamppuesimerkin lausejoukolla
Y={-P—+-LP—~ (L K)}CL
on mallit A; = {P,L, K}, Ay = {P}, As = {K} ja As={}.
+ Lausejoukon ¥ mallit puolestaan masrdivit lausejoukon loogisten
seurauksien joukon Cn(X).

Esimerkki. Lamppuesimerkissd lausejoukon X loogisten seurausten
joukko on Cn(X) ={-LVK,L - PAK,-PVP,...}.

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkasittelyteorian laboratorio

45

46

p

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

/- Kaikki totuusjakelut ovat tyhjin lausejoukon () malleja. Titen Cn((Z))\
on itse asiassa pdtevien lauseiden joukko.

Huomio. Kaikille lausejoukoille ¥ pédtee Cn(@)) C Cn(X).

* Monotonisuus:

lisi3 lauseita => vihemmin malleja = lis33 lo08isia seurauksia.
Esimerkki. Lamppuesimerkissd ¥ (= L <+ K, mutta
SU{P} =L+ K.

o Tietimyksen esittaminen: ongelmana rajata mallien joukko sopivat
lauseet valitsemalla siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

e Jos lausejoukko tulee ristiriitaiseksi, silld ei ole mallia ja kaikki
lauseet ovat téllGin lausejoukon loogisia seurauksia.

Esimerkki. Lamppuesimerkin tapauksessa lausejoukko

K Y U{K < =P, L} on ristiriitainen/toteutumaton. /
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isshuomioita loogisesta seuraavuudesta

e Jos X = ¢, niin Cn(X) = Cn(Z U {¢}).

Jos tavoitteena on lausejoukon koon minimointi, lausejoukon 1008!s1a
seurauksia ei siis kannata lisdtd lausejoukkoon, koska lausejoukon
loogiset seuraavuudet (eikd myoskddn mallit) eivdt ndin muutu!

~

* Oletetaan, ettd X [~ ¢ ja ettd ¥ halutaan laajentaa lausejoukoksi X’
siten, ettd ¥’ |= ¢.
Apuna voidaan kéyttdd vastamallia/vastamalleja A, joille A E X ja
A [£ ¢: lausejoukkoon X lisdttdvan lauseen 1 tulisi sulkea pois
vastamalli/vastamalleja A, ts. A =X U {¢}.
Lause ¢ toteuttaa myds tdman vaatimuksen, mutta lausetta ¢ ei
valttdmattd haluta liittda eksplisiittiseen tietdmykseen.

Esimerkki. X = {P - Q}, ¢ =Q jayy = P.

/
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4 Semanttinen taulu

» Konnektiivikohtaiset taulusddnnot

¢ Semanttisen taulun m3aritelma

¢ Taulumenetelmin ominaisuuksia

* Loogisten ongelmien ratkominen taulumenetelmalld

o Esimerkkeja

\ /
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* Totuustaulukkoja kdytetddn lauseen ¢ totuusarvon laskemiseen, kun

4.1 Konnektiivikchtaiset taulusdannot

annettuna on atomisten lauseiden A € At(¢) totuusarvot.

¢ Semanttisissa tauluissa idea on kdinteinen: mdardtdan ¢:n
alilauseiden (ja lopulta atomisten lauseiden A € At(¢)) totuusarvot
Ihtien liikkeelle lauseen o totuusarvosta (tosi tai epatosi).

Esimerkki. Verrataan konjunktion totuustaulukkoa ja taulusdantgja:

E(aApB)

] T@np)
e olen] PN

T r Ta Ea EB
T|E E '

E|T E

E|E E TS
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.

T-a T(aVpB)

/ N\

Ea Ta T3

E-a E(aVp)
|
Ta E|a
Ep

Konnektiivien —, V, A ja — taulusd3nnot ovat seuraavat:

T(aAp) T(a— B)
T:a Ea T3
s
E(aNp) E(a— B)
/7 \ |
Ea EB T|a
Eg
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T(avp)
/ N\
T|a E|a
Ep T3
E(aVp)
/ N\
T|a E|a
TS EpB

/Konnektiivien V ja ¢ taulusdZnnét ovat seuraavat:

T(a <+ B)
/ N\
T|a E|a
T3 Eg3
E(a+ B)

N\
T|a E|a
Eg TS

Huomio. N3istd taulusddnnoistd voi todeta konnektiivien V ja <>
kvéiliset suhteet: aVB = a <+ 8= —-a+ B =-(a+ f).

/
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/Ketjukonjunktioille ja -disjunktioille voidaan johtaa seuraavat sddnnét: \

T(ai A...Nay) T(a1 V...Vay)
| yd ’ N
Ton Tos Tay,
|
Ta,
E(ar A...Nay) E(ay V...Vay)
e ’ N |
Eo;q Ea,, Ea;
|
Fao,

\
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Taulusddnndén instantiointi

Esimerkki. Tarkastellaan lausetta (-4 — CV D) — AV B:

Lause on muodoltaan implikaatio o — 3, missd ehtona on lause
=-A — CV D ja seurauksena lause 8 = AV B.

Korvataan a ja 3 kyseisilld lauseilla implikaation sd3nndssa:

T(a— ) T(nA—CVD)— AV B)
\ ~> ~ Y
Ea T8 E(~A—CVD) T(AVB)
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4.2 Semanttisen taulun maritelma

Semanttinen taulu on rakenteeltaan puu, jonka
¢ solmujen asteluku on enintdén kaksi ja
¢ solmuina on muotoa T'¢ ja E¢ olevia lausekkeita.

Maiaritelmd. Semanttinen taulu muodostetaan seuraavilla periaatteilla:

¢ Jokainen yksisolmuinen puu, jonka ainoana solmuna on juurisolmu
T¢ tai E¢, on semanttinen taulu.

¢ Olkoon 7 semanttinen taulu, P jokin 7:n polku juurisolmusta
lehtisolmuun, T'¢ (E¢) jokin 7:n solmu polulla P.

Jos 7’ saadaan 7:sta liittdmélld T'¢:n (E¢:n) taulusddntd (ilman

juurisolmua) polun P jatkoksi, niin 7/ on mydskin semanttinen taulu.

/
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Esimerkki.

~

1. E(AVB — AANB)

|
2. T(AV B)"

|
3. E(AAB)*

/ \
4. TA* 4. TB*

YR 7\

5. EA* 5. EB* 5. EA* 5. EB%

Semanttisen taulun solmut on numeroitu luettavuuden parantamiseksi.

Poluille lisattavat solmut numeroidaan juoks€vast!: Yldindeksind oleva
numero kertoo, monennestako polun solmusta kyseinen solmu on saatu

taulusdantd3 soveltamalla.

-

/
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/Mi—iéiritelmf«i. Olkoon 7 semanttinen taulu, P polku juurisolmusta
lehtisolmuun taulussa 7 ja T¢ (E¢) polun P solmu.
1. Solmu T'¢ (E¢) on hajoitettu polulla P, jos
(2) ¢ on atominen lause, tai
(b) solmun T'¢ (E¢) taulusdinnén jonkun polun jokainen solmu on

polulla P.

2. Polku P on ristiriitainen, jos silld esiintyy sekd T'a ettd Ea jollekin
lauseelle v (t&man merkiksi kirjoitetaan usein x polun loppuun).

3. Polku P on valmis, jos se on ristiriitainen tai jokainen sen solmuista
on hajoitettu polulla P.

4. Taulu 7 on valmis, jos jokainen sen poluista on valmis.

5. Taulu 7 on ristiriitainen, jos jokainen sen poluista on ristiriitainen.

/
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Esimerkki. Palataan edelliseen esimerkkiin.

1. E(AVB — AAB)

|
2. T(Av B)"

|
3. E(AnB)"

~ ~
TA2. TB2
7\ /7 N\
EA% EB3% EA% EB*
X X

e Taulun reunimmaiset polut ovat ristiriitaiset.

e Kaikki taulun polut ovat valmiita.

¢ Taulu on valmis, muttei ristiriitainen.

-
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4.3 Taulumenetelman ominaisuuksia

Lauselogiikka

\

Olkoon o« atomisten lauseiden joukkoon P perustuvan kielen £ lause.
Semanttisella taululla voidaan ratkaista seuraava looginen ongelma:

onko olemassa totuusjakelua A C P siten, ettd A = o (A [~ a)?
Todistamme jatkossa seuraavan ominaisuuden:

Viite. Olkoon a € £ mikd tahansa lause. Juurisolmusta Ta (Ea)
muodostetussa valmiissa semanttisessa taulussa on ei-ristiriitainen polku,
jos ja vain jos A = a (A i~ «) jollekin totuusjakelulle A C P.

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

Taulumenetelmidn virheettémyys

Olkoon « € £ mik3 tahansa lause ja 7 juurisolmusta T'a (E«)
muodostettu valmis semanttinen taulu.

Jos semanttisessa taulussa 7 on ei-ristiriitainen polku,
nin A = a (A [~ ) jollekin totuusjakelulle A C P.

Todistus. Olkoon P mik3 tahansa taulun 7 ei-ristiriitainen polku.
Polku P on valmis, koska taulu 7 on valmis.
Olkoon totuusjakelu A = {A € P | solmu T'A esiintyy polulla P}.
Todistetaan induktiolla polun P solmujen rakenteen suhteen, ettd
* A= B kaikille T8 € P ja
o A~ B kaikille EB € P.
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Totuusjakelun A m3aritelmén perusteella A = A (A [~ B).
Induktioaskel: Kiyddan |api kaikki tapaukset
T(aAB), E(anpB),T(aVp),E(aV ), T(a— B),E(c— B),...

* E(a — B) € P, joloin Ta € P ja EB € P (koska P on valmis):
Induktio-oletuksella A =« ja A |~ 5.

Totuusmadritelmédn perusteella tilléin A = o — .

* T(a— B) € P, jolloin Eao € P tai TP € P (koska P on valmis):
Induktio-oletuksella A ¥~ a jos Ea € P, tai A= jos T3 € P.

Totuusmaaritelmén perusteella télléin A |= a — .

e Muut tapaukset kisitelliin samaan tapaan.

\

Perustapaus: TA € P (EB € P), missd A (B) on P:n atominen lause.

~

/
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/Tarvitsemme tdydellisyystodistuksessa seuraavaa apukdsitetta:

Madritelmd. Semanttisen taulun 7 polku P on yhteensopiva
totuusjakelun A kanssa (merkitdin A||P), joss A = 3 jokaiselle polun
solmulle T8, ja A [~ 8 jokaiselle polun P solmulle ES.

Taulumenetelmin tdydellisyys

Olkoon a € L miki tahansa lause ja 7 juurisolmusta Ta (E«)
muodostettu (ei vilttdmattd valmis) semanttinen taulu.

Jos A = a (A # a) jossain totuusjakelussa A C P, nin semanttisessa
taulussa 7 on ei-ristiriitainen polku P siten, ettd A| P.

Todistus. Oletetaan A |= a (A [~ «) jollekin totuusjakelulle A C P.
Kéytetdan induktiota semanttisen taulun 7 rakenteen suhteen (vrt.

smanttisen taulun induktiivinen mé&aritelma).

~

P

/
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/Perustapaus: taulu 7 koostuu ainoastaan juurisolmusta Ta (Ec). \

T3lléin ainoa mabollinen polku P juurisolmusta Ta (Ecq) itseensi
toteuttaa vaatimuksen A|| P, koska T'a (E«) on polun ainoa solmu.

Induktioaskel: taulu 7 saadaan taulusta 7/ soveltamalla taulusdinté3
7':n polun P solmuun T8 tai ES (jollekin lauseelle 3).
Induktio-oletuksen nojalla 7/":ssa polku P’ siten, ettd A||P’.

Jos P # P', niin P’ myés taulun 7 polku.
Jos P = P’, niin A||P ja pdddymme tapausanalyysiin:
e B=—-wjaT-y€EP:
= A = = (koska A||P) ja E~ lisitdan P:n jatkoksi
= A = v ja syntyvd 7:n polku on yhteensopiva A:n kanssa.
e f=-yjaE-yeP:
— A i~ — (koska A|P) ja solmu T lisdtdén P:n jatkoksi.
K = A = v ja syntyvd 7:n polku on yhteensopiva .A:n kanssa.
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* Muut tapaukset (vaihtoehdot lauseeksi 3) kisitelld3n vastaavasti.

Edell3 osoitettu taulumenetelm3n ominaisuus voidaan todeta
seuraavasta esimerkista.

Esimerkki. Totuusjakelu A = {B} on yhteensopiva allaolevan
semanttisen taulun oikeanpuoleisen polun kanssa.

E((AV B) — A)
T(A |v B)
a4
/' \

TA TB

X

Titen A (AVB) > A A=AVB, A¥-Aja AE B.
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/4.4 Loogisten ongelmien ratkominen
taulumenetelmalld

Lauseen toteutuvuuden tutkiminen

e Lause o« € L on toteutuva

<= d totuusjakelu AC P se. A«
<= juurisolmusta T'a muodostetussa valmiissa semanttisessa
taulussa on ainakin yksi ei-ristiriitainen polku P.

* Jokaisesta ei-ristiriitaisesta polusta P voidaan konstruoida a:lle
malleja A seuraavasti. Jos atomiselle lauseelle A € P pitee
—TAe€P,ninAc A
- EAcP,ninA¢g A

k — TA¢ P ja EA¢ P, niin joko A € A tai A ¢ A (vapaa vaIinta)./

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Esimerkki. Tutkitaan lauseen AV B — A toteutuvuutta.

1. T((AV B) — A)

PN
2. E(AVB):  2.TA"

|
3. BA%

4. EB%*

Ei-ristiriitaisista poluista voidaan muodostaa lauseelle mallit A; = {},

Az ={A} ja A3 = {4, B}.

-

~
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Lausejoukon toteutuvuuden tutkiminen

* Adsrellinen lausejoukko ¥ = {a1,...,a,} C L on toteutuva
<= lause a1 A--- Ay, € L on toteutuva

<= juurisolmusta T'(a;A - - - A, ) muodoStetussa
valmiissa semanttisessa taulussa on ainakin

yksi ei-ristiriitainen polku P.

* Lausejoukolle voidaan konstruoida malleja samaan tapaan kuin
yksittdisen lauseen tapauksessa.

» Kéytdnndssd juurisolmu T'(a1A - - - Ay, ) voidaan j&ttd3d
kirjoittamatta nakyviin tilan sddstamiseksi.

.
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Lauseen pdtevyyden tutkiminen
c Ea
<= -« on toteutumaton
<= juurisolmusta T—« muodostettu valmis semanttinen

taulu on ristiriitainen

<= juurisolmusta Ea muodoStettu valmis semanttinen

taulu on ristiriitainen.
Taten taulumenetelmistd saadaan lauselogiikalle todistusmenetelm3.

Madzdritelmd. Taulu 7 on lauseen « todistus, jos taulun 7 juurisolmuna
on Ea ja 7 on ristiriitainen (ja siten my8s valmis).

Jos a:lla on todistus, on « teoreema/todistuva (- «).

-

/
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4 ) 4 )

A
~

Esimerkki. Osoitetaan lause A A B — AV B teoreemaksi:
Loogisen seuraavuuden tutkiminen
1. E(AANB — AV B)
| * {¢1a"'a¢’n} |=¢
2. T(AA B)" = EOA NG — @
| .
<= juurisolmusta E(¢1A - - A¢,, — ¢) muodoStettu
3. E(AV B)- JURTR (01 Pn = @) W
| valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.
TA? L ..
|  Jos juurisolmusta E(p1A - - Ady, — ¢) muodostettuun valmiiseen
T B2 semanttiseen tauluun j33 ei-ristiriitaisia polkuja, ndistd voidaan
| konstruoida vastamalleja A siten, ettd A = {¢1,...,d,} ja A~ ¢.
EA® e . .
| o Kaytdnndssd taulun juureen tulevat solmut E(¢1A - App — @) ja
EB3 T (1A - - - Ady,) voidaan j8ttdd kirjoittamatta nikyviin.
X
© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio © 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Johdettavuus lausejoukosta

A
A

Todistusmenetelmidn virheettémyys ja tdydellisyys

Todistusmenetelm3 M on Maéaritelmd. Lause 8 on johdettavissa darellisestd lausejoukosta

Y ={a1,...,an} (merkitddn X F ), joss juurisolmusta

* virheetdn, jos lauseen « todistettavuudesta menetelmélld M (Fu o) E(a1A --- Aam — 8) muodostettu valmis semanttinen taulu on
n

seuraa lauseen o patevyys (= ). ristiriitainen.
o tdydellinen, jos lauseen o p3tevyydestd (= «) seuraa lauseen Huomioita.
todistettavuus menetelmalld M (Fu; o)
* YFB = X4
Edelld m3aritelty semanttiseen tauluun perustuva todistusmenetelm3 on

virheetdn ja tiydellinen, koska F o = a. ¢ Taulumenetelmd on siis virheet6n ja tiydellinen todistusmenetelma

myds tdssd tapauksessa.

\ / \ /
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Loogisen ekvivalenssin tutkiminen

o Lauseet a ja 8 ovat |oogisesti ekvivalentit
= EFaef
<= juurisolmusta E(a <+ 3) muodoStettu
valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

* Lausejoukkojen loogisen ekvivalenssin toteaminen edellyttdd

mahdollisesti usean semanttisen taulun konstruointia (kts. loCg!Sen
ekvivalenssin mairitelmit).

/
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hjeita semanttisten taulujen laddtaan:

* Taulun solmussa T'¢ (tai E¢) olevan lauseen ¢ rakenne maaras,
mitd taulusdantdd kdytetdan.
Esimerkki. Jos ¢ on muodoltaan implikaatio @ — 3 kdytetdan
sdintéd T(a — B) (tai E(a — B)).

¢ Solmujen hajoittamisjarjestykselld voi usein vaikuttaa taulun kokoon.
Haarautumista kannattaa valttda seuraavaan tapaan:

: — Solmu 6 kasitellddn ensin, koska taulu ei
I

TA ndin haaraudu.
6.E(BI —C) — Solmu 8 olisi seuraavaksi paras vaihtoehto,
7.T(/iv B) koska syntyvistd poluista toinen (jolla solmu
8.E(A/\ o) E A) on suoraan ristiriitainen.

— Solmun 7 késittely haarauttaa taulun.

/
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/Viiite. Olkoon f boolen funktio ja lause ¢ sitd vastaava esitys:
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4.5 Esimerkkejd

Boolen funkticiden ja lauselogiikan yhteys

Miké tahansa Boolen funktio f: {0,1}" — {0,1} voidaan esittdd
lauselogiikan lauseena:

¢ Arvoja 0 ja 1 vastaavat totuusarvot E ja T

* Boolen muuttuja a (jolla arvona 0 tai 1) esitetddn atomisena
lauseena A (jolla totuusarvo E tai T')

¢ Komplementti esitetddn negaation — avulla
e Tulo - ja summa + esitetddn konjunktion A ja disjunktion Vv avulla.

Esimerkki. Funktiolle f(a,b,c) = a - b+ c saadaan niilld periaatteilla

esitys (AN -B)V C.

/
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funktion f arvon laskeminen tietyilld muuttujien arvoilla vastaa lauseen ¢
totuusarvon laskentaa vastaavassa totuusjakelussa.

Esimerkki.
Josa =0, b=0ja c=1, niin vastaava totuusjakelu on A = {c}.

Aikaisemmalle esimerkille f(0,0,1) =0-0+1=0-1+1=0+1=1ja
vastaavasti A = (AAN-B) Vv C.

Esimerkki.

Jos haluamme osoittaa, ettd kaksi Boolen
funktiota f ja f’ ovat samat, riittd3, ett3 to-
teamme lause-esitysten ¢ ja ¢' loOgisen ekvi-
valenssin (p = ¢’ <= E ¢ < ¢'). L

A B

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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: E(=AA(BVC) < ~(AV (=B A ~C)))
— —
T(~AA(BVO)) E(-AA(BVC))
1 1
E-(AvV (=B A-C)) T-(AV (=B A—-C))
| 1
TTA E(AvV (=B A-(C))
1
T(BV C) EA
|
EA E(-BA-C)
| P ~
T(AV (=B A-C)) E-A E(BVC(C)
— ~ | \
TA T(=B A ~C) TA LB
x T-B X EC
I e ~N
T-C BB BC
EB TB TC
EC X X
VN
TB TC

k X X
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Esimerkki. Mallinnetaan yksinkertaistettua hissijdrjestelmaa
lauselogiikalla:
©

T
oy

+ A;: kerroksen 7 ovi on auki ja

Atomiset lauseet:

K;: hissi on kerroksessa 1,

missd ¢ = 1 tai ¢ = 2.

Kuvataan lauselogiikalla jérjestelmin sallitut tilat (eli haetaan

lausejoukko X, jonka mallit vastaavat sallittuja tiloja).

-
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/° Tyhjilld lausejoukolla @ on 2% = 16 mallia, kuten esimerkiksi \
A ={Ki1, Ks, A1, As}.

Tam3 vastaa jarjestelman tilaa, jossa hissi on yht3daikaa molemmissa
kerroksissa ja molemmat ovet ovat auki. Tdm& on mahdotonta,
joten tarvitaan liséd lauseita (rajoitteita).

¢ Fyysisen maailman asettama rajoitus: =K V = K>
(huomaa, ettd edelld annettu A ei ole téméan lauseen malli).

¢ Emme kuitenkaan halua asettaa vaatimusta K; V Ky
(hissi voi olla matkalla kerrosten vélilld).

¢ Oville asetettavat turvallisuusvaatimukset: A; — K, ja Ay = Ko,

Jarjestelmille saadaan spesifikaatioksi lausejoukko

Y = {_|K1 V _|K2,A1 — Kl,Az — KQ}

\ /
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4 N

Etsitdadn spesifikaation mallit semanttisen taulun avulla.

Lauselogiikka

1. T(—|K1 \Y —|K2)

2. T(A1 — K1)
3. T(A2 — Kz)
4 T—|‘K1 I 4. T-Ko -
}E{* 5 Ko *
6. EAL % 6. TK1 % 6. EAy % 6. TK2 %
N X / K 9
7. EAL® 7. TKy > 7. EA ¥ 7. TK, %

Taulun avoimista haaroista lausejoukolle 16ydetdén siis seuraavat mallit:

A =0, Ay = {K1}, A3 = {K1, A1}, Ay = {K3} ja As = {K3, As}.

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

79

80



T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

A

Voimme myds osoittaa, 1. E—~(A1 A As)

ettd hissin molemmat I
P . 2. T(_‘K] \% _‘KQ)
ovet eivat voi olla

|
yhtiaikaisesti auki 3. T(All — K1)

(turvallisuusominaisuus): 4. T(As — K>)
|

5. T(A1 A A2) L

N - -

Y = —(4; A Ay). I
| (41 2) 6. TA; %
|
7. TA2 5.
~ ~
8.EA % 8.TK; %
~ ~
9.FA, " 9.TK,*
~ ~
10.7-K; % 10.7-K, 2
| |
11.E1 11-E2

/
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5 Vaihtoehtoisia todistusjdrjestelmia

 Hilbertin jarjestelm3
¢ Suppesin jirjestelma

 Jarjestelmien vilistd vertailua

-

~
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5.1 Hilbertin jirjestelma

p

Aksiomat:
l.a— (—a)
2. (= (B—=7) = (= B) = (a=7))
3. (28 = —a) = (=8 = a) = B)

Paittelysddnto:
a— B «

g

Huomio. Hilbertin jirjestelmdssd negaatio ja implikaatio ovat

(modus ponens)

peruskonnektiiveina.

.
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Maédaritelmd. Olkoon X joukko lauseita.

A

Todistus Y.:sta on jono lauseita aj, . .., oy, siten, ettd kaikille

i € {1,...,n} pétee jokin seuraavista
* o; €,
* «; on aksioma tai

* o on saatu modus ponensilla lauseista «;, missd j < i ja
ar = (aj = o), missd k < .
Lause o on teoreema/todistuva Hilbert-jirjestelmissd (Fy «), joss

0y o

Lause o on johdettavissa lausejoukosta ¥ Hilbert-jarjestelmalld
(2 Fgu ), joss on olemassa todistus aq, . ..

-

, i, Yista siten, ettd o = ay,.

/
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T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

85

-~

A

Esimerkki. Osoitetaan {A,B — (A — C)} Fu B — C.

1. A olettamus
2. B> (A—-C0) olettamus
3. A—(B—A) aksioma 1
4. B A MP, 1, 3
5. B»A—-0C)—({(B—A) —(B—C)) aksioma?2
6. (B—A)— (B—C) MP, 2, 5
7. B—C MP, 4, 6

\
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A

jérjestelmdssd. Talloin ¥ = o kaikille 7 € {1,...,n}.
Todistus induktiolla 7:n suhteen.

¢ Perustapaus:
Jos aj on aksioma = a1 = Yo
Josa €Y = X = o.

¢ Indukticaskel:

-

Viite. Olkoon lausejono ayq, ..., a, todistus lausejoukosta X Hilbertin

Tapaukset missd «; on aksioma tai «; € X kdsitellddn kuten edella.

/
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¢ Induktioaskel jatkuu:
Jos o saatiin modus ponensilla lauseista o ja o = (a; — ),
missd j < 4 ja k < 4, niin induktiohypoteesin nojalla saadaan
YEojjaE=a o
Oletetaan ¥ £ oy
= d totuusjakelu Ase. A=Y ja A a;
= AWaqj(koske Lo 2 = AFEoj = o)
= X £ aj, ristiriita.
Siis ¥ E a;.

Hilbertin jdrjestelma on virheeton ja tdydellinen.

Viite. Jos © Fu @, niin ¥ = « (todistettiin edelld).
Jos ¥ |= @, niin ¥ by « (todistus sivuutetaan).

.

\
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5.2 Suppesin jirjestelma

Suppesin luonnollisen paittelyn jirjestelmassi ei ole aksiomia ja
paattelysddnnot ovat seuraavat:

MP (modus ponens): TT (modus tollendo tollens):
a—f « a—pB -8
B -
TP (modus tollendo ponens):  Vaihtosddnnét:
avh —a “ ahB
B BA«
DV:
aV
BV«

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Tuonti- ja eliminointisddnnot:

KNT: KT: DT: ET:
o a B o a—=pf B—a
KNE: KE: DE: EE:
oo alp aVo a& f
«a a f «a a— B B
© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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/ DM 1: DM 2: DM 3: DM 4:
alp =(a A B) aVp =(aVpB)
=(—a Vv —=8) —a V- =(—a A —f) —a A —f

HS: a—B By
a—

ET (ebollinen todistaminen):

[a](l)

B

a—p

Q) Hakasulut tarkoittavat, ettei johtopddtds oo — 3 riipu apuolettamuksesta a. /

DS: aVp a—~vy B—46
YV

ES (epésuora todistaminen):

-8 = al -«

g

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

89

90

p

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

/Méiéiritelméi. Todistus lausejoukosta X on jono lauseita aq,. .., an, \
joihin liittyy lausejoukot Hy = @) ja Hy,..., H, (apuolettamukset) siten,

ettd kaikille i € {1,...,n} patee jokin seuraavista:
b Hz = Hi,1 ja o; € ¥ tai
e H;=H; 1U{wa;} ja o; voi olla mikd tahansa lause tai

e H; = H;_ ja a; on saatu jollain Suppes-jirjestelman
paittelysdanndlld (paitsi etlollisen todistamisen s3dnnéll3) jonon
aikaisemmista lauseista a; (j < ), joille H; C H; tai

* H; = H;_; ja o = aj jollekin jonon aikaisemmalle lauseelle
(4 <), jolle H; C H; tai

* Hi=H;_; —{a;} ja a; = aj = a;_1 on saatu ebollisen
todistamisen sddnndlld viimeisimmastd apuolettamuksesta o

K (4 <1) ja - /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Madzdritelmd. Lause o on johdettavissa lausejoukosta X
Suppes-jérjestelmilld (X s «), joss on olemassa todistus aq, ..., ap,
Y:sta siten, ettd a,, = o ja H, = 0.

Lause « on teoreema/todistuva Suppes-jarjestelmissd (ks ), joss
PFs

Véite. Suppesin jérjestelmd on lauselogiikan virheetdn ja tdydellinen
todistusmenetelmd (X Fs o <= X | «).

\ /
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Esimerkki.

Osoitetaan {4,B -+ (A — C)} Fs B— C.

1. A olettamus H, =0

2. B—(A—C) olettamus H, =

3. B apuolettamus H; = {B}
4. A=C MP, 3, 2 H,={B}
5. C MP, 1, 4 Hs = {B)}
6. B—~C ET, 3,5 Hg=10

Kaytanndssa apuolettamusten joukoista pidetddn kirjaa tekemalla

\

todistukseen sisennyksid, joloin H;:t voidaan jdttd3 pois todistuksesta.

/
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5.3 Jdrjestelmien vertailua

Esimerkki. 1. E(B—0)
Osoitetaan vield semanttisella |
taululla, ettd B — C on

johdettavissa lausejoukosta
{A,B— (A—(O)}.

|
4. T|B1
N
6. EB* 6. T(A— C)3
x 7\
7. EAS 7. TCS
X X

~
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1. Hilbertin jarjestelma

2. Suppesin jdrjestelma

+ Pasttelysaintdjen laaja valikoima tukee erilaisten loogisten

— Hankala todeta miloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.

+ Minimalistinen koneisto teoreemien tuottamiseksi.
— Yksittdisten todistusten I8ytdminen voi olla vaikeaa.

— Hankala todeta miloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.

paatelmien tekemistd ja todistusten |6ytamista.

/

T-79.144 LTP / Syksy 2002
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3. Semanttinen taulu

+ Lauseiden syntaksi ohjaa p3dttelysdannén (taulusddnnét) valintaa.

+ Mikéli lause ei ole todistuva/johdettavissa saadaan konkreettinen
vastaesimerkki.

+ Helppo toteuttaa tietokoneella.

— Semanttinen taulu ei ole tehokkain mahdollinen menetelma
lauselogiikan paattelyongelmien ratkomiseen.
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Esimerkki. Pahimmassa tapauksessa taulun koko voi kasvaa
eksponentiaalisesti atomisten lauseiden lukum3&rdan nihden.

1.T(AV B)
[
2.T(AV —B)
[
3T(—1A Vv B)
[
4T(—!A V —xB)
5.TA — 5.TBY
6.T-A% 6.7 B* 6.T A% 6.T—B*
| PN PN |
7.EA®% 7.TTA4' 7.TTB4' 7.TTA4' 7.T—||B4' 7.EB®
X X
8. EA" 8.EB" 8.EA™ 8.EB™
X X X X

\ /
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Esimerkki. Semanttisella taululla pystytddn simuloimaan monia
Suppes-jdrjestelmadn paattelysdantoja.

E|C E|C
T(A - B) T(A— B)
| |
T(B — C) T(B - 0)
| |
TA TA
AN RN
EA TB EB TC
x / N\ / N\ x
EB  TC EA TB
X X X X

“Modus ponens” “Modus tollendo tollens”

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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6 Normaalimuodot

¢ Konjunktiivinen ja disjunktiivinen normaalimuoto
¢ Muunnokset normaalimuotoihin

¢ Normaalimuotojen hakeminen taulumenetelmalla
¢ Normaalimuotojen sieventidminen

¢ Lauseiden klausuulimuoto

.
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Moativaatio

A

Normaalimuotojen tarkoituksena on saattaa tutkittava asia johonkin

Esimerkkeind mainittakoon seuraavat.

¢ Polynomien esittdminen muodossa

O e
* Lineaaristen yhtéléryhmien esittdminen matriiseina:
a1 @12 @13 Z1 b1
21 Q22 (23 T2 = by
az1 asz ass T3 bs

sddnndlliseen muotoon, jotta sen kisittely saadaan yksinkertaisemmaksi.

~
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6.1 Konjunktiivinen ja disjunktiivinen normaalimuoto

Madritelmd. Jos A on atominen lause, niin A ja —A ovat literaaleja.

A=-4Aja

Madzaritelma. Positivisen literaalin Aomplementti
negatiivisen literaalin —A komplementti —A = A.

MadZritelmd. Lause o on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos o on
muodoltaan konjunktio 51 A B3 A -+ A B, misséd jokainen (; on

literaaleista I,l3, ..., Ly, koostuva disjunktio 1 VIg V-V lp,.

Disjunktiivinen normaalimuoto maaritellidn samaan tapaan, mutta
konjunktion ja disjunktion roolit vaihdetaan kesken&an:

Mdaritelmd. Lause a on disjunktiivisessa normaalimuodossa, jos o on
muodoltaan disjunktio 81 V B2 V - -+ V B,, missd jokainen (; on
literaaleista I, 12, ..

-y lm; koostuva konjunktio I3 Alg A--- Alpy,,.

//
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Lauselogiikka

~

Esimerkki.
KNM: (A1 V—A2) A (mA; V—A3) A (A5 V Ag V A7)
As N (—A3V Ag)
KNM & DNM:  A;V —AsV A3
-A,
Ay N Ay N Ag
DNM: (mA; AN=A2) V (A3 N A1)V (AL A=A A A3)

(Al A —|A1) V A,
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Viite. Jokaiselle lauselogiikan lauseelle @ on olemassa konjunktiivisessa

Lauselogiikka

(disjunktiivisessa) normaalimuodossa oleva lause 3, joka on loogisesti
ekvivalentti a:n kanssa.

Madritelmd. Sanotaan, ettd em. 8 on a:n konjunktiivinen
(disjunktiivinen) normaalimuoto.

Esimerkki. AV (=B A C) on loogisesti ekvivalentti konjunktiivisessa
normaalimuodossa olevan lauseen (AV —B) A (AV C) kanssa.

1
]

-BAC AV -B A

Q

AV (=BAC) | (AV-B)A(AVC)

LT L T B B R N
LT T T T B R )

LT L - B B - o)

L L
L R L
L L T R B B R
N8 S8T3 3 9|<
LI L L T T T R
LT T T > S L R

\ /
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/6.2 Muunnckset normaalimuotoihin

Miké hyvdnsd lauselogiikan lause voidaan muuttaa konjunktiiviseen tai
disjunktiiviseen normaalimuotoon seuraavalla menettelyll3.

1. Poista konnektiivit <> seuraavanlaisilla korvauksilla:
(@a=B)AB—=a) (1)
(maVB)A(=BVa) (1)

2. Poista konnektiivit — seuraavanlaisilla korvauksilla:
—aVp (2)

asf o~
asrf o~

a—p ~

3. Siirrd negaatiot valittémasti atomisten lauseiden eteen:

e ~ o (3)
@V~ an-f (@)
“(@nB) ~ —av-B (5)

-
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Viimeinen vaihe riippuu tavoiteltavasta normaalimuodoSta:

Lauselogiikka

4. (KNM) Siirrd A-konnektiivit VV-konnektiivien ulkopuolelle:
aV(BAy) ~ (V) AlaVy) (6)
(@AB)Vy ~ (aVy)ABVY) (7)

(DNM) Siirrd V-konnektiivit A-konnektiivien ulkopuolelle:

(@npg)Vv(any) (8)

(@A) V(BAY) (9

aN(BVy) ~
(VB Ay ~

Huomio. Jokainen edelld annetuista muunnoksista sdilyttdd loogisen
ekvivalenssin, joten lopputuloksena saadaan lauseelle konjunktiivinen tai
disjunktiivinen normaalimuoto.

\ /
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Esimerkki. Muutetaan lause AV B — (B <> C) konjunktiiviseen ja
disjunktiiviseen normaalimuotoon.
AVB — (B« ()

AVB— (B—-C)A(C — B) (D

-(AVB)V ((-BVC)A(=CV B)) (2)
(mAAN-B)V((-BVC)A(-CV B)) (4)

Konjunktiivinen normaalimuoto:
(mFAV ((-BVC)YA(-CVB)))A(—mBV ((-BVC)A(-CV B))) (7)
(A V (-BV C)) A (A V (~CV B)) A (=B V ((~B V C) A (~C V B))) o)
((FAV (-BVC)AN(—AV(-CVB)AN(=BV (=BVC))A(=BV(=CV B))) (e)

(w=AV =BVC)A(~AV ~CVB)A(=-BVY -BVC)A(=BV-CV B)
Disjunktiivinen normaalimuoto:
(m—AAN-B)V((-BVC)AN-=C)V ((—wBVC)AB) (8)

(mAAN-B)V(-BA-C)V(CA-C)V(-BAB)V(CAB) (9)

/
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‘e

Normaalimuodon voi hakea myés taulumenetelmailla.

Lauseen a disjunktiivinen normaalimuoto saadaan juurisolmusta T'a
muodostetun valmiin semanttisen taulun ristiriidattomista poluista.

Esimerkki. T(AV B — (B < C))

E(AVB)
oty

Vasemmanpuolisella polulla on vaatimukset £ A ja EB, keskimmiiselld

T(B + C)

TB ja TC ja oikeanpuolisella EB ja EC. Niistad saadaan lauseen
V(BAC)V (-BA-C)

Csjunktiiviseksi normaalimuodoksi (—A A =B)

~

.3 Normaalimuotojen hakeminen taulumenetelmilla

/
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/Lauseelle « saadaan konjunktiivinen normaalimuoto lauseen -«
disjunktiivisesta normaalimuodoSta saantojen (3)-(5) awulla.

Esimerkki. E(AVB - (B <+ ()
T(A |v B)

|
E(B(—)C

%

Ristiriidattomista poluista saadaan DNM lauseelle —a:
—a=(AANBA-C)V (BA-C)V(AAN=BACQ).
Lauseen « konjunktiivinen normaalimuoto on talldin:

Qzﬂﬂaz(—|A\/—|B\/C)/\(—|BVC’)/\(ﬂA\/B\/—'C).

~
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6.4 Normaalimuotojen sieventaminen

Konjunktiivista/disjunktiivista normaalimuotoa voidaan sieventdd mm.
seuraavilla periaatteilla:

* Poistetaan literaalien disjunktioista/konjunktioista literaalien
moninkertaiset esiintymat.
Esimerkki.
(-=AV—=BVC)A(~AV-CVB)A(—-BV-BVC)A(-BV-CV B)
~ (mAV-BVC)A(=AV-CVB)A(-BVC)A(=BV-CV B)

* Poistetaan literaalien disjunktiot/konjunktiot, joissa esiintyy jokin
literaali [ ja sen komplementti .

Esimerkki. Jatketaan edellisestd:
~» (wAV-BVC)A(=AV-CVB)A(—=BVC)

\ /
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* Jos konjunktiivisessa normaalimuodossa esiintyy disjunktiot
(l3V -+ Vl,) ja (k1V -+ Vky,) se {l1, ..., 1.} C{k1, ... km},
poistetaan jilkimmainen (joka on edellisen looginen seuraus).
Esimerkki. (AVBVC)A(AVB)A(CV-BVA)A(AVCO)
~ (AVB)AN(CV-BVA)A(AVCO)

* Jos konjunktiivisessa normaalimuodossa esiintyy yksiliteraalinen
disjunktio [, poistetaan muut disjunktiot, joissa [ esiintyy, seka
mahdolliset komplementin [ esiintym&t muista disjunktioista.
Esimerkki. ~AAN (AVBVC)A(=AV-B)~ -AAN(BVC)
Huomio. Jos disjunktiosta poistetaan kaikki jasenet, jiljelle j33
tyhja disjunktio L, joka on aina epitosi.

Esimerkki. AN\BA(=AV-B)~ ANBA-B~» AANBA L~ L
(alkuperdinen lause on siis toteutumaton).
/
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6.5 Lauseiden klausuulimuoto

¢ Atomiset lauseet A ja niiden negaatiot —A ovat literaaleja.
o Literaalin komplementti: A = =4, =4 = A.
e Literaalien l4,...,1, disjunktio Iy V - -- V I, on klausuuli.
 Klausuulit esitetdan usein literaalien joukkoina {l1,...,l,}.
e Joukko klausuuleita S edustaa klausuuliensa konjunktiota.
Huomio. Esitystavoilla on hienoiset erot:
—AVBV-A ~ {-A, B}
—-AVB ~ {-A, B}
BV —-A ~ {-A,B}

.

/
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Konjunktiivisesta normaalimuodosta saadaan muod
klausuulijoukko.

A

vastaava klausuulijoukko on {{4,-B},{-C,—A,D}}

Huomaa seuraavat erikoistapaukset:
e Tyhjid klausuuli O edustaa tyhjdd disjunktiota
(ja on siten aina epétosi).

» Tyhji klausuulijoukko @ edustaa tyhjid konjunktiota
(ja on siten aina tosi).

Huomio. Muistanet seuraavan analogian matematiikasta
(tyhjdt summat ja tulot): > z; =0ja [[};z; =1, kun n =0.

-

ostettua sitd vastaa

Esimerkki. Konjunktiivista normaalimuotoa (AV —=B) A (=C'V =AV D)

~

va

/
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7 Resocluutio

¢ Totuusméadritelmd ja toteutuvuus klausuuleille
¢ Resoluutiosddnto

* Resoluutiotodistukset

¢ Resoluution virheettdmyys ja tdydellisyys

¢ Loogisten ongelmien ratkominen resoluutiolla

\
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7.1 Totuusmdritelm3 ja toteutuvuus klausuuleille

Madritelmd. Totuusjakelun A C P literaaliesitys
Lit(A) = AU{-A|AcP - A}

Médritelmd. Klausuuli C on tosi totuusjakelussa A C P (merkitdan

A E C), joss C N Lit(A) # 0.

Mairitelmd. Klausuulijoukko S on tosi totuusjakelussa A (merkitdan
A = S), joss kaikille klausuuleille C € S patee A = C.

Madritelmd. Totuusjakelu A C P on klausuulijoukon S malli, joss
AE=S.

-
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Esimerkki. Tarkastellaan atomisten lauseiden joukkoon
P ={A, B,C, D, E} perustuvia klausuuleita.

Olkoon A = {4}, joloin Lit(A) = {A,-B,—-C,—D,—E}.

Nyt esimerkiksi

': {{A,C,E},{—!A,—!B}}
=g

£ {{A,B}{C})
': {_'Ava_‘D}
£ {-A,D})

E O

2 x> > > >

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka 116

4 N

Madritelmd. Klausuulijoukko S on toteutuva joss S:ll1& on ainakin yksi
malli A C P. Muuten S on toteutumaton.

Esimerkki. Klausuulijoukot {{A4,C, E},{-A,—B}} ja 0 ovat
toteutuvia, koska esimerkiksi A = {A} on ndiden molempien malli.

Esimerkki. Klausuulijoukot {{A},{—A}} ja {0} ovat toteutumattomia.

\ /

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio




A

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

~

/7.2 Resoluutiosdanto
Maaritelmd. Olkoot Cy = {I,1,...,l,} ja Co = {1,1},..., 1.}

klausuuleja. Klausuuli C = (Cy U Co) — {1,1} = {l1, .. ln, 14, ..., 10,}
on klausuulien Cy ja Cy yhdistelma.

Esimerkki. Sovelletaan resoluutios33ntd3 seuraaviin klausuuleihin:

{A,B,-C} {-A4,D,-C}
\ /
{B,—-C, D}

S3dnt63 on sovellettu literaalien A ja —A suhteen. Klausuulit ovat

joukkoja, joten —C esiintyy yhdistelmédssd {B,—C, D} vain kertaalleen.

\ /
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Huomio. Resoluutiosddntdd saa soveltaa korkeintaan yhden literaaliparin

Lauselogiikka

(1 J27) suhteen kerrallaan.

Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa S = {{A4, -B},{—A, B}}.

* Klausuuljoukosta voidaan johtaa resoluutiosddnnélld klausuulit
{A,-A} (literaali | = B) ja {B,—B} (literaali | = A).

« Edelleen néistd ja joukon S klausuuleista voidaan johtaa
resoluutiosdannélld ainoastaan S:33n kuuluvia klausuuleita.

¢ Missddn tapauksessa S:std ei saada resoluutiosddnnolld tyhjaa
klausuulia O (tdm3 tarkoittaisi, ettd S on toteutumaton).

* Huomaa, ettd S on toteutuva (A = S) totuusjakelussa A = {4, B}.

/
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7.3 Resoluutiotodistukset

Lauselogiikka

Lahtokohtana klausuulijoukko S, jonka klausuuleihin sovelletaan
resoluutiosddntda.

Maédaritelmd. Klausuulin C' johto klausuulijoukosta S on &darellinen jono
..,Cy, missd C,, = C ja jokaiselle C; joko C; € S tai
C; on joidenkin aikaisempien klausuulien yhdistelma.

klausuuleja Cy, .

Madritelmd. Jos klausuulijoukosta S voidaan johtaa tyhjad klausuuli O,
kyseistd johtoa kutsutaan S:n hylkaykseksi (refutaatioksi).

Ajatuksena on, ettd t3lléin S joudutaan hylkddmain toteutuvana
klausuulijoukkona.

\ /
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Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa

S ={{4,B},{-A,C},{-B,C},{-C}},

~

jolle saadaan seuraava hylkdys:

{4, B}
{-4,C}
{-B,C}
{-C}
{B,C} 1,2
o). 3,5
O 4,06

N o ok w o=
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/Resoluutiotodistuksen puuesitys

Edelld esitetty hylkdys voidaan kirjoittaa myds puumuotoon.

{A, B} {-4,C}
N S
{-B,C} {B,C}
N S
{C}\ /{ﬂO}

Huomio. Lehtisolmuina on ainoastaan klausuulijoukon S klauusuleja ja
vastaava lineaarinen hylk3ys voidaan tuottaa kdymalld puumuotoinen

\todistus syvyysjarjestyksess3 l3vitse.

/
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Esimerkki. Klausuulijoukolle

S={{A,B,-C,-D},{-A,E},{-B,-F},
{CvE}v{Da_'F}’{_'E}’{F} }

saadaan seuraava hylkdys:

1. {A,B,~C,~D} S

8. {(D,-F) S
2 {-A,E) s

9. {E,-F} 18
3. {E,B,-C,-D} 1,2

10. {ﬁE} S
4. {~B,-F) s

1. {—|F} 9,10
5. {E,ﬁF,—!C,—!D} 3,4

12, {F) s
6. {C,E) s

13. O 11, 12
7. {E,ﬁF,—'D} 5,6

~
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\

7.4 Resoluution virheettémyys ja tdydellisyys
Viite. Jos klausuulijoukolla S on malli A C P ja C on kahden
klausuulin C; € S ja C3 € S yhdistelma, niin A on myés klausuulijoukon
S' = SU{C} malli.

Todistus. Oletetaan A (= S U {C}.

= AKEC

= CnNLit(A4) =0

= C1NLit(A) =0 tai ConNLit(A) =0

= AFEC tai AECs

= AV S, ristiriita.

Siis A = SU{C}.

/
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Viite. Jos klausuulijoukolle S on hylkdys, niin S on toteutumaton.

Todistus. Oletetaan, ettd klausuulijoukolle S on hylkdys C1, - --,Cy,

missd C,, = 0. Tehd33n vastaoletus, ettd S on toteutuva.
Osoitetaan induktiolla i:n suhteen, ettd S U {C1,.
Perustapaus i = 0: S on toteutuva (vastaoletus).

Induktioaskel: Klausuulijoukko S U {C,...
induktiohypoteesin nojalla. Hylkdyksen klausuuli C; on saatu

,C;_1} on toteutuva

resoluutiosddnndlld timan joukon kahdesta klausuulista. Siten myos

SU{C4,...,C;} on toteutuva edelld todistamamme vditteen nojalla.
Induktiotodistuksesta seuraa, ettd myds S U {Cy, ..

Ristiriita, koska C,, = O on epatosi kaikissa totuusjakeluissa.

-

.., C;} on toteutuva.

., Cr} on toteutuva.

~

/
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/Puukonstruktio tdydellisyystodistusta varten

Olkoon S atomisten lauseiden joukkoon P = {A;,..., A, } perustuva

klausuulijoukko, jolle muodostetaan bindaripuu seuraavilla periaatteilla.

Olkoon s syvyydelld 7 (0 < ¢ < n) oleva puun solmu (juurisolmu on
syvyydelld 0) ja L, niiden literaalien joukko, jotka ovat juurisolmusta
solmuun s johtavilla kaarilla.

Jos C={l|1€C} C L, jollekin klausuulille C € S (eli A}~ C kaikille
totuusjakeluille A s.e. Ly C Lit(A)), merkitddn C solmuun s ja
lopetetaan puun laajentaminen tist3d solmusta eteenpdin. Muutoin:

1. Jos i < n, merkitddn solmulle s vasen lapsi s, ja oikea lapsi s, seké
merkitddn ndihin solmusta s johtaville kaarille literaalit A; ja —A;.
Jatketaan puun laajentamista solmuista s, ja s, vastaavasti.

\2. Jos i = n, lopetetaan puun laajentaminen solmusta s eteenpdin. /
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/Esimerkki. Konstruoidaan edelld kuvattu bindaripuu klausuulijoukolle \
S = {{A}7 {37 0}7 {_'Aa _'B}a {_'A7 _‘C}}:

{_'A7 _'C}

{B,C}

Huomio. Kuhunkin lehtisolmuun s merkitty klausuuli C' on epétosi

/

\totuusjakeluissa A, joille Ly C Lit(A).
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/Vﬁite_ Jos S on toteutumaton, niin binddripuun jokainen polku péié'ttyy\
solmuun s, johon on merkitty klausuuli C € Sse. ¢ C ..

Todistus. Vastaoletus: edelld kuvatulla tavalla muodoStetussa
bindaripuussa on solmu s tasolla 7 siten, ettd & 7 . kaikille C € S.
= L, = Lit(A) jollekin A C P ja CN L, # 0 kaikille C € S.

= A E C kaikille C € S, eli S on toteutuva, ristiriita.

Viite. Jos klausuulijoukko S on toteutumaton, sille on hylkays.
Todistus. Olkoon S toteutumaton, joloin bindaripuun lehtisolmuina on
S:n klausuulit. Kdyd3an l3pi sisdsolmut s (k33nteisessd jdrjestyksessd).
Merkitdan solmuun s klausuuliksi lapsisolmuihin merkittyjen klausuulien
Cy ja C, yhdistelmd C, jolle pitee ¢ C I, (C, C L,, jaC,CL).
Tama3 ominaisuus siirtyy kaikille sisdsolmujen s klausuuleille C'.

Juurisolmun s tapauksessa Ly = (), joten C = () ja C = O.

\ /
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/Esimerkki. Palataan edelliseen esimerkkiin ja muodostetaan ko.

klausuulijoukolle S hylkdys:
O
A —-A
{-4} {A}
y XB
{-A,-B} {-4, B}
C/ RO
{_'Aa _'C} {Ba C}
Huomio. Tastd on helppo todeta edelld esitetty ominaisuus, ettd

kaaiseen solmuun s merkitylle klausuulille C' pitee C' C L.

/
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Pitevyyden tutkiminen resoluutiolla

Vidite. = a <= —a on toteutumaton.

ja edelleen klausuulijoukoksi S.

e Tilléin S on toteutumaton
<= —a:n KNM on toteutumaton
<= -« on toteutumaton
<= « on pateva.

\

7.5 Loogisten ongelmien ratkominen resoluutiolla

* Menettely: muutetaan lause =« konjunktiiviseen normaalimuotoon

~

/
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Esimerkki. Onko (A — B) A (—mA — C) — BV C péateva?
Lauseen negaation KNM on (wAV B)A(AVC)AN—-BA-C.
Klausuulijoukko S = {{—A4, B}, {A,C},{-B},{-C}}.

Resoluutiotodistus (hylkdys): 1. {-A,B} S
2. {A,Cc} S
3. {-B} S
4. {=C} S
5. {B,C} 1,2
6. {C} 3,5
7. O 4,6

Lause on siis pateva.

-

~
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Loogisen seuraavuuden tutkiminen resoluutiolla
Viite. ¥ = a <= X U{—a} on toteutumaton.

* Menettely: muutetaan lausejoukon ¥ U {—a} lauseet

¢ T3lldin S on toteutumaton

<= lausejoukko X U {—a} on toteutumaton
< @ on X:n looginen seuraus.

.

konjunktiiviseen normaalimuotoon ja edelleen klausulijoukoksi S.

<= lausejoukon X U {—a} KMN:n joukko on toteutumaton
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Esimerkki. Onko {-A — B,BV C — -B} = A?

lause KNM klausuuleina
—-A —-A {-4}
-A— B AV B {A, B}
BvC —-B (-BV-B)A(=-CV-B) {-B},{-B,-C}
- 1. {-A4} S
Saadaan klausuulijoukko S =
{ALABLEB) (B ey, o P8
) ) ) ) ) . 3 {_‘B’ _‘C} S
4. {-B} S
Vastaus: lause A on
. . 5. {B} 1,2
lausejoukon looginen seuraus.
6. O 4,5

© 2002 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

131

132



A

A

T-79.144 LTP / Syksy 2002 Lauselogiikka

133

e

tu

simerkki. Palataan hissiesimerkin spesifikaatioon ja osoitetaan ko.

rvallisuusominaisuus resoluutiolla:

lause KNM klausuuleina

K1 V-K, -KiV-K; 1 {-Ki, K}

A, > K, ~AIVE, 2. {—Ap K}

Ay = K, -A; V K, 3. {-4,, K5}

—-=(A1 AN Ay) A A A 4. {A:}, 5. {43}

Hylkdys: 6. {K1} 2,4

7. {K3} 3,5
8. {-Ks} 1,6
9. O 78

= —(A4; A Az) on muiden lauseiden looginen seuraus.

~
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o Laskennan malli

* Keskeiset vaativuusluokat

» Redusoituvuus ja vaikeat ongelmat

8 Laskennallisesta vaativuudesta
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8.1 Laskennan malli

Oletamme jatkossa, ettd laskennan mallina ovat Turing-koneet.

Madritelmd.
Deterministinen Turing-kone T on nelikké (A, S, sq, t), missd

» A on aakkosto, johon kuuluu aina erikoissymboli LI (tyhj& symboli).

¢ S on joukko tiloja, johon kuuluu aina annettu alkutila s € S seka
erikoistilat k (kylld), e (ei) ja p (pyséhdy).

e t:SxA— 8xAx{+,—, ]} on tilansiirtofunktio.

Huomio. Tyhjd3d merkkijonoa merkitddn symbolilla e.

\ /
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/Méiiiritelméi. Turing-koneen T kokonaistilan m33rd3 konfiguraatio \
(s,v,w), miss3 s € S on T:n tila jav € A* jaw € AT ovat
merkkijonoja. T' kasittelee aina w:n ensimmaistd merkkia.

« |askenta alkaa konfiguraatiosta (sq, €, w), missd merkkijono
w € (A—{U})* tai w = U (T:n sydte).

* Yhdessd laskennan askeleessa siirrytdin konfiguraatiosta (s, v, aw)
tilansiirtofunktion ¢ arvon t(s,a) = (s’,a’, m) perusteella uuteen
konfiguraatioon seuraavasti:

1. Jos m =/, uusi konfiguraatio on (s’,v,a'w).

2. Jos m =—, uusi konfiguraatio on (s',va’,w’), missd w’ = w, jos
w#e jaw =L, josw=c¢.

3. Jos m =< ja v =1'bjoillekin v € A* ja b € A, uusi
konfiguraatio on (s',v’, ba'w).

o |askenta p3ittyy, jos s’ € {k, e, p}.
La

\ /
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Madritelmd. Turing-koneen T laskenta on sekvenssi konfiguraatioita
T T .

<SOaUOaw0> e <sn,1,vn,1,wn,1) missa Sp—1 € {kaeap}'

Laskenta on hyviksyvd, jos s, 1 = k.

Esimerkki. Olkoon A = {0,1,U} ja S = {sq, 1, k,e,p}. Bindariluvun

pariteetti voidaan tarkastaa seuraavalla Turing-koneella T":

S
A|SxAx{ < Syétteelld 101 T suorittaa
so | 0| (s0,0,—) seuraavan laskennan:
S0 1 <81,1,—>> <80567101>
T

so | U | (kL) _T_> (s1,1,01)
51 0| (51,0,-) e 10.)
51| 1| (s0,1,—) o, {0, 101,

— (k,101,L).
s1 | U {e, L, ])

\
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Epddeterministiset Turing-koneet
» Tilansiirtofunktio ¢ korvataan tilansiirtorelaatiolla
t:8 x A— 25xAx{e )

 Konfiguraatiossa (s, v, aw) valitaan epadeterministisesti
(s',a’,m) € t(s,a) ja siirrytddn tdméan perusteella uuteen
konfiguraatioon. Mabollisia laskentoja voi olla useita.
Esimerkki. Olkoon A = {0,1,U} ja S = {sq, k, e, p}. M&aritellddn
epddeterministinen Turing-kone seuraavasti:

S ‘A ‘ 9SxAx{e,—,1}

so | U | {450,0,), (0,1, ), (p, 1, )}

Yksi matiollinen laskenta: (sg, €, L) SN (s0,1,L1)
s (50,10, ) 5 (s, 101,11y —5 (p, 101, L1).
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Maédritelmd. Turing-kone T' hyviksyy kielen L C (A — {U})*, jos
kaikille merkkijonoille z € (A — {L})* pétee: T:Ild on ainakin yksi
hyviksyva laskenta sydtteelldi z <— z € L.

Turing-koneiden kdytt6é pddtdsongelmien ratkaisemiseen

Paatésongelman O instanssin ratkaisuna on joko vastaus "kylld" tai “ei”.

Paatdsongelman O ratkaiseminen Turing-koneella edellyttda
ongelmainstanssien esittdmistd merkkijonoina ja Turing-koneen T
konstruointia siten, ettd T hyvidksyy “kyll&"-instansseja vastaavan kielen.

Esimerkki. Lauselogiikan toteutuvuusongelmassa SAT:ssa on
tarkoituksena selvittdd, onko annettu lause ¢ € L toteutuva vai ei.

SAT-ongelmaa vastaava kieli (“kylld"-instanssien joukko) on siis
toteutuvien lauseiden ¢ joukko (lauseet merkkijonoesityksing).

\ /
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/8.2 Keskeiset vaativuusluokat \

* Erilaisten ongelmien laskennallista vaativuutta voidaan analysoida
asettamalla Turing-koneen laskentaresurssille rajoituksia.
Keskeinen rajoitus: Turing-kone T' pysdhtyy polynomisessa ajassa
syotteen pituuden suhteen <= on olemassa polynomi p siten, ettd
kaikilla syotteilld w € (A — {U})* koneen T laskenta kdsittdd
korkeintaan p(|w|) erilaista konfiguraatiota.

e Kaksi keskeistd ongelmien luokkaa ovat

1. P: ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
deterministiselld Turing-koneella.

2. NP: ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
epadeterministiselld Turing-konella.
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Vidite. SAT kuuluu luokkaan NP.

Todistuksen idea:

Voidaan konstruoida epddeterministinen Turing-kone T, joka

Lauselogiikka

* valitsee epddeterministisesti totuusjakelun A,
¢ laskee syGtteend ¢ annetun lauseen totuusarvon A:ssa ja
* pyséhtyy tilaan k, jos A = ¢, ja muutoin tilaan e.

Tarvittava laskenta pystytddn suorittamaan polynomisessa ajassa lauseen
¢ merkkijonoesityksen pituuden suhteen.

Voidaan osoittaa, ettd ¢ € SAT <= koneella T' on ainakin yksi
hyviksyva laskenta sydtteelld ¢.

\

/
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8.3 Redusoituvuus ja vaikeat ongelmat

Lauselogiikka

~

MadZritelmd. Ongelma O on C-vaikea, jos kaikki luockan C ongelmat
voidaan redusoida O:ksi polynomisessa ajassa.

Ongelman O redusoituvuus ongelmaksi O; edellyttdd, ettd l16ytyy i:n
pituuden suhteen polynomisessa ajassa (deterministiselld Turing-koneella)
laskettava funktio f: O1 — Os siten, ettd 1 € O < f(i) € Os.

Madritelmd. Ongelma O on C-tédydellinen, jos O kuuluu luokkaan C ja
O on C-vaikea.

= C-tidydelliset ongelmat ovat vaativimpia luokan C ongelmia.

Viite. SAT on NP-vaikea (Cook, 1971).

=> SAT on NP-tdydellinen ongelma.

-
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/Todistukse” idea:

Jokaiselle epddeterministiselle Turing-koneelle 7', merkkijonolle
w € (A —{U})* ja polynomille p on olemassa lausejoukko ¥ s.e.

* koneella T on syétteelld w ainakin yksi hyvaksyva laskenta, jonka
pituus on pienempi kuin p(|w|) <= lausejoukko ¥ on toteutuva.

Huomioita.

¢ Na&in ollen epddeterministisen Turing-koneen suorittama
polynominen laskenta voidaan palauttaa polynomisessa ajassa
SAT-ongelman ratkaisemiseen.

* Pahimmassa tapauksessa SAT-ongelman ratkaisu vaatii
eksponentiaalisen ajan lauseen pituuteen nihden.

* Tehokas algoritmi: Davis-Putnam [1960]

\
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