T-79.144 Syksy 2002 Ratk.

Logiikka tietotekniikassa: perusteet Todistus tapahtuu nk. Vennin digrammeilla. Téssd tapauksessa tulee
Laskuharjoitus 1 (kurssin esitiedot) piirtdd kolme lomittain menevid vapaamuotoista suljettua kuviota ja
18 — 21.9.2002 merkitd niihin A, B ja C. Todistus etenee virjaamailld kuvioita lausei-

1. Osoita induktiolla, ettd n-alkioisella joukolla on 2" osajoukkoa ?
Ratk.

Perustapaus: 0-alkioisella joukolla (olettaen 0 € N) eli tyhjilld joukolla

on yksi osajoukko, se iés Lissiksi 20 = 1.
Induktio-oletus: Pitekon periaate n-alkioisille joukoille.

Induktioaskel: Tarkastellaan joukkoa, jossa on n + 1 alkiota. Valitaan
joukosta mielivaltainen alkio a. Tarkasteltavan joukon osajoukot jakau-
tuvat osajoukkojen, joissa @ on mukana, joukkoon A ja osajoukkojen,
joissa sité ei ole mukana, joukkoon B. Joukkoa B voidaan tarkastella
n-alkioisen joukon osajoukkojen joukkona. Niita on induktio-oletuksen
perusteella 2". Toisaalta, jokainen A alkio voidaan bijektiivisesti kuva-
ta tietyksi B:n alkioksi (poistamalla a) ja néin siis |A| = | B|. Joukkoja
on siis yhteensd 2 x 2" = 2n+1,

. Osoita induktioperiaatteen ja tiydellisen induktion ekvivalenssi ?

Ratk.

Kysymyksessa pitai siis osoittaa, etti jos jotain voi todistaa tavallisen
induktion avulla niin saman asian voi todistaa tdydelliselld induktiolla
ja péinvastoin.

(=) Jos ominaisuuden P voi todistaa tavallisella induktiolla, riittaa
P(n + 1):n todistamiseksi se, ettd P(n) pétee. Téaydellisen induktion
vahvempi induktio-oletus pitda sisdllidn myoés tapauksen n.

(<) Jos ominaisuus P on todistettu vahvalle induktiolla, sen voi to-
distaa tavallisella induktiolla siten, ettd ominaisuus muuttuu muotoon
Q(n) =VYm < n: P(m). Talloin pitdd siis todistaa Q(n + 1) ja todeta,
etti siitd seuraa P(n + 1). Perustapaus redusoituu kuitenkin samaksi,

P(0) & Q(0).

3. Todista seuraavat lauseet:

a) AUBNC)=(AUB)N(AUC).
b) E—(ANB)=(E—-A)U(E - B).

den perusteella sisimmistd operaatioista alkaen. Mikili operaatio on
unioni U, vérjatddn alue, jossa riittdd, ettd jompikumpi operandeista
on edustettuna. Leikkauksessa N tulee luonnollisesti olla molemmat.
Komplementti — sisiltdd universumin kaikki muut alkiot.

. Olkoon R refleksiivinen relaatio. Osoita, etti R C A x A on ekvivalens-

sirelaatio jos ja vain jos kaikillaa € A,b € A,c € A,
(a,b) € Rja (b,c) e R={(c,a) €R?

Ratk.

(=, vain jos) Ekvivalenssirelaatio edellytti symmetrisyytté, refleksivi-
syyttd ja transitiivisuutta. Transitiivisuus ilmaistaan kaavalla muodos-
sa: kaikilla a € A,b€ A,c€ A (a,b) € Rja (bc) € R= (a,c) € R.
Symmetrisyys taas : kaikilla a € A,b € A,{a,b) € R = (b,a) €
R. Niistd kahdesta seuraa tehtdvdn ominaisuus. Lisdksi R todettiin
tehtdvanannossa refleksiiviseksi.

(<, jos). Pitaa osoittaa, ettd jos tehtiivin ominaisuus pétee, synty-
nyt relaatio on refleksiivinen, transitiivinen ja symmetrinen. Reflek-
siivisyys todetaan tehtdvinannossa. Symmetrisyys voidaan todistaa
refleksiivisyyden ja annetun ominaisuuden avulla seuraavasti: kaikille
a € Abe A laa) € R,{a,b) € R= (ba) € R. Toisaalta symmetri-
syydestd ja annetusta ominaisuudesta seuraa transitiivisuus ja ekviva-
lenssirelaation ehdot on taytetty.

5. Anna esimerkkejd relaatioista ihmisten joukossa, jotka ovat:

a) refleksiivisii.
Ratk. olla yhta vanha.
b) irrefleksiivisié.
Ratk. vanhempi-relaatio (a,b): a on b:n isi.
¢) symmetrisii.
Ratk. ystivi, yhtéi-vanha.
d) transitiivisia.
Ratk. pidempi kuin, vanhempi kuin.

6. Anna esimerkkeji funktioista ihmisten joukosta mahdollisesti joihinkin

muihin joukkoihin, jotka ovat:



a) injektiivisid.

T-79.144

Ratk.

f I — S, kuvaus henkil6ltd hiinen sosiaaliturvatunnukselleen.
Jokaisella on niitd vain yksi eikd kahdella henkil6lld ole samaa.
Kuvaus ei kuitenkaan ole surjektio koska, esim. huomenna synty-
ville on jo tunnukset varattu.

surjektiivisia.

Ratk.

f I — N, kuvaus ihmisiltd esim. kalenterin nimist6on, joka toi-
mitetaan ottamalla henkilon etunimi. Niitd on jokaisella vain yksi
ja nimiston kaikilla nimilla on joukko sen nimisié ihmisvastineita.
Jos henkilon etunimi ei ole nimistossa voidaan kuvaksi sopia mie-
hen tapauksessa “Matti” ja naisen “Marja”, jotka sielld lienevit.
bijektioita.

Ratk.

Patologinen esimerkki on miné-funktio, joka kuvaa henkil6n itsel-
leen. Toinen voisi olla esim. oikea peukaloni, kullakin niitd on vain
yksi ja jokainen oikea peukalo on jonkun.

Syksy 2002

Logiikka tietotekniikassa: perusteet
Laskuharjoitus 2 (opetusmoniste, kappaleet 1.1 - 1.5)
25 — 28.9.2002

1. Ilmaise seuraavat vaittamat lauselogiikalla:
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En saa ty6td valmiiksi, ellet sind auta.

FEi tippa tapa eikd dmpériin huku.

Kuljen tyomatkat jalan, pyoralld tai joskus autolla.
Merja ja Arto tulevat meille kylésin.

Koska olet ollut ilkei, et saa jilkiruokaa.

Vaikka manuaali olikin pitké, se tuntui loppuvan kesken.

Jos minulta kysytadn — tai vaikkei kysyttdisikddn — niin hénen
ei kannata ostaa autoa, tai sitten hinen on asuttava kaukana
tyopaikastaan ja bensiinin on tultava halvemmaksi.

Ratk:

a) =A — —B, kun
A = ”Sini autat”
B = ”Saan ty6n valmiiksi”

b) —-AA-B, kun
A= "Tippa tappaa”
B = ” Ampériin hukkuu”

¢) AVBVC, kun
A = ”Kuljen tyomatkat jalan”
B = "Kuljen tyématkat pyoralla”
C = "Kuljen tyomatkat joskus autolla”

d) Joko: A, kun
A = ”Merja ja Arto tulevat meille kyldan”
tai: A A B, kun
A = ”Merja tulee meille kyliin”
B = " Arto tulee meille kylédsin”

e) Esim. A — —B tai AA =B, kun
A = 70Olet ollut ilkea”
B = "Saat jalkiruokaa”

f) Esim. AA B, kun
A = ”Manuaali oli pitka”
B = "Manuaali tuntui loppuvan kesken”

g) AV-A— =BV (CAD), kun
A = ”Minulta kysytéién”
B = "Hénen kannattaa ostaa auto”
C = ”Hénen on asuttava kaukana tyopaikastaan”
D = ”Bensiinin on tultava halvemmaksi”

2. Olkoon atomisten lauseiden joukko P = {A, B,C}. Mitki seuraavista
ovat lauselogiikan lauseita. Perustele.

a) A
Ratk. Kylld, atominen laes

b) =(AAB))

Ratk. Ei, ei voida johtaa lauseenmuodostussdénnéilld. Myds, ei
ole parillista méaraa sulkuja.

¢) (AA(B— (AACY))

Ratk. Kylld, vastauksesi voinee antaa jisennyspuun, josta muo-
dostussdéntdjen soveltaminen kidy ilmi.



d) Tinién sataa.
Ratk. Ei, luonnollista kielté.

3. Todista ettd sulkujen méira jokaisessa lauselogiikan lauseessa on paril-
linen.

Ratk. Todistetaan viite induktiolla lauseen siséltdmien konnektiivien
madrén suhteen.

Perustapaus: Lause, jossa ei ole yhtdan konnektiivia on atomilause, ja
se sisiltdd 0 sulkua (0 on parillinen luku).

Induktio-oletus: Lause, jossa on korkeintaan n konnektiivia, sisiltidi
parillisen méaran sulkeita.

Induktio-askel: Tarkastellaan lausetta f, jossa on n + 1 konnektiivia.
Lauseen muoto on tllsin yksi seuraavista: (—a), (a V ), (a A B),
(@ — B) tai (@ <> B). Nyt « ja 3 ovat lauseita, joissa on korkeintaan
n konnektiivia. Induktio-oletuksen mukaan « ja [ sisdltavét parillisen
maérdn sulkeita. Niin ollen lause f sisdltid mydGs parillisen mairan
sulkeita.

4. Poista tarpeettomat sulut ilman, ettd lauseen merkitys muuttuu.

a) (A
b) (
¢) (
) (

— ((BAC)V D))
(A=B)A(B—=0C)) = (A—=0))
(AN(BVC)V(ANA(CV D))
(=(AAB)) « ((B— C)AA))

e) ((mA) A (=B)) = ~(AV B))

Ratk. Sovelletaan sopimuksia konnektiivien vahvuusjarjestyksesta:

a) A> (BAC)VD

b) (A= B)A(B—=C)— (A—=0C)
c) (AN(BVC))V(AA(CV D))
d) "(AAB) & (B—=C)AA

e) "AA-B — =(AV B)

5. Mitd muotoa edellisen tehtéivin lauseet ovat. Anna niille jisennyspuut.

Ratk. Muoto méaraytyy uloimmasta konnektiivista:

a) Implikaatio.
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b) Implikaatio.

¢) Disjunktio.

Vv
/ \

/ \ / \
5/ 5 c/ \
d) Ekvivalenssi.
e) Implikaatio.

6. Olkoon lauselogiikan lauseille annettu leksikografinen jarjestys, jossa
on aluksi atomiset lauseet, tdmén jilkeen niiden negaatiot, joita seu-
raavat bindarikonnektiivit jossain jarjestyksessi. Esim. atomilauseiden
joukolla { A} jdrjestys voisi olla A, =A, (AV A), (AA A), (A — A),

(A A),(Av—=A4),... Osoita, ettd mitkd tahansa kaksi eri lauselogii-
kan lausetta voidaan jarjestelmalld aidosti jarjestaa.

7. Toteuta lauselogiikan lauseille jisennin (engl. parser).

a) Olettaen, ettd sulkuja ei jitetd pois.

b) Kaikkia sulkusidéntoji sovelletaan.

8. Anna allaolevan lauseen alilauseet ja laadi sille totuustaulukko.

(A= (-B—=0C)) > (-(wA—->B)—=0C)

Ratk. Leveysuuntaisella haulla saadaan: =4 — (=B — C),
—(-A—B)—C,-A,-B—C,~(-A— B),C, A, -B,

—-A — B, B. Lisiksi tietysti lause itse. Totuustaulukon laatiminen on
ilmeistd (2° rivid ja alilauseiden osoittama miiri sarakkeita).

9. Miédérittele lauselogiikan konnektiivit



a) aina epitoden lauseen (L) ja implikaation (—) avulla.

Ratk.
—A=A—> 1

AVB=-A—-B=(A—-1)—>B
A/\BZﬁ(ﬁAVﬁB) :ﬁ(A—)ﬁB) :ﬁ(A—> (B—)L)) =
(A-(B—-1)—>L
A+B=A—-BAB—- A=
(A=B)=» (B—A4)—»1)—>L
b) Shefferin viivan (opetusmoniste kappale 2.2) avulla. Ratk.
A=(A]4)
ANB=~(A|B)=(A|B)| (A| B)
AV B==(—-AA-B)=(-A]|-B)

A%B:—'A\/B:ﬂ(A/\—'B)_(2| | B))
AoB=A-BAB—A=(A|(B|B)A(B|(A]A)=
(A1BIB) [ (B|(ATA) [ (A[(B|B)](B](A]A)

T-79.144 Syksy 2002
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 3 (opetusmoniste, kappaleet 2.1 - 2.4)

2 — 5.10.2002

1. Olkoon A; C P ja A, C P kaksi totuusjakelua ja ¢ € £ lause. Osoita,
ettd jos Ay N At(¢) = Ay N At(¢), niin A; | ¢ <= Ay = 6.

Ratk.

Todistus rakenteellisella induktiolla:

Perustapaus: Olkoon ¢ atominen lause. Téll6in joukko-opillisen leik-
kauksen méiritelmén perusteella joko ¢ € A; ja ¢ € Ay jolloin A; = ¢
ja Ay = ¢. Toinen vaihtoehto on, ettd ¢ ¢ A, ja ¢ & A, jolloin A £ ¢
ja Ay £ ¢. Néin ollen ekvivalenssi pitee.

Induktio-oletus: Pitekon viittdméa rakenteen kompleksisuuteen n
asti. (n voi olla esim. konnektiivien lkm.).

Induktioaskel: Tapausanalyysi eri konnektiivien suhteen.

1. Olkoon lause muotoa —a. Induktio-oletuksen perusteella viittama
pitee lauseelle a. Nyt jos A1 E «a ja Ay E « niin Ay £ —a ja
A = —a. Edelleen, jos A1 ¥ a ja Ay = o niin A = —a ja
A = —a. Niin alkup. viittdmin ekvivalenssi pysyy voimassa.

2. Olkoon lause muotoa a A . Viittdméa pitee oletuksen mukaan
jélleen seki a:lle ettd S:lle. Eri vaihtoehtoja tulee nyt 4. Olete-
taan, etti molemmat alilauseet ovat tosia molemmissa totuusja-
keluissa. Téll6in my6s alilauseiden konjunktio on tosi molemmissa
ja ekvivalenssi siilyy. Muut tapaukset samaan tapaan (konjunktio
epétosi molemmissa).

3. Muut konnektiivit niiden méaritelmien mukaan.

. Olkoon A = () totuusjakelu. Laske totuusmééritelméin nojalla allaole-
van lauseen totuusarvo.

(-B = —-A) = ((-B —- A) —» B)

Ratk. Lause (merkitééin sitd ¢:114) on muodoltaan implikaatio. Sovel-
letaan totuusmadritelmaa:
— AWK (-B—--A)tai A ((-B— A) — B)
AW-B—-A < AE-BjaAFf-A
AkE-B <~ A¥EB
A -A — AEA

Nyt siis annetun totuusjakelun perusteella tiedetdin, ettd A = A ja
A B B. Niinollen viimeinen rivi ei toteudu, toisen rivin “ja” ei toteudu
ja 1. rivin “tai”:n 1. argumentti on epétosi eli A = (=B — —A).

AE(-B—A)—»B) < AW (-B— A)taiAEB
Al (=B — A) < AE-BjaAlA
AlE-B <~ AK¥B

Tastd ndhdéén, ettd viimeinen rivi toteutuu, samoin toisen rivin “ja”-

ehto, jolloin myss ensimmaéisen rivin vasen sarake pitdd paikkans
eli A = ((-B — A) — B). Seurauksena ensimmdisen taulukon en-
simmaisen rivin oikean sarakkeen “tai”’-ehdon jalkimmaiinen argument-
ti pétee, ja siis myds vasen sarake, eli A = ¢.

Tama esitystapa oli nk. top-down, monimutkaisemmasta yksinkertai-
seen. Toinen vaihtoehto on bottom-up eli ldhted liikkeelle atomilauseis-
ta ja edetd monimutkaisempia rakenteita kohti.

. Insingori Sorsselsson laati seuraavat vaatimukset liikennevaloille kah-

den yksisuuntaisen kadun risteykseen:

(i) Kummassakin liikennevalossa on vihred, keltainen ja punainen
lamppu, joista tdsmélleen yksi palaa kerrallaan.

(i) Liikennevalojen vihreit lamput eiviit pala yhtdaikaisesti.



(iii) Jos toisessa liikennevalossa palaa punainen lamppu, niin toisessa
palaa joko keltainen tai vihred lamppu.

a) Esitd annetut vaatimukset lauselogiikan lauseina.
b) Laadi syntyneelle lausejoukolle totuustaulukko.

¢) Hae taulukon avulla lausejoukolle malli / totuusjakelu, jossa se ei
toteudu.

d) Mieti parannusehdotuksia annetuille vaatimuksille (ajatellen to-
dellisia liikennevaloja). Mit4 liikkennevalojen ominaisuuksia et pys-
ty kuvaamaan lauselogiikan avulla?

Ratk.

a) Kiytetddn atomisia lauseita P1, K1 ja V1, jotka tarkoittavat etté
liikennevalon 1 punainen, keltainen ja vihres lamppu palaa (t#ssé
jarjestyksessii). Olkoot P2, K2 ja V2 vastaavat atomiset lauseet
liikennevalolle 2. Kéyd&dén annetut vaatimukset lavitse:

(i) Liikennevalolle 1 saadaan lause P1V K1V V1 (ainakin yksi
lampuista palaa) ja lauseet P1 — —K1A-V1, K1 — =P1A
-V1, V1 — —-P1A =K1 (korkeintaan yksi lampuista palaa).
Lisdksi tarvitaan vastaavat lauseet liikennevalolle 2.

(i) Saadaan lause (V1A V2).

(iii) Saadaan lauseet P1 — (K2V V2) ja P2 — (K1V V1).

b) Laaditaan totuustaulu edellisen tehtdvin lausejoukolle. Merkitdin
taulun tiivistdmiseksi o;:114 lausetta (PiV KiV Vi) A (Pi —
—Ki AN =Vi) A (Ki — =PiA=Vi) A (Vi — =Pi A =Ki) (joka
siis merkitsee, ettd liilkennevalossa ¢ palaa tdsmaélleen yksi lamp-
pu). Téhdelld merkityt rivit vastaavat lausejoukon malleja.
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Malleja on siis 7 kappaletta (26 = 64 mahdollisuutta). Tutki-
malla malleja voit huomata, ettd insindori Sorsselssénin vaati-
mukset tdyttyvit niiden médrddmissi tilanteissa. Vaittdma ”1ii-
kennevalojen punaiset lamput eivit pala yhtaaikaisesti” voidaan
esittdd lauseena —(P1 A P2). Tédmi lause on tosi kaikissa edelli-
sen tehtévén lausejoukon malleissa (tarkista), joten —~(P1 A P2)
on kyseisen lausejoukon looginen seuraus.

¢) Viittdméastd “molemmissa liikennevaloissa palaa keltainen lamp-
pu” saadaan lause K1 A K2. Olkoon A totuusjakelu, joka kuvaa
atomiset lauseet K1 ja K2 todeksi (T) ja muut atomiset lauseet
epitodeksi (E). Nyt A; = (K1 A K2), koska A; = K1 ja A; |
K2). Liséksi kaikille (a)-kohdan lauseille « patee A = « (tarkista).
Siis .A; on malli annetuille vaatimuksille, jossa K1 A K2 on tosi.
(Mallin haussa voidaan kiyttdd esimerkiksi semanttista taulua).
Olkoon A, valuaatio, joka kuvaa atomiset lauseet V1 ja V2 to-
deksi ja muut atomiset lauseet epitodeksi. Nyt Ay j= ~(VIAV2),
joten lausejoukko ei toteudu.

d) Yksi mahdollisuus on véljentds ensimmdiistd vaatimusta, koska
liikkeellelihdettaessd punainen ja keltainen lamppu palavat mo-
nissa liikennevaloissa yhtiaikaisesti (mieti, kuinka lauseita tulee
muuttaa). Lauselogiikan avulla ei voi helposti esittds litkenneva-
lojen toiminnan eri vaiheita (esim. vihreén jilkeen syttyy keltainen
lamppu).

4. Tutki totuustaulukoilla, pitdvitko seuraavat viitteet paikkansa.
a) Lause (A — B) = ((B — C) = (A4 — C)) on pitevi.
b) Lause =((A — B) — ((—A — B) — B)) on toteutumaton.
¢) Lauseet A <+ B ja =(A <> —B) ovat loogisesti ekvivalentteja.
d) {(AAB)V(CAA),(ANB)V=B} AV (CA-B).
Ratk.

a) Lauseen alilauseet ovat A, B,C,A —- B,A - C,B — C, (B —
C) = (A — C) seki lause itse (merkitiiéin sitd ¢:114). Lause on



pitevi, joss ¢ saa taulukossa kaikilla totuusjakeluilla arvon tosi. Kiteyttden voidaan todeta, ettd enemmaén lauseita = vihemmén
malleja = enemmaén loogisia seurauksia.

|[A[B[C]|A>B[A=SC[Bo>C[(Bo20C) 2 (A=0)]4]|

TITIT T T T T T 6. Peircen nuoli méiritelldin seuraavasti:
T|T|FE T E E T T

Al B & -AAN-B.
TIE|T| E T T T T (A1 B) acs
T|E|E E E T E T Madrittele sille semanttisen taulun séinnot.
E|T|T T T T T T
E|T|E| T T E T T T(A | B) E(A | B)
E|E|T T T T T T
E|FE|FE T T T T T

Viimeinen sarake sisédltdd pelkéstddn arvoa T', joten lause on péteva.

C
: A[B[A&B|-A© -B|
T|T T T
T|E E E E(B)
E|T E E
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Taulukosta nihdéin, etté lauseiden A <> B ja —A <> —B sarak- Logiikka tietotekniikassa: perusteet
keet ovat identtiset, joten ne ovat loogisesti ekvivalentit. Laskuharjoitus 4 (opetusmoniste, kappaleet 3.1 - 4.5)

9 —12.10.2002
5. Osoita seuraavat loogisen seuraavuuden ominaisuudet.

a) £ C Cn(%).

b) Monotonisuus: £; C ¥y = Cn(%;) € Cn(Xy). 1. Todista semanttisella taululla

¢) LE¢=Cn(X) =Cn(ZU{g}) a) A— (B — B),

d) Cn(Cn(X%)) = Cn(%). b) (A— B)A(B— C) = (A—0),
Ratk. ¢) A B)A(A—>C)—> (A= BAC)ja

d) (A=-C)A(B—=C)ANAVB)—=C.
a) Merkintd Cn(X) tarkoitti lausejoukon ¥ loogisten seurauksien jouk- ) ( )1 ) A )

koa. Joukko muodostuu lauseista, jotka ovat tosia kaikilla niilld Todistettavien kaavojen negaatioille konstruoidaan semanttiset taulut.
totuusjakeluilla, joilla kaikki ¥:n lauseet ovat tosia. Jos siis olisi Taulun kaikkien haarojen tulee sulkeutua, jotta taulun juuressa F(¢)
Y ¢ Cn(X), niin joukossa ¥ olisi lause « ja lisiksi totuusjakelu, oleva lause ¢ on pitevd. Jos taulun haara sulkeutuu ennen koko puun
jolla kaikki ¥:n lauseet, siis myds «, olisivat tosia, ja o epétosi. valmistumista, kyseistd haaraa ei enédé laajenneta sdantgja sovellettaes-
Ilmeinen ristiriita. sa.

b) Tarkastellaan mieliv. lausetta @ € Cn(X;). Talldin « on tosi kai- Huoma, ettd semanttista taulua kéytetddn itse asiassa lauseen —¢
killa niilla totuusjakeluilla, joilla ¥; lauseet ovat. Koska ¥; C ¥, mallien selvittamiseen. Jos taulun kaikki haarat menevat ristiriitaisi-
niin myos ¥, mallit edellyttavat kaikkien 3;:n lauseiden toteu- kei lauseella —¢ ei ole mallia (eli =¢ on toteutumaton), joten lause ¢

tumista. T&llin kaikilla ¥o:n malleilla « on tosi ja a € Cn(Z). pitevi.



Ratk.
a) A— (B— B):

b) (A= B)A(B—-C)— (A—=C):

E(A—-B)A(B—=C)—=(A=0))

T((A— B)A (B —C))

E(A—C)

T(A— B)



¢) A5 B)AN(A—=C)—= (A—> BACQ):
E((A-B)AN(A—C)— (A= BAQ))

T((A— B) A (A — C))

E(A—BAC)

T(A— B)

T(A - C)

d) (A-C)A(B—=C)AN(AVB)—>C:
E((A-C)A(B—-C)AN(AVB)—C)

|
T((A— C)A(B— C)A(AV B))
|

T(AV B)
|
T(A—C)
|
T(B —C)
/N
E(A) T(C)
SN @
E(B) 7(C)
/N ®
T(A) Tg)

2. Tutki semanttisella taululla, pitddko annettu vaittdma paikkansa. Jos
ei, anna perusteluksi totuusjakelu, jossa se ei ole tosi (vastaesimerkki).

a) {B—-AC—B,(C—>A)—-D}=D

b) {A—-C,AvB,-D—-B}=C—D

) FA—-(B—-C)—=(A—-C)— (A— B))

d) E(-B—=>(A—=0)—> (A= (BV(Q))

Ratk.

Loogista seuraavuutta tutkittaessa asetetaan taulun juureen kaikki lause-

joukon lauseet totena ja tutkittava lause epédtotena. Mikili nyt kaik-
ki puun haarat sulkeutuvat ristiriidan takia, tiedetdin etta tutkittava



lause ei voi olla epitosi, mikili kaikki lausejoukon lauseet ovat tosia,
joten lause on looginen seuraavuus lausejoukosta.

a) T(B — A)

T@Lm
ﬂwa%am

Hb

EWJQ\}Q)

T(lC)
sl
E&C)/ T(B)
Koska taulu sulkeutui, on D looginen seuraus lausejoukosta.
b) T(A—C)
T(AV B)
T(-D — —B)

E@Lm

e

)
|
E(Dk
/
E(=D) T(=B)
| |
T(D) E(B)
% PN
T(4) ng;B)
2N
Egl) T(C)
Taulu ei sulkeutunut, joten C — D ei ole looginen seuraavuus
lausejoukosta. Puun aukiolevasta haarasta voidaan lukea vastae-
simerkki, saadaan totuusjakelu A = {4,C}.

¢) Ratk. Merkintd |= ¢ tarkoittaa siis, ettd lause ¢ on pétevi. To-
distus siis tapahtuu konstruoimalla puu, jonka juuressa on lauseen

negaatio.

E(A—-(B—-C)— ((A—=C)— (A— B)))
T(A— (B—0))
E((A—C)— (A— B))

T(A I—) C)

E(AS B)
7(a)
|
Ewk
Bay r(c)_
® g 1B o)
PN
E(B) T(O)

Koska taulu ei sulkeutunut, lause ei ole pitevi. Vastamalli voidaan
lukea avoimesta haarasta, tédssi tapauksessa esim. oikeimmasta
saadaan totuusjakelu A = {4,C}.

d) Ratk.
E((-B— (A—-C)—> (A= BV(0))
T(-B — (A= QC))
E(A—BVC)
7(a)

Taulu sulkeutui, joten lause on péteva.

4. Mallinna lauselogiikalla kolmen #édnestdjian dénestysjirjestelmid, jon-
ka malleista joko positiivinen (enemmistd jaa-#4nid) tai negatiivinen
dédnestystulos voidaan lukea. Kuinka malli muuttuu, jos diinestijid on
nelja ja tasatuloksen sattuessa puheenjohtajan d4ni ratkaisee.

Ratk.
Tarkoitus on siis laatia lausejoukko, joiden malleista danestyksen tu-



los voidaan paitella. Liitettdkoon ensimmaéisessi tapauksessa mainit-
tuun kolmeen ##nestéijiin atomilauseet A, B ja C. Jos A on tosi, niin
ensimmiiinen dinestiji antaa jaa-dfinen jne. Malliin tarvitaan lisiksi
atomilause, vaikkapa Y, joka kertoo d#nestyksen tuloksen.

Niilla edellytyksilld sopiva mallinnus voisi olla vaikkapa seuraava:

AANB =Y ANC—>Y BAC =Y
—“AAN-B—=-Y —AA-C—-Y —-BA-C—-Y

Mallinnuksen jarkevyytté voi tutkia valitsemalla joitakin dénestystuloksia.

Oletetaan esimerkiksi, ettd C Hdnestii JAA ja muut ei. Adnestyksen
tulos pitéisi olla ei eli totuusjakelun A = {C'} lausejoukon malli. Niin
onkin, silld ainoastaan implikaation =A A =B — =Y vasen puoli eva-
luoituu todeksi. Samasta syystd totuusjakelu A" = {C,Y} johtaisi
ristiriitaan.

Kun mukaan otetaan puheenjohtaja erdén mallinnuksen voisi toteuttaa
seuraavaan tapaan. Otetaan mukaan bitti (atomilause) IC' tarkoitta-
maan ei tiysin ratkennutta #énestystulosta (inconclusive).

AANBAC =Y —-A A-BA-C—-Y

AAN-BA-C —=IC —-AANBA-C —IC —-AAN-BAC —IC
AANBA-C —-IC AAN-BANC—=IC —-AANBAC—IC

ICANP—=Y ICAN-P—-Y

Tarkastellaan esimerkkiné tapausta, jossa A ja puheenjohtaja P anta-
vat JAA-ddnen. Tilloin kahden ensimmiisen implikaation vasen puoli

evaluoituu epédtodeksi ja lauseet siten tosiksi. Implikaation AA=BA —=C —

IC vasen puoli evaluoituu todeksi, jolloin IC pitda ottaa mukaan to-
tuusjakeluun. Koska P siis oli totta, niin lauseen /IC A P — Y pe-
rusteella dénestystulos on positiivinen, lopullisen totuusjakelun ollessa
A = {A, P,IC,Y}. Todetaan lisiksi, ettd muut lauseet eivét aiheuta
ristiriitaa.

Mallinnuksessa on luonnollisesti vaihtoehtona myos kaikkien kombinaa-
tioiden luettelointi.

. Palataan insin66ri Sérsselssonin laatimiin vaatimuksiin liikennevaloille
yksisuuntaisten katujen risteyksessi. Osoita semanttisella taululla, etti
viittdma “liikennevalojen punaiset lamput eivit pala yhtdaikaisesti”
seuraa loogisesti laatimastasi lausejoukosta.

Ratk.

T(P1VK1VV1)
T(P1 = -K1A-V1)
T(K1— ﬂlPl A=V
T(V1— —P1A-K1)

T(P2V I|(2 vV V2)
T(P2 — ~K2 A -V2)
T(K2 — ﬂlPQ A=V2)
T(V2 - —||PQ A -K?2)

T(ﬁ(V1I AV2))
T(P1 — (K2V V2))
T(P2— (K1Vv V1))

E(=(P1A P2))

T(P1A P2)

T(K?2) T(V2)
E(KQ)/ T(~P2 A -V2) E(KQ/ T(SP2 A -V2)
® N
T(‘iPQ) E(g?) T(‘!PQ |/\ ﬁK?) T(ﬁ|P2)
T(—\VQ) T(—|P2) T(—|V2)
E(}?Q) T(ﬂlKQ) E(}J2)
® (| | ®
E(P2
®



T-79.144 Syksy 2002 ) {PQ>(P>R}FQ—R
Logiikka tietotekniikassa: perusteet Ratk. (Hilbert)
Laskuharjoitus 5 (opetusmoniste, kappaleet 4.4 - 6.4)

B 1. P [P1]
16 — 19.10.2002 2. (Q—(P—R) [P2]
3. (P> (Q—P)) [A1]
4. (Q—P) [MP:1,3]
1. Osoita Hilbertin ja Suppesin todistusjarjestelmillé (opetusmoniste, kap- 5 ((Q—= (P R) = (Q—=P) = (Q—R)) [A2
paleet 5.1 ja 5.2) seuraavat vaittdmét. 6. (Q=P)=> (@~ )) [MP:2,5]
7. (@Q—=R) [MP:4,6]
a)FP—>P
Ratk. (Hilbert) (Suppes) L p P1]
1. (P—>((P—P)—P)) [A1] 2. Q—»(P—-R) [P2]
2. (P>(P—-P)—P)— 3. Q [apuoletus]
(P—=(P—P)— (P—P)) [A2] 4. P—R [MP:3,2]
3. (P> (P>P)—(P—>P) [MP12] 5. R [MP:1,4]
4. (P> (P—P)) [A1] 6. Q>R [ET:3,5]
5. (P—P) [MP:3,4]
2. Hae seuraavien lauseiden disjunktiivinen ja konjunktiivinen normaali-
(Suppes) muoto (1) muunnossdintdji kdyttéden ja (2) semanttisen taulun avulla.
1. P [apuoletus]
2. -=P [KNT] a) A= (B—0C)
3 P [KNE] Ratk. Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.
. F;. PR—>P [ET:1,3] Ao(Bo0)
—-Q,Q— - _
Ratk. (Hilbert) =-4v(eBVO)
=-AvV-BVvC
1. (Q—R) [P2]
2. (Q—=R)—(P—(Q—R))) [A1] Néin syntynyt muoto on sekd konjunktiivinen ettd disjunktiivi-
3. (P—>(Q—R)) [MP:1,2] nen normaalimuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuotoa
4. (P> (Q—->R)—>((P—=Q) — (P—R)) [A2] semanttisen taulun avulla lihdetéén liikkeelle solmusta, jossa lause
5 (P—>Q)— (P—R) [MP:3,4] esiintyy totetena:
6. (P—>Q) [P1]
7. (P> R) [MP:5,6] (B —> Q)
(Suppes) A/ T(B - C)
1. P>Q [P1] /
2. QR [P E(B)  T(0)
3. [apuoletus] Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktit. T#4ssé tapauk-
4 Q [MP:3,2] sessa niissé kussakin on vain 1 literaali. Saadaan siis ~AV-=BVC,
5 R [MP:4,3] joka on sama kuin muunnosséénnéilld. Konjunktiivinen normaa-
6. P> R [ET:3,5|

limuoto haetaan taulusta, jossa juurena on lause epétotena:



E(A— (B— Q)

Avoimesta haarasta saadaan lause A A B A =C, josta saadaan
negatoimalla ja De Morganin sddntéd soveltamalla muoto —A V
—BV C, joka on haluttu normaalimuoto.

-A+ ((Av-B) — B)

Ratk. Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaatiot:

-A+ ((Av-B) — B)

=(-~A— ((Av-B) = B))A(((AV-B) - B) = —A)
=(AV (=(AV—-B)VB))A(=(=(AV-B)V B)V-A4)
=(AV((=AAB)V B)) A ((AV ~B) A=B) v —4)
= (AV((-AVB) A (BV B))) A ((AvﬂBvﬂfn (=B Vv -4))
=(AV-AVB)A(AVB)A(AV—-AV B)A(-AV-B)
(A\/B) (ﬂAVﬁB)

Tamé on konjunktiivinen normaalimuoto. Kéytetadn seuraavaksi
konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli, jolloin paddytain
muotoon:

(A\/B)/\(‘!AV‘!B)
=(AAN(-AV-B))V (BA(-AV-B))
=(AA-A)V(AA-B)V (~AAB)V (BA-B)
=(AA-B)V (mAAB)

Viimeisessd vaiheessa on kiytetty sievennyssaantojé, joissa monin-
kertaiset esiintymét samassa konjunktissa on eliminoitu samoin
kuin konjuntit, joissa on esiintynyt seké literaali, ettd sen komple-
mentti.

Tarkastelu tauluilla:

T(ﬁ ~ (A \Y ﬁB) — B))
T(—A% \E(ﬂA)
T((AvV -B) = B) E((A\/—!B) ~ B)

E(A T(lA)

E(Av {9) T(B) T(AV -B)
By 5l
E(—||B) T(4) T(—B)
T(lB) E (lB)

Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan muoto (A A =B) V
(=A A B), joka on sama kuin muunnossiénnoilli. Konjuntiivinen
normaalimuoto samalla periaatteella kuin a-kohdassa.

¢) 7((A+ —-B) = ()

~((A »~B) - C)

=-((A—>-B)A(-B— A) = () (¢ €]
=—(~((FAV-B)A(=——BVA)VC) [—€
= (—mAV-B)A(AVB)A-C (x) [——e, DM]

Téama onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto. Kéytetdan seuraa-
vaksi konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli:

()

(‘!AV‘!B) ((B/\‘!C)V(A/\—!C))
(FAAN((BA=C)V (AN-C))V
(=BA((BA=C)V (AAN=C)))
(FAABA-C)V (mANAN-C)V
(-BABA-C)V (=BANAA-C)
=(~AABA-C)V(AAN-BA-C)

Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viimeisessa vaihees-
sa on jitetty loogisesti epétodet literaalien konjuktiot pois (ts. ne,
joissa esintyy jokin atominen lause ja sen negaatio).

d) PLLAPy <« (P, = P)V (P, — P)



Ratk.

Tehtévan laadinnassa kévi sikéli mielenkiintoisesti, ettd ekviva- T(PVQ)A(=PVQ)A(PV-Q)A(=PV-Q))
lenssin oikealla puolella oleva termi on pitevi. Nyt analyysi voi-
daan tehdd, korvaamalla se aina todella lauseella T. Saadaan: T(PVQ)
T(=PV Q)
PIAP,&T T(Pv-Q)

=(=(PLAP)VTIA(=TV(PLAR)) \r

=(-PLV-PBVT)A(LVP)A(LVP) T(P)\/ (Q)\

=P AP T(ﬁp( T(Q)\ T(TP( /T(Q)\
Nyt sievennyssiéinntdji voi soveltaa siten, ettd ensimméinen kon- EéP) T(P( T(-Q) E(P) T(=P) T(—Q)
junkti on aina tosi ja kahdessa viimeisessd ensimméiset termit voi | YRR | |
poistaa, koska ne ovat aina epitosia. Syntynyt tulos on seki KNM T(=P) 7(=Q) E%Q) ngp) ) E&)P) E&Q)

4. Hae KNM:t seuraaville lauseille muunnossiénnéilld ja semantisella tau-

lulla. 5. Hae lauseelle (A — (A = A) = A)) > (A= (A— A)) = (A= A)

klausuuliesitys.
a) (PA=P)V(QA-Q) Ratk. Lihdetéifin poistamaan implikaatiot:
Ratk. Muuntamisessa kidytetddn disjunktion distributiivisuutta
konjunktion yli:

A= (A=A —A4) - (A0 (A= A) > (A—A4)
(PA=P)V(QA-Q) = (A= ((A—4)—=4)) vV (A5 (A—=4)—> (A= A)
=((PA-P)VQ)AN(PA—-P)V—Q) = —(CAV(A—=A) = A) Vv (FAV(A— A) = (A— A)

= ) v (

=(PVQRQ)A(PVQ)A(PV-Q)A(=PV Q) —(mAV (~(-mAVA) vV =(=AV (mAV A)V (mAV A))
b) (PLA=P) V-V (P, A—-P,) Edelleen viedddn negaatiot atomilauseiden eteen:

Ratk. Muuntaminen etenee samoilla siéinnéilli. Kuten a)-kohdassakin,
lopputulokseen tulevat kaikki kombinaatiot (2") totuusarvoille:

A(mAV (2(mAVA)VA) V ((mAV (RAV A)V (mAV A))
(PLA=P) ... (PyA—P,) = (ﬂ(zA/Eﬁ((ﬂ(zA\X)‘l)Vﬁ;? v EEIA/E;(;AA\;)A))(V fAA\;)A))
=BV VERJACAV RV VE) A SRV eV oF) = (AA((FAVAA-A) V(AN (AA-A) V(=AY A))

c¢) Osoita semanttisella taululla, ettd a)-kohdassa muodostettu KNM
on toteutumaton.
Ratk. Osoittaminen tapahtuu ldhtemaélla liikkeelle semanttisesta (AA((FAVAY A-A) vV (AA(AA=A)V (AV A))
taulusta, jonka juuressa on lause todeksi asetettuna. Jos lause on (AA((RAV A) A-A)) ((AV (CAV AN A ((AA=A)V (mAV A))
toteutumaton, taulu on ristiriitainen. (AN ((RAV A) A =A)) (AV-AVAA(AV-AVA)A(mAV-AV A))

Siirretddn distribuutiosdinnéilld disjunktiot sisééin ja konjunktiot ulos:

\%
\%



AV ((AV-AVAA(AV=AVA) A (RAV —AV A)) A

SAVA)A-A)V((AV-AVA)A(AV-AVA) A (mAV —AV A))

(
(
(AVAV-AVAYN(AVAV-AVA)ANAV-AV-AVA) A
(FAVAVAV-AVAAN(-AVAVAV-AVA) A
(
(

—SAVAV-AV-AVA)A(—AVAV-AVA)A(mAVAV-AVA) A

AV -AvV-AVA)

Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sievennyssiintod, jossa
poistetaan disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen komplementti, ha-
vaitaan, ettd kaikki syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tuloksena
saatava klausuulijoukko on siis tyhja (0), ja on siten aina tosi. TAmé
korreloi hienosti sen kanssa, ettii annettu lause on pétevi (voi tarkistaa
esim. semanttisella taululla).

T-79.144 Syksy 2002
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 6 (opetusmoniste, kappaleet 6.5 - 7.4)

16 — 19.10.2002

1. Tarkastellaan klausuulijoukkoa:

S = {{Ao, A1}, {-40, 2 A}, {Ar, Ao}, {241, A0,
{Aﬂflz An}: {_‘Anflx _'An}: {A'mAO}; {_'Any ﬁAAO} }

Anna totuusjakelu A siten, ettd A = S.

Ratk.

Tarkastellaan joukon S kahta ensimmaéisté klausuulia. Ne voidaan kaa-
vana kirjoittaa muodossa (Ag V A;) A (mA4y V —A;). Télld lauseella on
mallit 4, = {Ag} ja Ay = {4}, eli se kuvaa ehdoton tai operaatiota
(XOR). Néin ollen koko joukko kuvaa kaavaa:

(AoVAL) A (A1VAs) A -+ A (AN Ag)

Tarkastellaan kaavaa n:n kahdella arvolla. Kun n = 1 lause saa muodon
(Ao A1) A (A1VAp). Kun téssd valitaan Ay todeksi, seuraa siitd, ettd
A; on epitosi. Nyt molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavasti kun
valitaan Ay epatodeksi.

Nyt jos n = 2, kaava on muotoa (AgVA;) A (A1VAs) A (A2VAg). Jos
téssi valitsee Ag:n todeksi, seuraa siité, ettd A; on epétosi ja taas A

tosi. Nyt viimeinen ehdoton tai kuitenkin edellyttiisi toteutuakseen,
ettd Ay on epitosi. Tam4i aiheuttaa ristiriidan ja néin ei saada mallia.
Jos Ay valittiin aluksi epdtodeksi, syntyy samanlainen ristiriita. Niin
ollen téssd tapauksessa joukolla ei ole mallia.

Tarkastelun voi yleistéé siten, etta jos n on pariton saadaan edelldmainitulla
tekniikalla 2 mallia ja jos n on parillinen, ei malleja ole.

. Horn-klausuuli on klausuuli, jossa on tdsmélleen yksi positiivinen lite-

raali. Olkoon A; ja Ay Horn-klausuulien joukon S malleja. Osoita, etti
myos A = A; N Ay on S:n malli.

Ratk.
Todistus ristiriidan kautta. Oletetaan A p= S. Tilloin joukossa S on
klausuuli {A, =By, ..., 7By}, joka ei toteudu. Jotta niin olisi, pitii olla

{Bi1,...,Bp} C Aja A ¢ A. Joukko-opillisen leikkauksen mééiritelméan
mukaan pitdd myos olla {By, ..., B} C Ay ja{By,..., By} C Az Kos-
ka A; ja Ay ovat klausuulijoukon S malleja, pitda olla myos A € A, ja
A € A,. Tilloin kuitenkin A € A leikkauksen méiritelmén perusteella,
ja tdmd aiheuttaa ristiriidan. Siis A = S. O

. Taannoin tutustuimme insin66ri Sorsselssonin laatimaan spesifikaati-

oon yksisuuntaisen risteyksen liikennevaloille. Muunna lauseet klausuu-
limuotoon ja osoita resoluutiolla, etté liikennevalojen punaiset lamput
eivit pala yhtdaikaisesti.

Ratk.
Muunnetaan lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja klausuuleik-
si. Taulukossa on viimeisend todistettavan kaavan negaatio P1 A P2.

Lause Klausuulit

PiVKiVVi {Pi,Ki,Vi}
Pi— -KiN-Vi —PiV (—KiA=Vi)
(=PiV -Ki) A (~PiV Vi) | {-Pi,~Ki},{~Pi,-Vi}
(=KiV =Pi) A (=KiV =Vi) | {-Pi,—~Ki}, {-Ki,~Vi}
(=ViVv-Pi)A (-ViVv-Ki) | {-Pi,~Vi},{-Ki,~Vi}

Ki— -PiAN-Vi
Vi— -PiAN-Ki

~(VIAV?2) —-Viv-v2 —V1,-V2}
PIo (K2VV2) =-PIVK2VV2 —PL,K2,V3}
P2 (K1VV1) =-P2VKIVV1 ~P2,K1,V1}
PiA P2 PiY},{P2}

Osoitamme seuraavaksi taulukossa annettujen klausuulien joukon to-
teutumattomaksi (tyhjé klausuuli O tarkoittaa ristiriitaa), jolloin lause
—(P1 A P2) on johdettavissa muista klausuuleista:



{~P1,K2,V2} {P1}
{K2,V2} {-P2,-K2}
{=P2,v2} {-P2,-V2}
{-p2y (P2}
O

4. Laaditaan asiantuntijajirjestelmé, jolla on tarkoitus tutkia, mitké ke-
mialliset reaktiot ovat mahdollisia. Tarkastellaan reaktioita:

(1) MgO + Hy — Mg + H,O
(2) C+ 0y — COq
(3) COQ + HQO — H2C03

a) Esitd ylldolevat reaktiot lauselogiikan avulla klausuulimuodossa.
Liséda klausuulijoukkoon tieto siité, etta aluksi saatavilla on ainei-
ta: MgO, Hy, O ja C.

b) Osoita resoluutiolla, ettd ylli olevassa tilanteessa on mahdollista
saada reaktiotuotteena HoCOj:a.

Ratk.
Mallinnetaan kemialliset reaktiot implikaatioiksi, jotka muutetaan sit-
ten klausuulimuotoon. Tuloksena saadaan klausuulit:

(1)
MgO + Hy — Mg + H,O
—MgO A Hy — Mg A Hy,O

=-MgO Vv —H, v (Mg A H,0)
= (=MgO V —H, V Mg) A (-MgO V —H, V H,0)

Reaktiosta syntyi siis kaksi klausuulia: {=MgO, —Hy, Mg} seki
{—\MgO,ﬁHg,HZO}.

5.

(2)

C+ 02 — COZ
=—=CAOy — COy
=-CV _'02 \ COZ
:>{_'C, =03, COZ}

®3)

CO, + H,O — HyCO;
—5C0, A H,0 — HyCOy
=—C0, V =H,0 v H,CO;4
= {=C0,, =H,0, HyCO3 }

Liséksi ldhtoaineista saadaan neljén klausuulin joukko:

MgO A Hz A Oz AC
=>{Mg0}, {H2}7 {02}{0}

Merkitdaan ylldolevaa klausuuliijoukkoa Y. Nyt halutaan todista, etta
Y = HyCOj3. Todistus tehdddn osoittamalla, ettd ¥ U {—=H2CO3} on
toteutumaton:

{~H,CO3}  {~CO,, =H,0, HyCOs}

.

HQO}
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a) Muodosta resoluution tdydellisyystodistuksen puukonstruktio klau-



suulijoukolle:

S ={{-4,-B},{A,-B},{-A,B,-C},{A,B},{-A,B,C}}

b) Tutki, millaisia klausuuleja S:n bindériklausuuleista (2 literaalia)
voidaan johtaa. Muodostetaan klausuulijoukko S’ lisidmalld ndma
klausuulit S:adn.

¢) Toista puukonstruktio S”:lle.
d) Tutki muuttujajirjestyksen vaikutusta puun kokoon.

6. Konstruoi deterministinen Turingin kone, joka laskee sy&tteend anne-
tun binddriluvun seuraajan.

7. Osoita, ettd graafin 3-véritys kuuluu luokkaan NP redusoimalla se
lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi.



