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4. TURINGIN KONEET

Turingin kone on kuin aarellinen
automaatti, jolla on kaytdéssaan
nauha. Kone voi siirtda

nauha: & | T[U| R[ I [N|G|<| [ nauhapasta vasemmalle tai
oikealle; se voi myos lukea tai

Alan Turing 1935-36.

nauhapas: kirjoittaa nauhapaan kohdalla
olevan merkin. Nauha on oikealle
a1 ~02 rajaton.
ohjausyksikkd:\ Churchin—Turingin teesi: Mika
5 tahansa mekaanisesti ratkeava

ongelma voidaan ratkaista Turingin
koneella.
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Maaritelma 4.1 Turingin kone on seitsikko

M= (Qa Za ra 67 QanaCCaqrej)9
missa:
» Q on koneen tilojen &arellinen joukko;

» Y on koneen syéteaakkosto;

» [ D Y on koneen nauha-aakkosto (ol. ettd >,< ¢ I');

> O (Q—{0acc,rej}) x (TU{p,<}) = Q x (TU{r,<}) x {L,R}
on koneen siirtyméafunktio;

v

go € Q on koneen alkutila;

v

Jacc € Q 0N koneen hyvaksyva ja

v

Orej € Q Sen hylkaava loppultila.
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Turingin koneen kanssa ekvivalentteja laskentamalleja:
» Godelin—Kleenen rekursiivisesti maaritellyt funktiot (1936),
» Churchin A-kalkyyli (1936),

» Postin (1936) ja Markovin (1951)
merkkijonomuunnossysteemit, kaikki nykyiset
ohjelmointikielet.

Turingin koneet = ohjelmaintikieli.
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Siirtyméafunktion arvon

6(q7a) = (q/’ b? A)

tulkinta;

Ollessaan tilassa g ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai
loppumerkin) a, kone siirtyy tilaan q’, kirjoittaa lukemaansa
paikkaan merkin b, ja siirtda nauhapaata yhden merkkipaikan
verran suuntaan A (L ~ “left”, R ~ “right”).

Sallittuja kirjoitettavia merkkeja ja siirtosuuntia on rajoitettu,
mikali a = >’ tai ‘<, ja siirtymafunktion arvo on aina
maarittelematon, kun q = qacc tai g = qrj. Joutuessaan jompaan
kumpaan ndisté tiloista kone pysahtyy heti.
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Siis: siirtymafunktion arvoilta

3(q,a) =(q’',b,A)

vaaditaan:

(i) jos b =, niin a =1,

(i) josa=rp,ninb=prjaA=R;
(i) josb =<, nina=<ja A =L.
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Tilanne (q,w) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’), merkitaén
(q,W)l;(q’,W’),

jos jokin seuraavista ehdoista tayttyy: kaikilla g,q’ € Q, u,v € ',
a,beljacelu{e}:
jos &(q,a) = (q',b,R), niin (q,uacv) - (q’,ubcv);

M

jos 8(q,a) = (d',b,L), niin (g,ucav)(q’,ucbv);
jos 8(a,5) = (¢',>,R), nin (a,£cv)-(a',cv);
jos 8(a,<) = (¢',b,R), nin (a,ue) - (¢, ube);
jos 8(a,<) = (¢',b,L), nin (a,uce) - (d'ucb)
jos 8(4,<) = (¢'-<.L) nin (q.uee) - (', uc).

Tilanteet, jotka ovat muotoa (qgacc, W) tai (grj,w) eivat johda
mihink&an muuhun tilanteeseen. Naissa tilanteissa kone

pyséahtyy.
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Koneen tilanne on nelikko
(g,u,a,v) € Q x M x (Tu{e}) xI*,

missa voi olla a =€, mikdlimyésu =¢ctaiv =¢.

Tulkinta: kone on tilassa g, nauhan sisalté sen alusta
nauhapaan vasemmalle puolelle on u, nauhapaan kohdalla on
merkki a ja nauhan sisélté nauhapaan oikealta puolelta
kaytetyn osan loppuun onv.

Mahdollisesti on a = €, jos nauhapéa sijaitsee aivan nauhan
alussa tai sen kaytetyn osan lopussa. Ensimmaisessa
tapauksessa ajatellaan, ettd kone “havaitsee” merkin ‘>’ ja
toisessa tapauksessa merkin ‘<’

Alkutilanne syotteella x = a;a,...a, on nelikko
(do,€,a1,a2...an).

Tilannetta (q,u,a,v) merkitdén yleensa yksinkertaisemmin
(g,uav), ja alkutilannetta syotteelld x yksinkertaisesti (qo,x).

Pekka Orponen kevat 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Tilanne (q,w) johtaa tilanteeseen (q’,w’), merkitaan
(a:w)-"(d’,w'),

jos on olemassa tilannejono (qgo,wo), (d1,w1), ---, (gn,Wn), n >0,
siten etta

(a,w) = (do,Wo) k- (da,Wa) - -~ = (an, wn) = (a’,w").
Turingin kone M hyvaksyy merkkijonon x € ¥*, jos
(do,x) " (dace, W) jollakin w € '*;
M

muuten M hylkaa x:n.
Koneen M tunnistama kieli on:

L(M) = {x € % | (do,X) F*(Gacc, W) jollakin w € "}
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Esimerkki 1. Kieli {a? | k > 0} voidaan tunnistaa Turingin

koneella
- ({quql7qaCC7qrej}7 {a}v {a}767 QOaQacc;Qrej)7
Kaavioesitys:
missa
a/a,R
/\
wa) = e o(w Y
d(ai,a) = (do,a,R), a/a,R
;L ;L
6(Q07<1) (Qacm<1 L) < A
3(a1,9) = (

O X
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a/a,R
a/<4,L <1/<,L

Koneen M laskenta esimerkiksi syétteelld aaa etenee
seuraavasti:

(qo,aaa) + (g1,aaa)t (do,aaa)
M

M

I (d1,aaag) |- (arej, aaa).
M M
Kone pysahtyy tilassa qj, joten aaa ¢ L(M).
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Kaavioesityksessa kaytetyt merkinnat:

Tilaq
Alkutila
Hyvéaksyva lopputiladaco

Hylk&ava lopputila §rej)

e a/b,A 0 Tilasiirtymad(q,a) = (q’,b, A)
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Esimerkki 2. Kielen {akbkc* | k > 0} tunnistava Turingin kone:
a/a,R b/b,R
BéB R OC//C,R
PR AR@\ b/B,R
0 2 Selkeyden vuoksi ei koneen

01
gL a/AR  |o/c,L fYlkadvaa lopputiaa g ole
tassa esitetty eksplisiittisesti.

Tulkinta on talloin, etta kaikki
kaaviosta “puuttuvat” kaaret

C/C.L johtavat tdhan tilaan.
a/<,L B/B,R b//b’L j
B/B,L
a/a,L
B/B,R
C/C,R
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Koneen laskenta syotteelld aabbcc:

(9o, aabbcec) F (g;,Aabbec) g//aB,,RI; E/CBR
(a1,Aabbec) F (g2, AaBbcc) - Q O
(a2,AaBbcc) - (g3,AaBbCc) - (a0 VARV B/BR
(gs3,AaBbCc) I (g3, AaBbCc) +

(93,AaBbCc) |- (qa,AaBbCc) - a/aL a/AR c/C,L
(91,AABbCc) I (g1,AABbCc) -

(q2,AABBCc) F (g2, AABBCC) - @ A/A, R

(g3, AABBCC) | (q3,AABBCC) - eser
(g3, AABBCC) I (g3, AABBCC) - a/q,L A/B,R b//b’7L
(94, AABBCC) I- (g5, AABBCC) S/FE,LL
(g5,AABBCC) | (gs,AABBCC) - Eé%,%

(05, AABBCCE) F (Qacc, AABBCC). )
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Formaalisti k-urainen Turingin kone on seitsikko

M= (Q;Z; r,6, QOaQaCCaQrej))

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi
siirtymafunktio:

0: (Q - {QacmCIrej}) X (rk U {[>7<1}) — QX (rk U {[>7<]}) X {L’R}'

Seuraajatilannerelaation -, alkutilan jne. maaritelmat ovat

M
pienid muutoksia lukuunottamatta samanlaiset kuin
standardimallissa.
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4.2 Turingin koneiden laajennuksia

1. Moniuraiset koneet
Sallitaan, etta Turingin koneen

nauha koostuu k:sta ALIAIN|#|# | # | #
rinnakkaisesta urasta, jotka MIA|T|H|I|S|[O|N
kaikki kone lukee ja kirjoittaa TIUR|/I|N #|#
yhdessa laskenta-askelessa: o
nauhapaa: ‘

Koneen siirtyméafunktion arvot
ovat talléin muotoa:

3(a; (ar,---»ac)) = (a', (by,... ,by), A),

missé ay,...,ax ovat urilta 1,. ..,k luetut merkit, by,... by niiden
tilalle kirjoitettavat merkit, ja A € {L,R} on nauhapaan
siirtosuunta.

Laskennan aluksi tutkittava syote sijoitetaan ykkoésuran
vasempaan laitaan; muille urille tulee sen kohdalle erityisia
tyhjamerkkeja #.

Pekka Orponen kevat 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Lause 4.1. Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-uraisella
Turingin koneella, se voidaan tunnistaa myo6s
standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 8, 0o, Jacc, Orej) K-Urainen Turingin
kone, joka tunnistaa kielen L. Vastaava standardimallinen kone
M muodostetaan seuraavasti:

Y - (6727 ﬁa&ao;Qacc,Qrej%

missd Q = QU{dy,G;,8,}, I = ZUT* ja kaikilla g € Q on

S(q,[af ]):(q',[ :
q
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Koneen M laskennan aluksi taytyy sy6tejono “nostaa” 2. Moninauhaiset koneet
ykkosuralle, so. korvata nauhalla merkkijono a;a;...a,
i 1. AL AN
merkkijonolla (A[ILIAINL | [ [ ] ]
a - an 2. | [MA]T] H\l\?\o\N\ |-

3. [[TIURIIIN[G] [ [ [-

# # # )
q1 ~q

Tatéa operaatiota varten liitetdén M:sta kopioidun
siirtymafunktion osan alkuun viela pieni “esiprosessori”: %

0

Sallitaan, etta Turingin koneella on k toisistaan riippumatonta
nauhaa, joilla on kullakin oma nauhapéénsa. Kone lukee ja
kirjoittaa kaikki nauhat yhdessa laskenta-askelessa. Laskennan
aluksi syote sijoitetaan ykkdsnauhan vasempaan laitaan ja

O kaikki nauhapaat nauhojensa alkuun.
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Téllaisen koneen siirtyméfunktion arvot ovat muotoa - . . .
Lause 4.2. Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella

3(a,a1,...,ax) = (4, (by, A1), ..., (b, A)), Turingin I_<one_e||a, se vpidgan tunnistaa myos
standardimallisella Turingin koneella.
missa ay, ... ,ax ovat nauhoilta 1, ... .k luetut merkit, bq,... bk Todistus (idea). Olkoon
niiden tilalle kirjoitettavat merkit, ja A4,...,Ax € {L,R} ALIA N # # # #
nauhapdiden siirtosuunnat. M = (Q,X,T,8,do, acc, drej)

Formaalisti k-nauhainen Turingin kone on seitsikko

tunnistaa kielen L. Konetta M voidaan
simuloida 2k-uraisella koneella M

1.
2.
3.
k-nauhainen Turingin kone, joka 4. 7
5.
6.

M= (Q,Z, r767 quQachre]),

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siten, etta koneen M parittomat urat —!
siirtymafunktio: 1,3,5,...,2k — 1 vastaavat M:n
nauhoja 1,2,... ,k, ja kutakin paritonta 91 ~93
8 (Q — {Gace, Grej }) X (TU{p,<})* — Q x (TU{p,<}) x {L,R}). uraa seuraavalla parillisella uralla on do
merkilla T merkitty vastaavan nauhan J
Seuraajatilannerelaatio ym. peruskasitteet maaritellaan pienin nauhapaan sijainti.

muutoksin entiseen tapaan.
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Simuloinnin aluksi syétemerkkijono sijoitetaan normaalisti
koneen M ykkdsuralle. Ensimmaisessa siirtymassaan M
merkitsee nauhapaaosoittimet 1 parillisten urien ensimmaisiin
merkkipaikkoihin.

Taman jalkeen M toimii “pyyhkimalla” nauhaa edestakaisin sen
alku- ja loppumerkin valilla. Vasemmalta oikealle pyyhkaisylla
M keraé tiedot kunkin osoittimen kohdalla olevasta M:n
nauhamerkista. Kun kaikki merkit ovat selvilla, M simuloi yhden
M:n siirtyman, ja takaisin oikealta vasemmalle suuntautuvalla
pyyhkaisylla kirjoittaa T-osoittimien kohdalle asianmukaiset
uudet merkit ja siirtdd osoittimia.
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Epadeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne.
maaritellaan formaalisti samoin kuin deterministisenkin koneen
tapauksessa, paitsi ettd ehdon 6(q,a) = (q’,b,A) sijaan
kirjoitetaan (q’,b,A) € 8(q, a).

Taman muutoksen takia seuraajatilannerelaatio + ei ole enéa

M
yksiarvoinen: koneen tilanteella (q,w) voi nyt olla useita
vaihtoehtoisia seuraajia, so. tilanteita (q’,w’), joilla
(a,w)(a',w').

M

Koneen M tunnistama kieli maaritellaan:

L(M) = {x € Z* | (do,X) " (dacc, W) jollakin w € [*}.

Epadeterministisen koneen M tapauksessa siis merkkijono x
kuuluu M:n tunnistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen
tilannejono johtaa alkutilanteesta syotteellda x hyvaksyvaan
lopputilanteeseen.
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3. Epadeterministiset koneet
Formaalisti epadeterministinen Turingin kone on seitsikko

M= (Q’Z) r,6, quqaCCaql’ej)>

missa muut komponentit ovat kuten deterministisessa
standardimallissa, paitsi siirtymafunktio:

d: (Q - {QaCCaQrej}) X (rU{D,Q}) — P (Q X (rU{l>,<1}) X {L,R}).
Siirtyméafunktion arvon

3(g,a) = {(a1,b1,A1),...,(ak, bk, Ax)}

tulkinta on, etta ollessaan tilassa q ja lukiessaan merkin a kone
voi toimia jonkin kolmikon (q;, b, Aj) mukaisesti.
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Esimerkki. Yhdistettyjen lukujen “tunnistaminen”
epadeterministisilla Turingin koneilla.

Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty, jos silla on
kokonaislukutekijat p,q > 2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole
yhdistetty, on alkuluku.

Oletetaan, etta on jo suunniteltu deterministinen kone
CHECK_MULT, joka tunnistaa kielen

L(CHECK_MULT) = {n#p#4q | n,p,q bin&arilukuja, n =pq}.

Olkoon lisdksi GO_START deterministinen Turingin kone, joka
siirtdd nauhapéaan osoittamaan nauhan ensimmaista merkkia.
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Olkoon edelleen GEN_INT seuraava mielivaltaisen ykkosta
suuremman bindariluvun nauhan loppuun tuottava
epadeterministinen Turingin kone:

2;2:2 </0,R
Cren O 200
NI NI £ i

</1,R
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Yhdistetty kone hyvaksyy syétteenad annetun bindariluvun n, jos
ja vain jos on olemassa bindariluvut p,q > 2, joilla n = pq — siis
jos ja vain jos n on yhdistetty luku.

Huom. Yleinen kaaviomerkinta Turingin koneiden
yhdistamiselle:

O
O =
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Epéadeterministinen Turingin kone TEST_COMPOSITE, joka
tunnistaa kielen

L(TEST_COMPOSITE) = {n | n on bind&rimuotoinen yhdistetty luku}

voidaan muodostaa naista komponenteista yhdistamalla:

HHQ ()n#pl Q @n#p#ai) @r%#p#@ @

GEN_INT GEN_INT GO_START CHECK_ I
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Lause 4.3 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa
epadeterministisella Turingin koneella, se voidaan tunnistaa
myds standardimallisella deterministisella Turingin koneella.

Todistus (idea). Olkoon

M = (Q,X,T,8,do, dacc; Orej)

epadeterministinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen L.
Konetta M voidaan simuloida kolmenauhaisella
deterministisella koneella M, joka kay systemaattisesti lapi M:n
mahdollisia laskentoja (tilannejonoja), kunnes Ioytaa
hyvaksyvan — jos sellainen on olemassa. Kone M voidaan
edelleen muuntaa standardimalliseksi edellisten lauseiden
konstruktioilla.
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Yksityiskohtaisemmin:
Nauhalla 1 M sailyttaa kopiota
sybtejonosta ja nauhalla 2 se 4 Gifniplult] [ [ ] [--
simuloi koneen M tydnauhaa. ———2

Kunkin simuloitavan laskennan 2. | [i[n[W[O[R[K] | | [--
aluksi M kopioi sydtteen [
nauhalta 1 nauhalle 2 ja pyyhkii 3 | | [D1Ds[D2/D[Ds[DslDy | |-
pois nauhalle 2 edellisen

laskennan jaljilta mahdollisesti S
jaéneet merIA<it. o
Nauhalla 3 M pitaa kirjaa 5
vuorossa olevan laskennan

“jarjestysnumerosta”.
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Esimerkiksi jos kolmosnauhalla
on jono D1D3D,, niin
ensimmaisessa siirtymassa
valitaan vaihtoehto 1, toisessa 1
vaihtoehto 3, kolmannessa

inipluft] [ | [ [

vaihtoehto 2. Ellei tama 2. i[nW[OIR[K] [ ] [-
laskenta johtanut M:n ——
hyvaksyvaan lopputilaan, 3. | | [D4Ds|D,|D|Ds|D4Dy | |-

generoidaan seuraava

koodijono D;D3D3 ja aloitetaan

alusta. % -4
Jos koodijono on epékelpo, so. do
jos siina jossakin kohden on 5

tilanteeseen liian suuri koodi,
simuloitu laskenta keskeytetaan
ja generoidaan seuraava jono.
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Tarkemmin sanoen, olkoon r
suurin M:n siirtyméafunktion
arvojoukon koko. Tallgin M:lla
on erityiset nauhamerkit L [ilnfplult] [ [ [ [
D,...,Dy, joista koostuvia
jonoja se generoi nauhalle 3

LifnwO[RIK] | | [--
R |

kanonisessa jarjestyksessa: €, 3 [D4Ds]D, DD DD | | ---
Dy, Dy, ..., Dy, DDy, D1Dy, ...,

D:Dy, D2Dy, ...

Kutakin generoitua jonoa q1 ~03

kohden M simuloi yhden M:n o

osittaisen laskennan, jossa 5

epadeterministiset valinnat
tehdaan kolmosnauhan
koodijonon ilmaisemalla tavalla.

Pekka Orponen kevat 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

1L [ifnlplult] | [ [ [

2.| [iln|wWlO[RIK[ [ | [
R

3. [DyDs|D2[D,|D1[Da[Dg | |-

q1 =02
Yo
fo)

Selvasti tama systemaattinen koneen M laskentojen lapikaynti
johtaa koneen M hyvaksymaan syottejonon, jos ja vain jos
koneella M on syétteen hyvaksyva laskenta. Jos hyvaksyvaa
laskentaa ei ole, kone M ei pysahdy.
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