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# $ %��&��� ' ()*+,- .- ./,01+234 501 2)*2+-, 63)23)1 . ,+7)- . 80-2)92:51)) ,1.44.1
G =

(V, Σ, P, S) ; ,)-)1.2)* . -0-)4<2= /.-,>.,) ; + $) $ 63)23)1 .-= 2)14 +-./ *21+-, x ∈ Σ∗
8.-

?) @)1+7)@ 5104 23) *2.12 *=4?0/
S
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A3) 50//06 +-, <10 8)@>1) BCDEDFGHDIJKEDLMHNOGEPQGPD R

GS 2.T)* . 80-2)92:51)) ,1.4 :4 .1
G
.* +2* +-<>2 .-@ +2 1)2>1-* 23) 7./>) UVWX ; +5 23) /.-,>.,) L(G)

+* -02 )4<2=$
BCDEDFGHDIJKEDLMHNOGEPQGPD R

G = (V, Σ, P, S)
' 80-2)92:51)) ,1.44.1S

T ← Σ��� ���
|V − Σ|

��� ��Y�� ����
A→ X1 · · ·Xk ∈ P�Y

A 6∈ T ∧X1 · · ·Xk ∈ T k

T ← T ∪ {A}�Y
S ∈ T1)2>1- ����

����
1)2>1- Y����

A3) ?.*+8 +@). +* 20 *2.12 5104 23) *)2
T = Σ

05 2)14 +-./ *=4?0/* .-@ 23)- 83)8T 63)23)1
+2 +* < 0**+?/) 20 Z1)21).2[ 20

S
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A
*>83 23.2 .// *=4?0/* +- 23) 1+,32

*+@) ? )/0-, 20
T
$ A3)*) *2)<* .1) 1)< ).2)@

|V − Σ|
2+4 )* $

A0 *)) 63=
|V − Σ|

*2)<* .1) )-0>,3 ; /)2 > * 80-*+@)1 23) 601@ z ∈ L(G)
*>83 23.2

z
3.*

23) *4 .//)*2 <.1*) 21)) 05 .// 601@* +-
L(G)

$ ]5
z
3.* 3.* . @)1+7.2+0- 05 23) 5014 '

S →∗ uAy →∗ uvAxy →∗ uvwxy63)1)
u, v, w, x, y ∈ Σ∗ ; 23)- ./*0 z′ = uwy

8.- ?) @)1+7)@ >*+-, 23) 1>/)* 05 23) ,1.4:
4 .1^ $ ]- 23.2 8.*) ; 23) <.1*) 21)) 05 z′

+* *4 .//)1 23.- 23.2 05
z
80-21.@+82+-, 0>1 ).1/+)1

.**>4<2+0- $ _06 6) *)) 23.2 +- 23) 4 +-+4 ./ <.1*) 21)) 05
z
+2 +* -02 <0**+?/) 20 3.7) 260

088>11)-8)* 05 . -0-2)14 +-./
A
+- . *+-,/) ?1.-83 *0 6) 3.7) 20 +2)1.2) 07)1 23) *)2

T0-/= .* 4 .-= 2+4 )* .* 23)1) .1) -0-2)14 +-./* +- 23) ,1.44.1 $
`0-*+@)1 23) ,1.44.1

G
'

S → BAB | ABA

A→ aAS | bBa

B → bBS | cA3) 804<>2.2+0- 05
T
<10 8))@* .* 50//06 * '

T0 = {a, b, c}

T1 = {a, b, c, B}
R
B → cS

T2 = {a, b, c, A, B}
R
A→ bBaS

T3 = {a, b, c, A, B, C, S}
R
S → BAB, S → ABASa+-8)

|V − Σ| = 3 ; 23) ./,01+234 2)14 +-.2)* .-@
T = T3
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*4 .//)*2 <.1*):21)) 05 .
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� $ %��&��� ' ()*+,- . <>*3@06- .>204 .20- 8011)*<0-@+-, 20 23) ,1.44.1
G = (V, Σ, P, S) ;63)1)

V = {S, (, ), ∗,∪, ∅, a, b}
Σ = {(, ), ∗,∪, ∅, a, b}
P = {S → (SS), S → S∗, S → (S ∪ S),

S → ∅, S → a, S → b}

�������� ' �01 .-= 80-2)92:51)) ,1.44.1
G = (V, Σ, R, S) ; 23) 8011)*<0-@+-, -0-@)2)1:4 +-+*2+8 <>*3@06- .>204 .20-

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F )
8.- ?) 5014 )@ .* 50//06 * '

Q = {q0, q1, qacc}

Γ = V ∪ {⊥}

F = {qacc}

δ = {
(

(q0, ε, ε), (q1, S⊥)
)

,
(

(q1,⊥, ε), (qacc, ε)
)

}
RxS

∪ {
(

(q1, ε, A), (q1, α)
)

| (A→ α ∈ P}
R�S

∪ {
(

(q1, σ, σ), (q1, e)
)

| σ ∈ Σ}
R�S

� )1) *=4?0/
⊥
@)-02)* 23) ?02204 05 23) *2.8T $

�01 23) ,1.44.1 ,+7)- +- 23+* )9)18+*) ; 23) 80-*21>82+0- <10@>8)* 23) 50//06 +-, .>204 .:20- '
Q ={q0, q1, qacc}

Σ ={
�
,
�
, ∗,∪, ∅, a, b}

Γ ={S,
�
,
�
, ∗,∪, ∅, a, b,⊥}

F ={qacc}

δ =
{(

(q0, e, e), (q1, S⊥)
)

,
(

(q1,⊥, e), (qacc, e)
)

,
(

(q1, e, S), (q1,
�
SS
�
)
)

,
(

(q1, e, S), (q1, S
∗)

)

,
(

(q1, e, S), (q1,
�
S ∪ S

�
)
)

,
(

(q1, e, S), (q1, ∅)
)

,
(

(q1, e, S), (q1, a)
)

,
(

(q1, e, S), (q1, b)
)

,
(

(q1,
�
,
�
), (q1, e)

)

,
(

(q1,
�
,
�
), (q1, e)

)

,
(

(q1,
∗, ∗), (q1, e)

)

,
(

(q1,∪,∪), (q1, e)
)

,
(

(q1, ∅, ∅), (q1, e)
)

,
(

(q1, a, a), (q1, e)
)

,
(

(q1, b, b), (q1, e)
)}

A3) .>204.20- +* 05 23) 5014 '

q0
q1

qacc

ε, ε/S⊥ ε,⊥/ε

ε,A/α

σ, σ/ε

�)2 >* /00T .2 306 23) .>204 .20- 3.-@/)* +-<>2
(a ∪ b∗)

'
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a2.2) ]-<>2 a2.8T
q0 (a ∪ b∗) ε
q1 (a ∪ b∗) S⊥

RxS
q1 (a ∪ b∗) (S ∪ S)⊥

R�S RS → (S ∪ S)S
q1 a ∪ b∗) S ∪ S)⊥

R�S
q1 a ∪ b∗) a ∪ S)⊥

R�S RS → aS
q1 ∪b∗) ∪S)⊥

R�S
q1 b∗) S∗)⊥

R�S RS → S∗S
q1 b∗) b∗)⊥

R�S RS → bS
q1

∗) ∗)⊥
R�S

q1 ) )⊥
R�S

q1 ε ⊥
R�S

qacc ε ε
RxS

_02) ' /.-,>.,)
L(G)

@)�-)* .// *=-2.82+8.//= 6)//:5014 )@ 1),>/.1 )9<1)**+0-* 5014)@ 07)1
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Σ = {a, b}
$

� $ %��&��� ' �014 23) ,1.44.1 8011)*<0-@+-, 20 23) <>*3@06- .>204 .20-
M ; 63)1)

M = (Q, Σ, Γ, δ, s, F )
'

Q ={s, q, f}

Σ ={a, b}

Γ ={a, b, c}

F ={f}

δ =
{(

(s, e, e), (q, c)
)

,
(

(q, a, c), (q, ac)
)

,
(

(q, a, a), (q, aa)
)

(

(q, a, b), (q, e)
)

,
(

(q, b, c), (q, bc)
)

,
(

(q, b, b), (q, bb)
)

(

(q, b, a), (q, e)
)

,
(

(q, e, c), (f, e)
)}

�������� ' \* . *2.2) @+.,1.4
M
/00T /+T) 23+* ''

s q
f

ε, ε/c ε, c/ε

a, c/ac
a, a/aa
a, b/ε

b, c/bc
b, b/bb
b, a/ε

()2)14 +-+-, 23) 80-2)92:51)) ,1.44.1 8011)*<0-@+-, 20 . ,+7)- <>*3@06- .>204 .20- +*
. 1.23)1 2)@+0>* 2.*T $ A3) ./,01+234 23.2 6) >*) 3)1) 601T* 0-/= 6 +23 ���� �� <>*3@06-
.>204.2. 23.2 *.2+*5= 23) 50 //06 +-, 260 1)�>+1)4 )-2* '
•
]5 (

(q, u, β), (p, γ)
) +* . 21.-*+2+0- +- 23) <>*3@06- .>204.20- ; 23)- |β| ≤ 1

$
•
]5 (

(q, u, e), (p, γ)
)

∈ ∆ ; 23)- (

(q, u, A), (p, γA)
)

∈ ∆
501 .//

A ∈ Γ
$

A3) 1)�>+1)4 )-2* @0 -02 ; 306)7)1 ; 1)@>8) 23) )9<1)**+7) <06)1 05 <>*3@06- .>204 .2. ;*+-8) )7)1= <>*3@06- .>204.20- 8.- ?) 80-7)12)@ +-20 .- )�>+7./)-2 *+4</) <>*3@06-
.>204.20- R*)) 23) ?00T 501 @)2.+/*S $A3) ,0./ +* 20 80-*21>82 . ,1.44.1 6 +23 -0-2)14 +-./*

〈q, A, p〉 ; 63)1) q, p ∈ K
.-@

A ∈ Γ∪ {e}
$ ]-2>+2+7)/=; 23) -0-2)14 +-./ 〈q, A, p〉

6+// ,)-)1.2) .// +-<>2 *21+-,* 0- 63+83
23) .>204 .20- 8.- 407) 5104 23) *2.2)

q
20 23) *2.2)

p
63+/) 1)407+-, 23) *=4?0/

A5104 23) *2.8T $
A3)1) .1) 50>1 T+-@* 05 ,1.44.1 1>/)* '

�



x$ �01 .//
f ∈ F

23)1) +* . 1>/)
S → 〈s, e, f〉

$
� $ �01 .// 21.-*+2+0-* (

(q, u, A), (r, B1 . . . Bn)
)

∈ ∆ ; 63)1) q, r ∈ K, u ∈ Σ∗, n >
0, B1, . . . Bn ∈ Γ

.-@
A ∈ Γ ∪ {e} ; 23)1) +* . 1>/)

〈q, A, p〉 → u〈r, B1, q1〉〈q1, B2, q2〉 . . . 〈qn−1, Bn, p〉

501 .//
p, q1, . . . , qn−1 ∈ K

$
� $ �01 .// 21.-*+2+0-* (

(q, u, A), (r, e)
)

∈ ∆ ; 63)1) q, r ∈ K, u ∈ Σ∗
.-@

A ∈ Γ ∪ {e} ;23)1) +* . 1>/)
〈q, A, p〉 → u〈r, e, p〉

# $ �01 .//
q ∈ K

23)1) +* . 1>/)
〈q, e, q〉 → e

$
A3) � 1*2 1>/) )-80@)* 23) ,0./ 20 1).83 *04 ) �-./ *2.2) 5104 23) +-+2+./ *2.2) *>83 23.2 23)
*2.8T +* �-.//= )4<2=$ A3) 1>/)* 05 23) /.*2 5014 2)// 23.2 -0 804<>2.2+0- +* -))@)@ +5 23)
.>204.20- @0)* -02 83.-,) +2* *2.2) $ �>/)* 05 2=<) � 1)<1)*)-2 . *)�>)-8) 05 21.-*+2+0-*
23.2 407) 23) .>204.20- 5104 23) *2.2)

q
20 23) *2.2)

p
63+/) 1)407+-, 23) *=4?0/

A5104 23) *2.8T $ A3) 1+,32 *+@) 05 23) 1> /) 80-*21>82* 23) 21.-*+2+0- *)�>)-8) 0-) 21.-*+2+0-
.2 . 2+4 ) $ �>/)* 05 2=<) � .1) .-./0,0>* 20 1> /)* 05 2=< ) � $
� 1.44.1

G = (V, Σ, P, S), V = Σ ∪ {S} ∪ {〈q, A, p〉 | q, p ∈ K, A ∈ Γ ∪ {e}}

P ={S → 〈s, e, f〉, (1.)

〈s, e, s〉 → e, 〈q, e, q〉 → e, 〈f, e, f〉 → e, (4.)

〈s, e, s〉 → e〈q, c, s〉, (2./tr.1)

〈s, e, q〉 → e〈q, c, q〉, (2./tr.1)

〈s, e, f〉 → e〈q, c, f〉, (2./tr.1)

〈q, c, s〉 → a〈q, a, s′〉〈s′, c, s〉 (2./tr.2)

〈q, c, q〉 → a〈q, a, q′〉〈q′, c, q〉 (2./tr.2)

〈q, c, f〉 → a〈q, a, f ′〉〈f ′, c, f〉 (2./tr.2)

〈q, a, s〉 → a〈q, a, s′〉〈s′, a, s〉 (2./tr.3)

〈q, a, q〉 → a〈q, a, q′〉〈q′, a, q〉 (2./tr.3)

〈q, a, f〉 → a〈q, a, f ′〉〈f ′, a, f〉 (2./tr.3)

〈q, b, s〉 → a〈q, e, s〉 (3./tr.4)

〈q, b, q〉 → a〈q, e, q〉 (3./tr.4)

〈q, b, f〉 → a〈q, e, f〉 (3./tr.4)

〈q, c, s〉 → b〈q, b, s′〉〈s′, c, s〉 (2./tr.5)

〈q, c, q〉 → b〈q, b, q′〉〈q′, c, q〉 (2./tr.5)

〈q, c, f〉 → b〈q, b, f ′〉〈f ′, c, f〉 (2./tr.5)

〈q, b, s〉 → b〈q, b, s′〉〈s′, b, s〉 (2./tr.6)

〈q, b, s〉 → b〈q, b, q′〉〈q′, b, q〉 (2./tr.6)

〈q, b, s〉 → b〈q, b, f ′〉〈f ′, b, f〉 (2./tr.6)

〈q, a, s〉 → b〈q, e, s〉 (3./tr.7)

〈q, a, q〉 → b〈q, e, q〉 (3./tr.7)

〈q, a, f〉 → b〈q, e, f〉 (3./tr.7)

〈q, c, s〉 → e〈f, e, s〉 (3./tr.8)

〈q, c, q〉 → e〈f, e, q〉 (3./tr.8)

〈q, c, f〉 → e〈f, e, f〉 (3./tr.8)

#



� .-= 05 23)*) 1>/)* .1) 1)@>-@.-2 $ A3) 1>/)* 23.2 -))@ 20 ?) +-8/>@)@ +- 23) ,1.44.1
8.- ?) 50>-@ ?= *2.12+-, 5104 23) 1>/)

S → 〈s, e, f〉
.-@ 83)8T+-, 63+83 1>/)* 8.- )7)1 ?)

>*)@ +- . @)1+7.2+0- $ A3+* 1)*>/2* +- 23) 50 //06 +-, *)2 05 1>/)* '

P = {S → 〈s, e, f〉

〈s, e, f〉 → e〈q, c, f〉

〈q, c, f〉 → a〈q, a, q〉〈q, c, f〉

〈q, c, f〉 → b〈q, b, q〉〈q, c, f〉

〈q, c, f〉 → e〈f, e, f〉

〈q, a, q〉 → a〈q, a, q〉〈q, a, q〉

〈q, a, q〉 → b〈q, e, q〉

〈q, b, q〉 → b〈q, b, q〉〈q, b, q〉

〈q, b, q〉 → a〈q, e, q〉

〈q, e, q〉 → e

〈f, e, f〉 → e}

A3) ,1.44.1 8.- *2+// ? ) *+4</+�)@ $ �)2
〈q, c, f〉 = S, 〈q, b, q〉 = B, 〈q, a, q〉 = A

$ A3+*
,+7)* 23) 1)*>/2

P = {S → aAS | bBS | ε

A→ aAA | b,

B → bBB | a}

 ������" � ���� ��� ���� �� Y��� ��� �������������
�)2 �* 83.-,) 23) ,1.44.1 05 23) /.*2 )9)18+*) +-20 `304 *T= -014 ./ 5014 ; .-@ 83)8T 6 +23`�� :./,01+234 63)23)1 601@*

abb
.-@

abba
?)/0-, 20 /.-,>.,)

L(G)
$

\ ,1.44.1 +* +- `304 *T= -014 ./ 5014 ; +5 23) 50 //06 +-, 80-@+2+0-* .1) 4 )2 '
x $ 	-/= 23) +-+2+./ *=4?0/

S
8.- ,)-)1.2) .- )4<2= *21+-, $

� $ A3) +- +2+./ *=4?0/
S
@0)* -02 0 88>1 +- 23) 1+,32 3.-@ *+@) 05 .-= 1>/) $

� $ \ // 1>/)* .1) 05 5014
A→ BC

01
A→ a

R63)1)
A ; B 
 . C

.1) -0-2)14 +-./* .-@
a
.

2)14 +-./ *=4?0/S ; )98)<2 501 1>/) S → ε
R+5 *>83 . 1>/) )9+*2*S $A3) ,1.44.1 +* <>2 +-20 23) -014 ./ 5014 +- <3.*)* $

x $ ������� ���&�� �� ����	�� Y��� ����� ���� �Y ��� ����� $
�)8.>*) 23)1) .1) 1>/)*

S → aAS
.-@

S → bBS
+- 23) ,1.44.1 ; /)2 �* .@@ . -)6*2.12+-, *=4?0/

S′
.-@ . 1> /)

S′ → S
$ A3) 1)*>/2+-, *)2 05 1>/)* +*

S′ → S,

S → aAS | bBS | ε

A→ aAA | b,

B → bBB | a
� $

ε
������������ ��� ����	�� $
�)8.>*) +- 23) `304 *T= -014 ./ 5014 0-/= 23) +-+2+./ *=4?0/

S′
4.= ,)-)1.2)

ε ;023)1
ε
1>/)* 4>*2 ?) 1)407)@ 5104 23) ,1.44.1 $ �) *2.12 ?= 804<>2+-, 23) *)2 05

)1.*.?/) -0-2)14 +-./* '
NULL

'
NULL0 ={S}

R
S → εS

NULL1 ={S, S′}
R
S′ → S S

NULL2 ={S, S′} = NULL

�



_)92 ; 23) 1>/)* A→ X1 · · ·Xn

.1) 1)</.8)@ ?= . *)2 05 1>/)*

A→ α1 · · ·α2,
63)1)

αi =

{

Xi, Xi /∈ NULL

Xi

01
ε, Xi ∈ NULL

� +-.//=; 6) 1)407) .// 1>/)* 05 5014 A → ε
R)98)<2 501 1> /)

S′ → εS $ \ * 23) 1)*>/26) ,)2 1> /) *)2� '

S′ → S | ε

S → aAS | aA | bBS | bB

A→ aAA | b,

B → bBB | a
� $ ���� ����������� ��� ����	�� $
_)92 6) 1)407) 5104 23) ,1.44.1 .// 1>/)* 05 5014

A → B
63)1) ?023

A
.-@

B.1) -0-2)14 +-./* $
� +1*2 ; 6) 804<>2) *)2* F (A)

501 .//
A ∈ V − Σ

'
F (A) = F (B) = F (S) = ∅

F (S′) = {S}
_0-2)14 +-./

B
?)/0-,* 20 *)2

F (A)
)9.82/= 63)- 6) 8.- @)1+7)

B
5104

A
>*+-, 0-/=

>-+2 <10@>82+0-* '
�>/)

A → B
+* 1)< /.8)@ ?=

{A → w | ∃C ∈ F (B) ∪ {B} : C → w ∈ P}
$ \ * 23)

1)*>/2 6) ,)2 . *)2 05 1>/)*

S′ → aAS | aA | bBS | bB | ε

S → aAS | aA | bBS | bB

A→ aAA | b,

B → bBB | a
# $ ��� ���� ����������� ��� ����	�� $
]- 23) /.*2 <3.*) 6) .@@ +-20 23) ,1.44.1 . -)6 -0-2)14 +-./

Cσ

.-@ . 1>/)
Cσ → σ501 .//

σ ∈ Σ
.-@ @+7+@) .// 1>/)*

A→ w
R
|w| > 2S +-20 . 83.+- 05 1>/)* ; .// 05 63+8380-*+*2 05 )9.82/= 260 *=4?0/* $

A3) `304 *T= -014 ./ 5014 501 23) ,+7)- ,1.44.1 +* 23) 50//06 +-, *)2 05 1>/)* '
S′ → CaS′

1 | CaA | CbS
′

2 | CbB | ε

S′

1 → AS

S′

2 → BS

S → CaS1 | CaA | CbS2 | CbB

S1 → AS

S2 → BS

A→ CaA1 | b

A1 → AA

B → CaB1 | a

B1 → BB

Ca → a

Cb → b
��d � i itgsj � pdn ni mkdov� g�� g pin lpljlgv m�e�dv

S′′
gp� ho vim

S′′ → ε|S′
� �oj lp jklm sgmi ni sgp omi

S′
gm jki mjghjlpq m�e�dv n ljkdoj fhd� vie m w

�



� *+-, `�� :./,01+234 6) 8.- 83)8T 63)23)1 601@
x = x1 · · ·xn

?)/0-,* 20 23) /.-,>.,)
@)�-)@ ?= ,1.44.1

G
$ (>1+-, 23) <10,1)** 05 ./,01+234 6) 804<>2) -0-2)14 +-./ *)2*

Ni,j

$ a)2
Ni,j

+-8/>@)* .// 230*) -0-2)14 +-./* ; 63+83 8.- ?) >*)@ 20 @)1+7) *>?*21+-,
xi · · ·xj
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