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T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kombinatorisia rakenteita

Combinatorial:
10 of, re'a“”?’ to, or involving combinations . Lista: kokoelma alkioita tietyssa jarjestyksessa, esim.
2: of or relating to the arrangement of, operation on, _
. . . X - [01 11 3) 0]
and selection of discrete mathematical elements
belonging to finite sets or making up geometric
configurations

Algorithm:

Joukko: kokoelma eri alkioita, joita ei ole jarjestetty, esim.
X = {1,3,4}. |X]| on X:n alkioiden Ikm. Karteesinen
tulo X xY ={[x,y]Ixe XAy eY}].

a procedure for solving a mathematical problem (as Osajoukko: Joukko X on joukon Y osajoukko, jos kaikille x € X

of finding the greatest common divisor) in a finite my6s x € Y. Jos [X| = k, X on Y:n k-osajoukko.
number of steps that frequently involves repetition Graafi: G = ('V,E), missa 'V on solmujen ja F kaarien
of an operation; broadly : a step-by-step procedure joukko. Kukin kaari on kahden solmun joukko.
for solving a problem or accomplishing some end
especially by a computer
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Esimerkki: Latinalainen nelio

Joukkojdrjestelma: (X, B), missa X on perusjoukko ja B joukko
X:n osajoukkoja. (esim. X:n ositus)

Latinalainen nelié: n X n-taulukko, jonka

joka rivissa ja sarakkeessa é ? i ;l
esiintyy kukin luvuista A= 5 4 1 o
Y = {1,...,n} tasan kerran,

. 4 3 2 1
esim.

joukkojarjestelmana: X =Y x {1, 2,3},
B= {1, 1), (72,2), (Ay3,,3)} 11,2 € Y

Transversaalisommitelma TDx(k,n): (X, B), missa
Xl =kn; X =X1U...UXk; | Xl =n;
|[BN X;| =1 kaikilaBe Bjal <i<3;
kaikilla x € X, ¥y € Xj, i # j on A lohkoa B € B,
joille {x,y} c B.
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Hakuongelman variantteja

Selkdareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
wi,... Wy ja hyddyt p1,..., pn. Reppuun voidaan
pakata osajoukko S < {1,...,n}, jos Dcsw; < M,
missa M on repun kapasiteetti. Talldin saavutetaan
hyoty P(S) = ZiES Pi-

1. Voidaanko reppuun pakata jokin esinevalikoima S, jolle
P(S)=rp?
(NP-taydellinen paatésongelma!)

2. Konstruoi reppuun mahtuva esinevalikoima, jolle
P(S)="P.

3. Mika on suurin mahdollinen P (S):n arvo?

4. Milla esinevalikoimalla saavutetaan suurin mahdollinen
P (S):n arvo?
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Ongelmatyyppeja

» luettele tietynlaiset kombinatoriset rakenteet
» luettele mahdolliset pokerikddet
» laske, montako tietynlaista rakennetta on

» laske m bitin binddrisanat, joissa ei ole kahta perdkkdista
ykkosta

» etsi tietynlainen kombinatorinen rakenne

» vdrita graafin solmut 3 varilla siten, ettda naapurit vdritetaan eri
vareilla
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Ratkaisustrategioita

Ahne algoritmi: rakennetaan ratkaisu valitsemalla joka askeleella
“lyhytnakoisesti paras” vaihtoehto. Esim.
selkdareppuongelmassa laitetaan reppuun tavaroita
paino-hyoty-suhteen mukaisessa jdrjestyksessa
kunnes reppu tayttyy.

Dynaaminen ohjelmointi: Kun optimiratkaisun osat ovat
vastaavien osaongelmien optimaalisia ratkaisuja,
ratkaistaan ensin osaongelmat ja yhdistelldadn niiden
ratkaisut koko ongelman ratkaisuksi.

Hajoita ja hallitse: Jaetaan ongelma osaongelmiksi, ratkaistaan ne
ja yhdistetdan ratkaisut.

Peraytyva haku: Kaydaan lapi koko kaikkien mahdollisten
ratkaisujen vaihtoehtopuu.

Paikallinen haku: Koetetaan jotakin ratkaisua pienin askelin
parantamalla loytda lopulta hyva ratkaisu.
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Tietorakenteita osajoukoille

Perusjoukon koko? Tarvittavat operaatiot? Alkion lisdys/poisto,
jasenyyden testaus, unioni, leikkaus, alkioiden Ikm, alkioiden
luetteleminen?

» (jarjestetty) linkitetty lista alkioita

» kun perusjoukko on suuri ja osajoukko pieni
» bindaripuut

» kun perusjoukko on suuri ja osajoukko pienehko
» bittikarttaesitys

» kun perusjoukko on pieni

esim. S ={1,3,11,16} C {0,...,16} voidaan esittdaa
bittijonona 01010000000100001, joka voidaan pilkkoa esim.
8 bitin sanoiksi taulukkoon:

A[0] =010100002, A[1] = 000100005,

A[2] =10000000;
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rank- ja unrank-funktiot
Jdrjestetddn lottorivit. Monesko lottorivi 3, 8, 12, 14, 15, 32, 38
on? Mikd lottorivi on rivi numero 39374837

Olkoon S joukko joitakin kombinatorisia rakenteita. Numeroidaan
ne0...|S|—1:
rank: §~ {0,...,|S| -1}

unrank: {0,...,|S| -1}~ S

rank (s) = i & unrank (i) = s

» satunnainen s = unrank (random (0...|S| - 1))
» kokonaisluku on kompakti esitystapa

successor (s) =t < rank (t) = rank (s) +1

successor (s) = unrank (rank (s) + 1),
kun rank (s) < |S| -1
Rakenteet voidaan kayda lapi successor-funktiolla
unrank (0):sta lahtien.

Harri Haanpaa Uy

Tietorakenteita graafeille ja joukkojarjestelmille

1. Kaarien joukko

2. Insidenssimatriisi: matriisi, jonka rivit vastaavat solmuja ja
sarakkeet kaaria; alkio on 1, jos vastaava solmu on vastaavan
kaaren paatepiste

3. Naapuruusmatriisi: matriisi, jonka rivit ja sarakkeet vastaavat
solmuja; alkio on 1, jos vastaavien solmujen valilla on kaari

4. Naapuriluettelo: Annetaan kunkin solmun naapurien joukko

1. ja 2. soveltuvat myos joukkojarjestelmille.
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Listan leksikografinen jarjestys

Madritellaan jarjestys listoille [ = [s1,50,...,5,] ja

' = [s1,85,...,5,/]: Jos toinen lista on toisen alku, lyhempi edeltaa
pidempdd. Muutoin etsitaan pienin i, jolla s; # s;. Jos s; < s;, niin
I <l’, ja kdantaen.

Esim. Tarkastellaan kolmen kirjaimen muodostamia listoja, merk.
[’A!,!B!,!Cl] :’ABCl.

Olkoon S = {’A’,’B’,’C’,...,’O’}. Méadritelldin jarjestys tavalliseen
tapaan: A < B, jne.

ranks("A’) = 0, ranks(’N’) = 13; unrankg (7) ="H’.

Nyt jarjestys on "AAA’<’AAB’ < ... <’O0A’<’000’, ja tdssd
erikoistapauksessa saadaan

rank([s152531) =1S1° rank(sy) + |S| rank(s2) + rank(s3). (vrt.
lukujarjestelma)

Harri Haanpaa [2



T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006 T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006

Osajoukkojen leksikografinen jarjestys Osajoukon leksikografinen rank-funktio
Tutkitaan joukon S = {1,...,n}
T X (T)  rank(T) osajoukkoja, . Olkoon V = {1,...,8}.
Z  10,0,0] 0 Kun T < §, olkoon T:n Esim. rank ({1,3,4, 6}):
(3 [0’0’1] 1 karakteristinen vektori ; i'e T Zn’_i’ ’ - '
(2} [0’1’0] > X (T) = [xn-1,...,X0], missd
) O’ 1’ 1 : xi=1,josn—ieT,jaxi=0, SubsetLexRank(n, T) 1 true 128 128
(1.3} [1’0’ 1 c bittikarttaesitys!) fori —1ton i true ?é :(732
{1’ 2 [1’ 1’0] 6 Jarjestetddn osajoukot ifieT i ftrlue A 6
a 5 3 [1’ ! 1 7 karakterististen vektorien rer+2 g alse . };0
e o mukaisesti leksikografiseen return v ftrlue
jarjestykseen. 7 Ttalse 2 180
o 8 false 1 180
rank (T) = Z xiZi
i=0
Osajoukon leksikografinen unrank -funktio Minimimuutosjarjestys
Olkoon V = {1,...,8}.
Esim. unrank (180):
i ¥ mod 2 T Toisinaan toivottavaa: kaksi perdakkaistd rakennetta eroavat
;ubs;LexUnrank(n,r) 8 180 0 %) mahdollisimman vdahan. Osajoukoille etdisyys voi olla
for i — 1 downto 1 790 0 @ dist (T1, T2) = |T1AT>|, missa
ifr mod 2 = 1 6 4 1 (6} TIAT: = (T \ T2) U (T2 \ Th).
T —Tu{i} 5 22 0 {6} Esim. joukkojen subsetlexunrank (n,3) = {2,3} ja
, 4 11 1 {4,6} bsetl K 4) = (1 3 Kk _3
¥ - bJ 3 s : 3.4.6) subsetlexunrank (n,4) = {1}, etdisyys on 3, kun n = 3.
return T 2 2 0 {3,4,6} Osajoukoilla on olemassa jarjestys, jossa perdkkaisten joukkojen
1 1 1 {1,3,4,6} dist on aina 1. Sellaisen jarjestyksen karakteristiset vektorit
muodostavat Gray-koodin.
Jos perusjoukko ei ole {1,...,n} (esim. {0,...,n — 1}), voi
kannattaa kuvata perusjoukko {1,...,n}:lle.
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Gray-koodit

Gray-koodi on 2" n-bittisen binadrisanan lista, jossa perdkkdisten
sanojen Hamming-etdisyys on 1.

Eras mukava Gray-koodiperhe:

G1 =1[0,1], Gi+1 saadaan G;:sta ottamalla siita kaksi kopiota,
lisdamalla ensimmaisen kopion koodisanojen alkuun 0O ja toisen 1,
kadantamalld jalkimmaisen kopion jarjestys ja liittamalla kopiot

yhteen:
0100
0101
070 011
ol1 Gy = 0110
1R
1
0 1|01
1|00
k alkion osajoukkojen leksikografinen jarjestys
T T rank (T')
{1,2,3} | [1,2,3] 0
S =1{1,...,n}. Generoidaan kaikki (2) ﬁ;g H’g’g ;
osajoukkoa, joissa on k alkiota. {1’ 3’4} [1’ 3’4] 3
Esitetdadn T < S listana: T = [t1,...tk], {1,3,5} | [1,3,5] 4
t; < tiy1, ja jarjestetddn osajoukot ndiden {1,4,5} | [1,4,5] 5
listojen leksikografiseen jarjestykseen. {2,3,4} | [2,3,4] 6
{2,3,5} | [2,3,5] 7
{2,4,5} | [2,4,5] 8
{3,4,5} | [3,4,5] 9
Seuraaja: kasvatetaan suurinta alkiota, jota voi kasvattaa, ja
asetetaan sitd suuremmat alkiot minimiarvoihinsa.
rank (T) = X, z;i;tliilﬂ (’Z:{), missa to = 0.
Harri Haanpaa 19
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GrayCodeSuccessor(n, T)
if |T| is even
return TA {n}
else if max (T) > 1
return TA {max (T) — 1}
else
return undefined

Olkoon koodisanan rank-luvun binaariesitys by,_1 ... bg ja
vastaavan koodisanan a,_1...4o.

aj = (b] + bj+l) mod 2Ja bJ = Z?:_jl a; mod 2.

Harri Haanpaa 18

k alkion osajoukkojen co-lex-jarjestys

S ={1,...,n}. Generoidaan

T T rank (T) kaikki (’,}) osajoukkoa, joissa on
(1,237 [B21]| 0o  kalkota |
(1,2,4} | [4,2,1] 1 Esitetddn T c S listana:
1,34} | 4311 2 T=lobd
(2,3,4} | [4,3,2] 3 t; > ti+1, ja jarjestetaadn
(1,2,5} | [5,2,1] 4 osajoukot ndiden listojen
{1’3’ 51 [5’3’ 1] 5 leksikografiseen jarjestykseen.
{2’3’5} [5’3’2] 6 Seuraaja: kasvatetaan pienintd
{1’4’5} [5’4’1] 7 alkiota, jota voi kasvattaa;
{2’4’5} [5’4’2] 8 minimoidaan sitd pienemmat
(3,45} | [54,3]| 9  alkot

rank (T) = Zle (kiﬁl)
rank on riippumaton n:sta!
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Lex- ja co-lex-jarjestysten yhteys

Kuvataan T < {1,...n} joukoksi T' = {n+1—-t|t € T}. T:n
lex-jarjestys on T':n kadnteinen colex-jarjestys, ja kddntden!

T T ranky (T) | rankc (T")
{1,2,3} | {5,4,3} 0 9
{1,2,4} | {5,4,2} 1 8
{1,2,5} | {5,4,1} 2 7
{1,3,4} | {5,3,2} 3 6
{1,3,5} | {5,3,1} 4 5
{1,4,5} | {5,2,1} 5 4
{2,3,4} | {4,3,2} 6 3
{2,3,5} | {4,3,1} 7 2
{2,4,5} | {4,2,1} 8 1
{3,4,5} | {3,2,1} 9 0

Taman muunnoksen kautta on tehokkaampaa laskea
lex-jarjestyksen rank ja unrank.

Harri Haanpaa 21

Esimerkki k-osajoukon unrank:sta

Jdrjestetdcdin lottorivit leksikografiseen jdrjestykseen. Mikd lottorivi
on rivi numero 39374837

3937482 = rank, (T) = (¥) - 1 - rankc (1)
T" = unrankc ((¥) - 1 - 3937482)

i r ti s.t. (t‘;l) <r< (tl’) v — (tii_l)
7 | 11443454 38 1147982
6 | 1147982 33 40414
5 40414 24 6765
4 6765 22 780
3 780 18 100
2 100 15 9
1 9 10 0
T = {38,33,24,22,18,15,10},
T=1{2,7,16,18,22,25,30}
Harri Haanpaa 23
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Esimerkki k-osajoukon rank:sta
Jdrjestetdcdin lottorivit leksikografiseen jdrjestykseen. Monesko
lottorivi 3, 8, 12, 14, 15, 32, 38 on?
T =1{3,8,12,14,15,32,38} < {1,...39}.
T = {37,32,28,26,25,8,2}.

N 37-1 32-1 28 -1
ranke (T') = ( . )+( 6 )+( s )
26 -1 N 25 -1 N 8§-1 N 2-1
4 3 2 1
= 9179387
rank; (T) = <379> — 1 —rank¢ (T')
= 6201549
Permutaatiot
Permutaatio on tapa jdrjestaad alkiot {1,...,n} eli bijektio joukolta
{1,...,n} itselleen.
m:{l,...,n}~ {1,...,n}
Esi X \1 2 3 4 5 6
M "m0 3 5 1 4 6 2
Permutaatio voidaan esittaa listana: [T (1), (2),...,T(Nn)]
Esim. [3,5,1,4,6,2].

Permutaatio voidaan esittdaa syklinotaatiossa, jossa suluissa aina
edeltdva alkio kuvautuu seuraavalle ja viimeinen ensimmadiselle,
esim.

m=(1,3)(2,5,6)(4) =(1,3)(2,5,6)
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Permutaatioiden yhdistely

Permutaatiot ovat funktioita ja niita yhdistellaan kuin funktioita.
Yhdistely tapahtuu siksi oikealta vasemmalle.

(T 1T2) (X) = (111 0 TT2) (X) = 117 (T2 (X))

(1,2) (2,3)
(2,3)(1,2)

(1,2,3)
(1,3,2)

Harri Haanpaa 25

Aputulos

Jos listat d = [d1,...,dn], missd 0 < d; < n; jarjestetddn
leksikografiseen jarjestykseen, niin

rank (d) = > di [| n;

i=1  j=i+l
successor(d):
i=n
unra}nk(T)- _ while d; = n; — 1
for i = n downto 1: i—i-1
dihVTmOd ng di'_di—"_]-
r«—[an forj=i+1ton
dj=0
Harri Haanpaa “

Permutaatioiden parillisuus

Yksinkertaisin permutaatio on transpositio (i, j), missa i = j.
Permutaatiot voidaan jakaa kahteen luokkaan.

Parilliset permutaatiot voidaan ilmaista vain parillisen maaran
transpositioita tulona, esim.

(1,2,3) = (1,2) (2,3)

Parittomat permutaatiot voidaan ilmaista vain parittoman maaran
transpositioita tulona, esim.

(1,2,3,4) = (1,2) (2,3) (3,4)

Harri Haanpaa 26

Permutaatioiden leksikografinen rank

Jarjestetddn permutaatiot listaesitystensa leksikografiseen
jarjestykseen. Esim.

1,2,31,11,3,2],12,1,31,(2,3,11,[3,1,2],[3,2,1]

Valittaessa listan i:nnettd alkiota on n + 1 — i vaihtoehtoa.
Merkitaan d;:lla, montako valittua pienempaa vaihtoehtoa oli. Nyt
O<di<ni=n+1-i,ja

n-1
rank (1T) = Z d; (n—1)!
i=1
Esim. T =[2,4,1,3]=d =[1,2,0,0] ja

rank (r) =1-3!+2-21+0-11=10

Harri Haanpaa 2
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Permutaatioiden leksikografinen unrank ja seuraaja Permutaatioiden minimimuutosjarjestys:
Trotter-Johnson

Vastaavasti unrank (10) antaa ensin d = [1, 2,0, 0], ja siita
saadaan 1T = [2,4,1,3]. Permutaatioiden minimimuutos on vierekkdisten alkioiden

transpositio: [...,i,7,...] = [...,j,1,...].

Seuraaja: Pyritddn olemaan koskematta alkupdaan alkioihin; Trotter (1962): lisatidn alkioiden

etsitddn listan lopusta lyhin osalista, joka ei ole kddnteisessa lex.

. N ) . ; ) {1,...,n — 1} minimimuutosjarjestykseen 1 2 3
jarjestyksessd. Vaihdetaan osalistan ensimmainen alkio seuraavan T7-1 alkio 7 seuraavasti. Kobioidaan kukin 1 3 2
suuremman alkion kanssa, ja kddnnetddn osalistan loppu nl. . /astl. foploldaa 3 1 5
kasvavaan jarjestykseen. Esim T"~":n alkio n-kertaisesti, ja lisataan T3 _
' ) sopiviin vdleihin alkio 7 niin, ettd n:n 3 2 1
[3'6’M] - [3,6,4,7,5,2,1]1 - [3,6,4,1,2,5,7] paikat muodostavat siksak-kuvion. 2 31
T!' =[11, T = [[1,2],[2,1]] 2 I3
e Trotter-Johnson rank
1 2 4 3
1 4 2 3
4 1 2 3
Menetelma on tunnettu jo 4 % 4 § % TJ,Rank(7_'|r,n): Iki
1600-luvun Englannissa 1 3 4 2 o T ”Ilan alkiota n
kirkonkellojen soitossa nimella % :i’ % 3 ?;;;i)i?_r;l_rg:n_’" -
lain changes. J i :
P 9 % 4 % 4 % ¥ — nr + alkioiden Ikm n : n oik. puolella
[1,2,3] Ta_| 4 3 1 2 muuten:
'3 143, 2 1 Ikioiden Ikm n : lell
[1,3,2] 3 4 5 1 ¥ — nr + alkioiden Ikm n : n vas. puolella
— [3,1,2] 3 2 4 1 return v
[3,2,1] S5 13 Esim. TJRank([3,4,2,1],4):
[2,3,1] 2 3 4 1 r =TJRank([3,2,1],3)
[2,1,3] . 5043 1 r =TJRank([2,1],2) = 1
4 2 1 3 v pariton; * < 3-1+0=3
% 4 % A % v pariton; v —4-3+1=13
| 2 1 3 4 |
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Trotter-Johnson unrank Trotter-Johnson successor

TJUnrank(r,n):
T’ — TJUnrank ([%J ,N — 1)
¥ —r modn
jos 1’ parillinen:
T — 7', johon lisdtddn n s.e. sen oik. puolelle jaa r alkiota

TJSuccessor(mr,n):

" — 11 ilman alkiota n

jos 1’ on parillinen ja n:a voidaan siirtda vasempaan, tehdaan niin
muuten jos 11" on pariton ja n:a voidaan siirtaa oikealle, tehddan
niin

muuten: muuten lasketaan TJSuccessor(1t’,7n — 1) pitden n:a paikallaan
T — 11, johon lisdtdaan n s.e. sen vas. puolelle jaa r alkiota . )
return 1 Esim. TJSuccessor([4,3,1,2]):
. ) ' = [3,1,2] on parillinen, mutta 4:a ei voi siirtdd vasempaan;
ESImLI_]—SJl:]:;?]T(I((éI;fD' lasketaan [4] +TJSuccessor([3,1,2]):
TJUnra,nk(1,2) =1[2,1] ' = [1,2] on parillinen, mutta 3:a ei voi siirtdd vasempaan;
1 pariton: lisdataan alkio 3 s.e. sen vas. puolelle jaa lasketaan [3] +TJSuccessor([1,2]):
3 mod 3 = 0 alkiota: [3,2,1] 1’ = [1] on parillinen, ja 2:a voidaan siirtdd vasempaan: [2,1]
3 pariton: lisdtdan alkio 4 s.e. sen vas. puolelle jaa 13 mod 4 = 1 saadaan [4] + [3] +[2,1] = [4,3,2,1]

alkiota: [3,4,2,1]

Myrvold & Ruskey: unrank Myrvold & Ruskey: rank

Sen sijaan, ettd valittaisiin jokin jarjestys, jolle laskettaisiin sitten
rank- ja unrank-funktioita, Myrvold ja Ruskey valitsivat nopean ' S o o
unrank-funktion ja kehittivit sitd vastaavan rank-funktion. Rank:n laskemiseksi pitda ensin paatella ;:t ja sitten laskea

Perinteinen tapa luoda satunnainen permutaatio: n

for i = n downto 1 rank (1r) = Z (ri—-1)({-1)!
swap(tr (i), 1T (¥3)) i=1

missd v; = random (1,...,1). Syntyy permutaatio Koska 17:n edellisen sivun esitysmuodossa alkiota n permutoidaan

vain vasemmanpuoleisessa transpositiossa, 1T (n) = 7. Nain
1T:std voidaan helposti pdatelld 7. Sitten lasketaan (n,ry,) m,
jossa n kuvautuu itselleen ja oleellisesti jaa kasiteltavaksi joukon
{1,...,n — 1} permutaatio, ja iteroidaan.

m=mn,ry) Mm—-1,r,-1)...(2,72) (1,71)

(tassa merkitaan (i,i) = (i) yksinkertaisuuden vuoksi). Jokaisella
permutaatiolla on yksikasitteinen esitystapa tassa muodossa.

Unrank on yksinkertainen: paatellaan rank:sta #;:ien arvot ja
konstruoidaan permutaatio ylldaolevalla algoritmilla.
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Jarjestys ei ole kovin intuitiivinen:

0:2341 6:4123 12:3241 18:1423
1:4312 7:3124 13:3412 19:1324
2:2413 8:2431 14:4213 20:4231
3:2314 9:4132 15:3214 21:1432
4:3421 10:2143 16:4321 22:1243
5:3142 11:2134 17:1342 23:1234
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Ositusten generointi

GenRecPartition(m, B, N)

ifm=0

output ([a1,...,an])
else

fori =1 to min (B, m):

any1 < 1

GenRecPartition(m — i,i,N + 1)
GenRecPartition(m, m,0)
Parametri m on ositettava kokonaisluku, parametri B on suurin
kokonaisluku, joka voidaan laittaa seuraavaksi kiinnitettavaan
ai:hin rikkomatta suuruusjarjestystd, ja N on jo kiinnitettyjen
arvojen lkm.
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Kokonaislukujen ositus

P (m): monellako tavalla positiivinen kokonaisluku m voidaan
esittda positiivisten kokonaislukujen summana m = a; +... + an,
kun summattavien jarjestykselld ei ole merkitysta? (tai vastaavasti
ar = ...>ay)

P(5)=7:
5,4+1,3+2,3+1+1,2+2+1,
24+41+1+1,1+1+1+1+1

P(1)=1,P(2)=2,P(3)=3,P4)=5,P(5)=7,P(6) =11,
eTT«/Zm/3)

m

P(m)~®<

Harri Haanpaa 38
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Ferrers-Young-kaaviot

Osituksen Ferrers-Young-kaavio saadaan kirjoittamalla kutakin
a;i:td vastaava madara pisteita omalle rivilleen.

7=4+2+1=>D= o o

Kaantamalla rivit sarakkeiksi saadaan vastaava konjugaattikaavio
ja konjugaattiositus:

D* = =>7=3+2+1+1

P(m,n):
m.:n osituksia, joissa on n osaa, on yhtd monta kuin m:n
osituksia, joissa suurin osa on n.

Harri Haanpaa “
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Relaatio |

Selvasti P (m,m) = P (m,1) = 1, kun m > 1. Maaritellaan
P (m,0) =0, kunm > 0,ja P (0,0) =1.

Teoreema 3.2: Kunm =>n > 0,

Pimn)=Pm-1,n-1)+P(m—-n,n).

Tod. Merkitaan P (m, n):lla m:n n-ositusten joukkoa. Jaetaan
P (m,n) kahtia ja maaritelladn kuvaukset:

josan =1, % ([a,...,an]) =[ai,...,an-1];

josan >1,®([a,...,an]) =lar—1,...,an, — 1]

®, ja d, ovat bijektioita P (m,n):n osilta joukoille
Pm-1,n-1)jaP (m—-mn,n), joten joukkojen alkioiden
lukumaarat ovat identtiset.
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Rank-funktio P(m,n):lle

std. muoto  kaant. std. muoto
[7,1,1,1] [1,1,1,7]
Jarjestetdan ositukset [6,2,1,1] [1,1,2,6]
I [5,3,1,1] [1,1,3,5]
[ai,...,an] kddnteisen
: (4,4,1,1] [1,1,4,4]
standardimuodon [ay,...,a1]
) . i [5,2,2,1] [1,2,2,5]
mukaiseen leksikografiseen
jarjestykseen. Esim. 7(10,4): [4,3,2,1] [1,2,3,4]
' ' T [3,3,3,1] [1,3,3,3]
[4,2,2,2] [2,2,2,4]
[3,3,2,2] [2,2,3,3]
Ositukset, joissa a,, = 1, tulevat tassa jarjestyksessa ennen niita,
joissa a,, > 1. Saadaan
rank ([a1,...,an])
_ | rank([ai,...,an-1]) josan =1
~ | rank([a;-1,...,an—1]) + P(m—-1,n—-1) josa,>1
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Relaatioita Il

Teoreema 3.3: Kunm = n > 0,
n
P(m,n) = > P(m-n,i

i=0

Tod: Jaetaan P (m,n) osiin P (m,n);, joista kuhunkin kuuluvat
ositukset, joissa on tasan i osaa, jotka ovat suurempia kuin 1.

Kullekin 0 < i < n maaritellaan bijektio
¢ :P(mmn);—~P(m-n,i)
seuraavasti:

®; ([a1,...,an]) =[a1—-1,...a; — 1]
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Seuraajafunktio P(m,n):ssa

Partitio [a1,...,axn] on viimeinen, kun a; < a, + 1. Talléin m on
jaettu mahdollisimman tasan n:lla.

Valitussa jarjestyksessa koetetaan pitda viimeiset alkiot
mahdollisimman muuttumattomina.

Seuraajafunktio:

1. etsitddn listan ensimmadinen osalista, joka ei ole tasan jaettu,
ts. pienin i, jolle a; > a; + 1.

2. Kasvatetaan a;:td yhdelld ja asetetaan ao,...
minimiarvoonsa (= a;)

yAi-1

3. Tdsmatddn summa asettamalla a; = m - X[, a;.

Esim.:
[5,5,4,2,1]:lle i = 4. Asetetaan ags = a4 +1=3,a3 =3,a; =3 ja
a; =17-3-3-3-1=7;saadaan [7,3,3,3,1].
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Nimetyt puut

Graafi G = (V,E) on puu, kun se on yhtendinen ja syklitén.
Solmun v asteluku on niiden kaarien maara, joissa solmu esiintyy.
Olkoon V = {1,2,...,n}. Talléin on n"~2 eri puuta, joiden
solmujoukko on V.

Olkoon T, niiden puiden joukko, joiden solmujoukko on V.
Priiferin vastaavuus:

Priifer: T, — V"2

Prifer ' : V"2 . T,

Harri Haanpaa
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Priufer-esimerkKki

Solmujen asteluvut | L; | Kaari

1 2 3 4 [1,2,1,2,1,3,1,3] 8 | {7,8}

———» [1,2,1,2,1,3,0,2] 6 | {5,6}

[1,2,1,2,0,2,0,2] 8 | {3,8}

[1,2,0,2,0,2,0,1] 4 | {4,8}

— 4 [1,2,0,1,0,2,0,0] 6 | {4,6}

5 6 7 8 [1,2,0,0,0,1,0,0] 2 | {2,6}
[1,1,0,0,0,0,0,0]

Listaesityksestd saadaan helposti rank- ja unrank-funktiot
tulkitsemalla lista n-kantaisena lukuna.

Harri Haanpaa
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Prifer

Prifer(n, E):

fori=1ton - 2:
olkoon v korkeanumeroisin solmu, jonka asteluku=1
etsitddn kaari {v,v’'} € F ja asetetaan L; — v’
poistetaan graafista kaari {v, v’}

Kukin solmu v esiintyy listassa L deg (v) — 1 kertaa. Graafiin jaa
kaari {1,v}, missa v:n asteluku on 1 algoritmin ajamisen jadlkeen.

InvPrifer(n,L):
lasketaan listasta L solmujen asteluvut
lisataan listan jatkoksi ykkénen: L, < 1
fori=1ton-1:
olkoon v korkeanumeroisin solmu, jonka asteluku=1
lisataan graafiin kaari {v,L;}
vdhennetdan v:n ja L;:n astelukua yhdella

Harri Haanpaa
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Catalanin luvut

» monellako eri tavalla matriisitulolauseke voidaan

suluttaa niin, ettd aina kaksi tekijaa kerrotaan

kerrallaan: ((M; (M2M3)) (M4Ms)) Q; j@
» monellako eri tavalla konveksi n + 2-kulmio

voidaan kolmioida @@
» montako sellaista 2n bitin jonoa on, joissa on n

ykkosta ja n nollaa, ja joissa minkdan kohdan @@

1 (2n
C"_n+1(n>

Catalanin luvut esiintyvdt monessa yhteydessa:

vasemmalla puolella ei ole enemman ykkosia

kuin nollia: 000111, 001011, 001101, 010011,
010101 @@

Harri Haanpaa
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Catalanin luvuista Catalan-rank ja -unrank

Lasketaan, monellako tavalla vuoriston voi saattaa loppuun

Em. kaltaiset binaariluvut kustakin kohdasta, esim. tapaus Cs:
voidaan esittdd vuoristona, joka

5 1
ei laske O-tason alle. Esim. 4 5 1
a = 00101101 vastaa vuoristoa | 3 14 4 1
Peilataan ne vuoristot, jotka ? 42 28 14 ? 5 ’ 2 ] 1
laskevat O-tason alle, akselin oll 42 14 5 2 1 1
v = —1 yli alusta siihen asti,

T 2 3 4 5 6 7 8 9 10

jossa ne ensimmaisen kerran \/' H 0
laskevat O-tason alle. Saadaan  ~ "] """ " T ¥ roooomoooooooos rank: seurataan vuoristoa; kun se menee oikealle alas, lisdatdan

bijektio 0-tason alle laskevien ja LN ° rank:iin luku, joka olisi ollut oikealla ylhaalla.

(=2,0):sta (2n,0):aan kulkevien o unrank: jos rank > oikealla ylhailla oleva luku, mennéin oikealle

vuoristojen vdlille. alas ja vdhennetain oikealla ylhaalld ollut luku rank:sta; muuten
—(2ny _(2n) _ (1 __mn_)(2n)_ _L (2n menndan oikealle ylds

C”_<n) (n+2)_<1 n+1)(n)_n+1<n) y

Esim. rank (0010110101) = 22
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Peraytyva haku Esimerkki peraytyvasta hausta

Selkdareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
Wi, ... Wy ja hyddyt pi, ..., pn- Repun kapasiteetti on
M. Maksimoidaan P(x) = > pix; rajoitusehdoilla
xi € {0,1} ja > wix; < M.

Knapsack1(x):

» yleinen menetelmd kombinatorisen haku-, optimointi-,
generointi- tai enumerointiongelman ratkaisemiseen.

» rekursiivinen: toteutetaan tyypillisesti itsedaan kutsuvilla

aliohjelmilla, jotka rakentavat ratkaisun askel askeleelta KOI’IStI’.l:IO.Idaa.I’l . if Ien'(x) -
) . . Coe T rekursiivisesti lista if >, wix; < M:
» tdydellinen haku: koko ratkaisuavaruus kdydaan lapi [X0y...,Xn_1]. Tdssa CurP — 3, pixi
» karsinta sddstda tarkastelemasta epdoleellisia hakuavaruuden len(x) on listan x pituus if CurP > OptP:
osia eli jo kiinnitettyjen OptP — CurP
muuttujien x; lukumaara; OptX « x
rekursio kdynnistetdan else:
kutsulla Knapsack1([]). Knapsackl (x + [1])

Knapsack1 (x + [0])
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Peraytyva haku yleisesti

Monen kombinatorisen ongelman ratkaisut voidaan esittaa listana
X =[x0,...,Xn-1], missd x; € P;, missa P; on ddrellinen x;:n
mahdollisten arvojen joukko. Perdaytyva haku konstruoi joukon

Py x P X ...x Py,_1 kaikki alkiot. Haun aikana konstruoitavan
listan pituus vastaa hakusolmun syvyytta hakupuussa.

Osittainen ratkaisu [xo,...,Xx;-1] voi rajoittaa hakua; joskus
voidaan paatelld, etteivat jotkin x; € P; voi johtaa kaypiin
ratkaisuihin. Talléin voidaan karsia hakupuuta ja rajoittaa haku
vaihtoehtojoukkoon C; c P;.

Harri Haanpaa 53
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Klikkien generointi

Klikki on graafin G = (V,E) solmujoukon "V sellainen osajoukko
S <V, ettd kaikkien S:n solmuparien x,y € S, x # 7y vililld on
kaari: {x,y} € E.

Maksimaalinen klikki on klikki, joka ei ole suuremman klikin

osajoukko.
Madritelldan peraytyva haku:
[x0,...,x1-1] vastaa klikkia S; = {xo,...,x1-1}
C = {veV\S_i:{v,x} € F kaikilla x € S;_1}

velCa\ixiat:{v,xi1} € E}

Ongelma: algoritmi generoi kaikki k solmun klikit k! kertaa, kerran
kussakin jarjestyksessd! Ratkaisu: madritellaan solmuille jarjestys
Vo < ... < Vpn-1 javalitaan

C={veCi:{v,xi 1} €EEAV >Xx]_1}

Harri Haanpaa
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Knapsack?2 (x):
if len(x) = n:
if CurP > OptP:
Backtrack(x): OptP — CurP
jos x = [xg,...,X1-1] on kdypa OptX — x
ratkaisu: if len(x) = n:
kasittele se C -
laske C; else if >-b wix; +w; < M:
kullekin ¢ € Cy: C; - {0,1}
Backtrack(x + [c]) else:
G — {0}
for c € Cy:
Knapsack2(x + [c])

Klikkien generointi Il

lisdtyn solmun jalkeen.

AllCliques (X, N, C):
output X
if N =

X on maksimaalinen
forv e C:

AllCliques([1,V,V)

Harri Haanpaa

Esilasketaan aluksi kullekin solmulle v apujoukot
Ny={fueV:{u,v}€EljaGy={uecV:u>v}. N, on
solmun v naapurien joukko ja G, on valitussa jarjestyksessa
solmun v jadlkeen tulevien solmujen joukko.

Haun aikana X on lista solmuja, jotka muodostavat klikin; N on
X:n solmujen yhteisten naapurien joukko; ja C on yhteisten
naapurien joukko, jotka ovat jarjestyksessa viimeisen X:aan

AllCliques(X + [v],N NNy, C NNy NnGy)




Hakupuun koon arviointi

Jos hakupuun joka kohdassa |Cj| = ¢;, puun koko on

T =1+ co+coc1 +CcoCiC2 + ... +CoC1...Cn_1. Yleensa ndin ei
ole. Kutsutaan hakupuun solmuja nimilla [xg,...x;-1] sen
mukaan, mita valintoja tekemallad niihin paastaan. Puun kokoa
voidaan arvioida valitsemalla joka askeleella tasajakautuneesti
satunnainen vaihtoehto, jolloin todennakoisyys, etta polku kulkee
solmun X kautta, on

kunl=0

1
p(X) = { p(f(X)) kunl> 0,

[Co (FX)]

missa f([xo,...x1-1])=[x0,...,Xx1_2] (solmun isd). Merkitaan
m(X) =1, jos X kuuluu polkuun, ja m(X) = 0, jos ei. Arvioidaan
puun kokoa laskemalla

1 m(X)

P X G p (X
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Esimerkki: Sudoku

3 Sudokussa annetaan osittain taytetty
n X n-ruudukko, joka on jaettu

p X g-osaruudukkoihin. Ruudukko tulee
Z tdydentaa latinalaiseksi nelioksi:
jokaisen numeroista 1...n tulee
esiintya kussakin rivissa ja kussakin
sarakkeessa kerran. Lisdaksi jokaisen
numeroista tulee esiintyd kerran

1 9 2 6 kussakin osaruudukossa. (Yleensa
7]2 8 p=q=3jan=9.)

Suoraviivaisin tapa soveltaa perdytyvaa hakua olisi tarkastella
ruudukkoa ruutu ruudulta ja valita aina ruutuun jokin numero,
joka siihen muissa ruuduissa jo olevien numeroiden puolesta
sopii.

(o]

9
418(3

5

4
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Vaite: E (N) = |T|. Todistus:

Fv < S X g Em(x)

or XD o pX)
p (X) 5
=> === > 1=|T|.
XeTp(X) XeT
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Esimerkki: Sudoku

Kevét 2006

Perdytyva haku tulee usein tehokkaammaksi, kun valitaan
seuraavaksi kiinnitettavaksi muuttujaksi se, joka voidaan
kiinnittaa pienimmalla maaralla tapoja. Esimerkiksi sudokussa
voidaan valita seuraavaksi tdydennettavaksi ruutu, johon kay
pienin maara vaihtoehtoja.

Jos vaihtoehtoja on 0, ratkaisua ei 16ydy; jos vaihtoehtoja on 1,
saatiin paateltya ratkaisusta lisdda haarautumatta, ja tama auttaa
jatkossakin rajoittamaan haarautumisvaihtoehtojen lukumaaraa.

Sudoku voitaisiin muuten esittdd maksimiklikkiongelmanakin:
solmujoukon muodostavat kaikkiaan n3
rivi-sarake-arvoyhdistelmaa, ja kahden solmun valillda on kaari, jos
ne ovat yhteensopivia (eli eivat esimerkiksi sisdlla samaa arvoa
samassa sarakkeessa). Jos tdstd verkosta nyt I6ytyy n? solmun
klikki, se vastaa taydennettya ruudukkoa.
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Tasmallinen peite (Exact Cover) Tasmallinen peite Il

AllCliques-algoritmissa valitaan solmuille jarjestys. Valitaan
osajoukoille laskeva leksikografinen jarjestys. Merkitdaan Hj:lla

Kun annetaan joukko R ja joukko S sen osajoukkoja, voidaanko niiden osajoukkojen joukkoa, joiden pienin alkio on i. H;:n joukot
valita osajoukkojen osajoukko, joka osittaa R:n? edeltdvat H;;:n joukkoja.

R=1{0,....,.n—=1}.5 ={So,...,Sm_1}, missa S; < R kaikilla i. AllCliques-algoritmissa C; muodostuu solmuista, jotka ovat

Onko olemassa S’ < S, jolle Uyesg X =S jaSinS; = J, kun jarjestyksessa listassa jo olevien jdlkeen ja kaikkien listassa

Si, Sj €877 olevien solmujen naapureita. (tdssa: eivat sisalla yhteisia alkioita
Graafin G = (V, %), missd V = {0,...,m — 1} ja ko. osajoukkojen kanssa)

F = {{i,j} :SinS; = @}, klikit vastaavat ongelman Tasmallinen peite -ongelmassa, koska kuitenkin jokainen

perusjoukon alkio tulee peittdd, voimme lisdatad rakenteilla olevaan

osittaisratkaisuja. Voitaisiin suoraan soveltaa AllCliques-algoritmia ) alio tuiee ) = 11>dld TdRENLe k
peitteeseen aina jonkin joukon, joka peittdaa pienimman alkion,

ja tarkastaa, onko jokin loydetyistd maksimaalisista klikeista

ratkaisu. jota ei ole vield peitetty: jos v on pienin alkio, jota jo valitut joukot
eivat peitd, valintajoukko C; = C; n H, riittaa.
(Tassakin voisi olla tehokkaampaa peittaa seuraavaksi aina se
alkio, jonka peittamiseksi on vdhiten vaihtoehtoja.)
Sudoku tasmallinen peite -ongelmana Rajoitusfunktiot

Optimointitehtavassa hakupuuta voidaan karsia arvioimalla, miten

Sudoku voidaan varsin suoraviivaisesti ndhda tasmallinen peite L . e
hyvia ratkaisuja jostakin haarasta voi loytya.

-ongelmana. Jokaisen rivi-arvo-, sarake-arvo, osaruudukko-arvo- ja

rivi-sarakeyhdistelmén tulee esiintya kerran. Jos rivien, Olkoon profit (X) ratkaisun X hyoty. Olkoon P (X) suurin hyoty,
sarakkeiden, osaruudukkojen ja arvojen joukot ovat vastaavasti joka voidaan saavuttaa osittaisratkaisun X jdlkeldisissd. Olkoon
R=1{r,....,tn},C=1{cl,....cn}, B={b1,...,bn} ja B (X) helposti laskettava funktio, jolla arvioidaan P (X):a4 s.e.
V = {v1,...,Un}, niin peitettava joukko on B (X) = P (X). Bounding(X): |
(RxV)U(CxV)U(BxV)U(RXxC). Jos paras aiemmin loydetty 1o % o Kypriatiw
ratkaisu on X', kasitelldan if P> OOptl;: ,
ptP —

osittaisratkaisua X, ja Optx — X
profit (X’) > B (X), voidaan laske G

il B — B (X)
haara karsia, silla kullekin x € C):

Jos nyt kirjoitamme riville 7;, sarakkeeseen c; ja osaruudukkoon
by arvon vy, tulemme peittaneeksi joukon

) ) o profit(X')>B(X)=P(X), eika if B < OptP: # jos karsitaan myos
{(ri,v1), (CJ’vl)’ (bk, v1), (71’CJ)}' X'njalkelaistenjoukos,sa voi return # yhtasuuruudella, testin on
. # oltava tassa, silla
Tallaisia joukkoja on kaikkiaan 13, ja peitteeseen tulee niistad n. olla X":a parempaa ratkaisua. # OptP voi muuttua

Bounding(X + [x])
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Rationaaliselkareppu

Erds tapa muodostaa rajoitusfunktio on hollentaa joitakin
alkuperdisen tehtavan rajoituksista siten, ettd ratkaiseminen
helpottuu.

Selkdareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
wi,... Wy ja hyddyt p1,..., pn. Repun kapasiteetti on
M. Maksimoidaan P(x) = > pix; rajoitusehdoilla
xi € {0,1} ja Zwixi <M.
Rationaaliselkdareppuongelma: kuten edelld, mutta vaaditaan
x; € {0,1}:n sijaan, ettd 0 < x; < 1.

Selkareppu Kauppamatkustajan ongelma

Knapsack3 (x, Curw):
if len(x) = n:
if >;pix; > OptP:
OptP — >, piXi
OptX — X
if l =n:
C -0
else if CurW + w1 < M:
C - {0,1}
else:
G — {0}

B~ 3!, pixi+ RKnap(pi1,...

forc € Ci:
if B< OptP
return

Tama algoritmi olettaa, etta

oy Z e Z
Kirjan testeissa tietynlaisilla
satunnaisilla ongelmilla tama
karsinta pienensi hakupuuta
dramaattisesti (parhaimmillaan
muttei epatyypillisesti
18953093—-180).

J Py Wity ... Wy, M — CurWw)

Knapsack3(x + [c], CurW + wy1X141)

Harri Haanpaa
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Rationaaliselkareppu

Annetaan n esinettd, joiden painot ovat wy,...wy ja hyodyt
P1,-..,Pn. Repun kapasiteetti on M. Maksimoidaan P(x) = > pix;
rajoitusehdoilla 0 < x; <1 ja > wix; < M.

Kokonaislukuarvoisilla p;, w;, M muuttujat x; tulevat olemaan
rationaalisia. Ahne algoritmi antaa optimin:

RKnap(pi,...,Pn, Wi,..., Wy, M)
jarjestd esineet s.e. p1/w1 = p2/w2 = ... = pp/wy
fori=1ton:

wi

. M- i-llw-x'
Xi «—mm(l,izj 1 l)

return > pix;

TSP1(x):
Annetaan K,, = (V,E), n solmun if len(x) = n:
taydellinen suunnattu graafi, ja C — cost(X)
kustannusfunktio cost: £ — Z*. Etsi if C < OptC:
Hamiltonin kierros X, jolle OoptC - C
cost (X) = X,cg(x) cost (e) on pienin. OptX - X
(Hamiltonin kierros on polku, joka kdy
kaikissa solmuissa ja palaa if len(x) = O:
lihtépisteeseensi.) _Cl —~ {1}
Hamiltonin kierros voidaan esittaa else if len(x) = 1:
solmujen permutaationa, ja kierros | G —1{2,...n}
else

voidaan valita alkamaan solmusta 1.
Kierros 362 145 7 3 voidaan siten
esittaa listana [1,4,5,7,3,6,2].

C—C1\ {x1-1}

for each c € C;:
TSP1(x + [c])
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Rajoitusfunktioita kauppamatkustajalle Rajoituksia kauppamatkustajalle 1l

) ) o Osittaisratkaisua X = [xy,...,X;-1] vastaava alaraja saadaan
cost-funktio voidaan esittaa © 3 5 8 seuraavasti: kasitellddn X:a kuin se olisi yksi solmu, josta solmuun
matriisina M, jossa m;; on M = 3 o 2 7 v siirtyminen aiheuttaa kustannuksen cost ((x;_1,»)) ja johon
(suunnatun!) kaaren 5 2 o« 6 siirtyminen solmusta aiheuttaa kustannuksen cost ((y, xo)).
(i, j)kustannus. 8 7 6 . o . .

Poistetaan kustannusmatriisista rivit xo, ..., x;-2 ja sarakkeet

MinEdgeBound: Lasketaan kunkin sarakkeen (rivin) pienimmat X1,...,X1-1 sekd asetetaan m;_j o = oo.

arvot yhteen; pitddhan jokaiseen solmuun tulla jostakin (jokaisesta

ok : Esimerkiksi osittaisratkaisulla [1, 2] saadaan
menna jonnekin).

ReduceBound: Jos jonkin rivin (sarakkeen) kaikista alkioista o 3 5 8 © 2 7
vdhennetaan k, kierroksen pituus pienenee k:lla. Siis: olkoon ¢ M = 3 o« 2 7 | 5 o 6
sarakkeiden pienimpien alkioiden summa. Vahennetdan kunkin 5 2 o« 6 8 6 o
sarakkeen kaikista alkioista pienin alkio. Lasketaan saadusta 8 7 6 o
matriisista vastaavasti riveittdin . Ndin joka riville ja . .
sarakkeeseen tulee ainakin yksi 0. Alaraja: ¢ + 7 Ndin ongelma on saatu redusoitua n — L + 1 solmun suunnatuksi
kauppamatkustajan ongelmaksi, johon voidaan soveltaa edellisia
alarajoja.
Rajoituksia maksimiklikkiongelmalle Haaraudu ja rajoita (branch and bound)
AllCliques-proseduurissa C; oli niiden solmujen joukko, jotka ovat BranchAndBound (X):
osittaisratkaisun yhteisia naapureita, ja tulevat jarjestyksessa Jos X ;”_k‘;yrzztr?;{k)a'su'
osittaisratkaisun solmujen jilkeen. if P> OptP:
Rajoitus: B (X) = |X| + |G| Aiemmin vaihtoehdot x € (; glﬂtf{—l)’(
. S . . 3 api mieli i ptX —
Rajoja graafinvaritysongelmasta: Jos graafin solmut voidaan on kayty lapi mielivaltaisessa
varittaa k varilld ilman, ettd yhdenk&an kaaren paitepisteet ovat jarjestyksessa. Pa.rem-pl VOl laske ¢
samanvarisia, sen suurin klikki on kooltaan korkeintaan k (klikin olla laskea k.ullekm x:lle V]
kaikki solmut ovat naapureita ja siten erivarisia). B (X + [x]) ja tarkastella - .
kullekin x € Cy:
- N . . . ) . ensin lupaavimpia lask
Rajoitus: vdritetdadn solmujen C; indusoima graafi. Jos tima ; . aske By — B (X + [x])
s K varilla B (X) = 1X| + k vaihtoehtoja. Ndin saatetaan V- v+ [(x,By)]
onnistuu k varilla, B (X) = |X| + k. loytad hyvia ratkaisuja jarjesta v By:n laskevaan jirjestykseen
Graafinvadritysongelma on laskennallisesti hankala. Raja voidaan karsimaan hakua. _ _
hakea ahneella algoritmilla: varitetadn kukin solmu vuorollaan k“”ek!?éxvfxo) 6”;’
mahdollisimman pieninumeroisella varilla. Tai voidaan varittaa " Px _retupm ‘
gragﬁp solmqt aIuk.si,“j;.'F.arkasteIIa kustakin Cj:std, monenko BranchAndBound (X + [x])
vdrisid solmuja se sisaltaa.
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Dynaaminen ohjelmointi maksimiklikkiongelmassa
for i = n downto 1:
found — false
MaxClique([i], Gi N N;)
Etsitadn graafin G = (V, E), ci — OptP
missa V = {1,...,n}. MaxClique (X, N):
Esilasketaan if | X| > OptP:
Ny ={ueV:{u,v} €E}ja OptP — [X|
Gy = {u € V:u=v}. Merkitdin OptX - X
cy:1ld suurimman G, :hen found —true
sisdltyvan klikin S kokoa. Nyt return
cio1 € {cici+1tjacig =ci+1 ifFIXI+INI <OptP:
vain silloin, kun G;_; sisaltaa return
¢; + 1 solmun klikin (johon for x € N:
vdistamatta kuuluu solmu i — 1). if [X| +cx < OptP:
return
MaxClique(X + [x],N N Ny)
if found:
return
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Optimointiongelma

maxP (x)
gi(x)<0,j=1...m
xeX
X aarellinen

P (x) on kohdefunktio, ja gj (x) =< 0:t ovat rajoitusehtoja. Mika
tahansa x € X on ratkaisu. Jos lisdksi g; (x) < 0, x on kdypa
ratkaisu. Jos P (x) = P (x’) kaikilla x” € X, g;j (x") <0, ratkaisu x
on optimaalinen.

Sakkofunktiomenetelmalld saadaan epdkadyvistd ratkaisuista
kdypid, mika voi helpottaa haun laatimista. Ndin voidaan myds
esim. esittdd hakuongelma optimointiongelmana.

maxP (x) —pu>;® (gj (X))
xeX
X aarellinen,
missd ® (y) =0, kun y <0, ja® (y) > 0, kun y > 0. Voidaan
valita riittavan suuri u:n arvo heti aluksi tai kasvattaa p:ta
vahitellen.
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Heuristiset menetelmat

heuristic: involving or serving as an aid to — problem-solving
by experimental and especially trial-and-error
methods; also : of or relating to exploratory
problem-solving techniques that utilize
self-educating techniques (as the evaluation of
feedback) to improve performance

» kun ratkaisuavaruus on liian suuri perdytyvalle haulle

» etsivat hyvia ratkaisuja yrityksen ja erehdyksen kautta
tekemalla muutoksia aiempiin ratkaisuihin

» sopivat optimointiongelmiin (jos hyva ratkaisu riittaa) ja
hakuongelmiin, mutta eivadt yleensa enumerointi- tai
generointiongelmiin

Harri Haanpaa 74
T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006

Yleinen heuristinen menetelma

Heuristisissa menetelmissa keskeinen kdsite on naapuristo.
Ratkaisun x naapuristo on N (x) € X. Heuristiikka hy (x)
palauttaa jonkin kayvan ratkaisun x:n naapuristosta tai Fail.

GenericHeuristicSearch:
x < jokin kdypa x € X
BestX — x
while not lopetusehto:
¥ < hy (x)
if v = Fail
X<y
if P(x) > P (BestX)
BestX — X
return BestX
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Mahdollisia yksinkertaisia heuristiikkoja

1. etsi kdypd y € N (x) \ {x}, jolle P () on suurin; palauta v tai
Fail, jos ainoatakaan kdypaa ratkaisua ei ole

2. etsi kdypd v € N (x), jolle P () on suurin; jos P () > P (x),
palauta y, muuten Fail

3. etsi jokin kdypa v € N (x)

4. etsi jokin kdypda v € N (x); jos P () > P (x), palauta v,
muuten Fail

Harri Haanpaa 77

Naapuristoheuristiikat

Maksimoitaessa kullakin iteraatiolla

Steepest ascent: Valitaan x:n kdypa naapuri, jolla kohdefunktion
arvo on suurin, kunnes ei enda l6ydy naapuria, johon
siirryttdessa kohdefunktio kasvaisi

Hill-climbing: Valitaan jokin x:n kdypa naapuri, jolla
kohdefunktion arvo kasvaa, kunnes sellaista ei enda
6ydy

Molemmat ndista pysahtyvat ensimmaiseen paikalliseen optimiin.
Paikallinen optimi on ratkaisu x, jolle pitee, ettd P (x) > P (v)
kaikilla kayvilla y € N (x).

Lokaaleja optimeja voidaan jossakin madrin vahentaa
laajentamalla naapuristoa, mutta se harvoin poistaa ongelman;
lisdksi naapuriston kasvaessa hy (x):n laskenta tulee
tyolaammaksi.
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Tasainen graafin ositus

Annettu: 2n solmun tiydellinen graafi G = (V,T) ja
kustannusfunktio cost: F — Z* U {0}.

minC {Vy, V;} = >

UoE’V(),Ul le

V=YuV, Wl =IMl=n
Esimerkkiratkaisu: Ratkaisuavaruus X olkoon V:n ositusten
[Vo, V11, joille | Vol = | V1| = n. Osituksen x naapuristoksi N (x)
valitaan niiden ositusten joukko, jotka saadaan x:std siirtamalla
kummastakin joukosta yksi alkio toiseen. Heuristiikka hy (x) voisi
olla steepest ascent: etsi paras naapuri y; jos kohdefunktio
paranee, palauta v, muuten Fail.

cost ({vg,v1})

Harri Haanpaa 78

Naapuristoheuristiikat Il

Great deluge: Valitaan joka iteraatiolla kdypd naapuri y € N (x),
jolle P () = W, missd W on vedenpinnan taso.
Kasvatetaan W:td aika ajoin, kunnes kaypia
naapureita ei ole.

Record-to-record travel: Valitaan joka iteraatiolla kdypa naapuri
v € N (x), jolle
P (y) = P (BestX) — D, missd D on vakio.
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Simuloitu jaahdytys

Simuloitu jadahdytys perustuu analogiaan metallin jadhtymisesta.

hy (x): Valitaan satunnainen y € N (x). Olkoon

AP =P (y) — P (x). Jos AP = 0, palautetaan . Jos AP < 0,
palautetaan y todennikdisyydelld e2P/T missd T on systeemin
senhetkinen lampétila; muuten Fail.

Aluksi T on suhteellisen suuri, joten ratkaisua huonontavia siirtoja
hyvaksytdadn usein. Haun mittaan lampotilaa lasketaan, jolloin
huonontavia siirtoja hyvaksytddan yha harvemmin.

Yksinkertaisimmillaan voidaan joka iteraatiolla asettaa T — «T,
missd @ < 1, mutta x = 1.
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TabuSearch

Tabulist — []
valitse kdypa x € X
while not lopetusehto:
T={y:y eNI(x),change (x,y) € TabulList}
N-N(x)\T
etsi kidypd v € N jolle P (») on suurin
X <y
lisda TabuList:iin change (v, x)
poista TabulList:sta kaikki paitsi I uusinta alkiota
if P (X) > BestP
BestP — P (X)
BestX — X

Harri Haanpaa 83

Tabu-haku

Heuristiikka, jossa valitaan x:n kdypa naapuri, jolla kohdefunktion
arvo on suurin, siirtyy kyllda pois paikallisesta optimista, mutta
palaa usein heti takaisin. Siksi tabu-haku:

hy (x): Valitaan x:n kdypa naapuri, jolla kohdefunktion arvo on
suurin, kuitenkin perumatta mitaan viimeisen [ iteraation aikana
tehtya muutosta.

change (x, y) kuvaa muutosta, joka tehddan siirryttaessa x:sta
sen naapuriin y:hyn.
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Naapuriston valinta

Naapuriston ja ratkaisuavaruuden yhdistelma voidaan tulkita
(suunnattuna) verkkona, jonka solmut ovat ratkaisuja. Solmusta x
on kaari solmuun y, jos vy € N(x).

Hyvan naapuriston ominaisuuksia:
1. Jokainen ratkaisu—tai ainakin optimiratkaisu—on
saavutettavissa mista tahansa ratkaisusta.

2. Naapuristo on suhteellisen pieni, ja ratkaisun ja sen naapurien
kohdefunktioiden arvot korreloivat edes jossakin maarin.

3. Naapuristo on riittavan suuri, jotta jokainen ratkaisu—tai
ainakin optimiratkaisu—on saavutettavissa mista tahansa
ratkaisusta pienehkollda maaralla siirtoja.
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Kohdefunktion sileys

On huomattavaksi eduksi, jos kohdefunktion arvo on suuri
ratkaisuilla, jotka ovat lahelld optimiratkaisua. Olkoon x; € {0,1}
ja

N (x) ={y € {0,1}" : dist (x, y) = 1}.

Vrt.

1. max>; x;

2. max[[; x;

3. max>;x; — 3 (X;x; mod 4)

4. max2n[];xi — > Xi

Laajat "laaksot” tai "tasangot” kohdefunktiossa ovat usein

hankalia. Valittu ongelman esitystapa ja naapuristo ovat
avainasemassa.
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GeneticAlgorithm

valitse alkupopulaatio P
while not lopetusehto:
QP
laske risteytettdvien parien lista R
for (w,x) €R
(y,z) = risteytys (w, x)
y —hy(y)
z — hy(2)
Q-Qu {y,z}
P — Q:n popsize parasta yksiloa
b — Q:n paras yksilo
if P(b) > P (BestX)
BestX — b
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Geneettiset algoritmit

Sen sijaan, ettad yllapidettaisiin yhta senhetkista ratkaisua, voidaan
yllapitaa kokonaista populaatiota. Uusia ratkaisuja saadaan
risteyttamalld vanhoja ja mutatoimalla niita.

Risteytyksessd kahdesta ratkaisusta saadaan kaksi uutta ratkaisua.
Mutaatiossa ratkaisu x korvataan jollakin naapurillaan;
X < hy (x).
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Risteytys ja parinmuodostus

Listat A = [aq,...
seuraavasti:

,anl ja B =[by,...,b,] voidaan risteyttda esim.

single-point crossover Valitaan 1 < j < n. Jalkeldiset ovat
C = [al,...aj,bjﬂ,...bn] ja
D = [bl,...bj,ajﬂ,...an].

two-point crossover Valitaan 1 < j < k < n. Jdlkeldiset ovat

C: I:ali---’aj’bj+1’---’bk’akJrl’---!an] Ja
D = [bl,...,bj,aj+1,...,ak,bk+1,...,bn].
uniform crossover Valitaan S c {1,...,n}. Jalkeldisilld ¢; = a; ja

d; = b;, jos i € §; muuten ¢c; = b; jad; = a;.
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Permutaatioiden « ja B risteyttamiseksi voidaan valita
l<j<k=z<mn,ja
PartiallyMatchedCrossover(n, &, B, j, k)
y —a
65— B
fori=jtok:

y <= (ai Bi)y

0~ (a;Bi)o
Risteytyksen tulokset eivat aina ole kdypia ratkaisuja. Voidaan
1) soveltaa sakkofunktiomenetelmaa
2) raataloida ongelmalle risteytysfunktio, jolla jalkeldiset ovat aina
kaypia.
Parinmuodostus: populaation ratkaisut voidaan parittaa eri
kriteerein, esim. paremmuusjarjestyksessa. Voidaan myos
generoida hyvista ratkaisuista enemman jalkeldisia.
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Hill-climbing ja Steinerin kolmikkojarjestelmat

Piste v € V on eldvdi, jos siita lahtee kaaria, jotka eivat vield ole
missddn kolmiossa b € B. Kaari {u, v} on eldva, jos se ei esiinny
missdan kolmiossa b € B.

Stinson’sAlgorithm(v):
VvV~ {1,...,n}
B—J
while |B| <v (v —-1) /6:
valitse eldva piste x
valitse elavit kaaret {x, v} ja {x, z}
if {v,z} on elava:
B —Bu{{x,y zl}
else
etsi B:std blokki {w, v, z}
B—BuU{{x,y,z}}\ {{w,y,2}}
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Steinerin kolmikkojarjestelmat

Steinerin kolmikkojarjestelméa on joukkojirjestelma (V,B), missi
B koostuu V:n 3-osajoukoista, ja kukin V:n 2-osajoukko on
tasmalleen yhden b € B:n osajoukko. STS on tdydellisen graafin
kaarien ositus kolmioiksi. Esim.

v o= {1,...7}
{112’4}’ {21315}1 {3’416}1
B = {4!5’7}, {1’5’6}’ {21617}’
{1,3,7}

Selkareppu ja simuloitu jaahdytys

Selkdareppuongelma: Annetaan n esinettd, joiden painot ovat
wi,... Wy ja hyodyt py,..., pn. Repun kapasiteetti on
M. Maksimoidaan P(x) = > pix; rajoitusehdoilla
xi € {0,1} ja > wix; < M.

Valitaan naapuristo:

N (x) ={y € {0,1}" : dist (x,y) = 1}.

Satunnainen naapuri ¥ saadaan kdantamalld satunnainen x;.
Jos x;j = 0, kohdefunktion muutos AP = +pj, ja uusi naapuri
hyvdksytdan, jos se on kaypd. Jos x; = 1, AP = —pj, ja uusi
naapuri hyvidksytaan todennikoisyydelld e?i/T,

Valitaan aluksi T siten, etta suuri osa huonontavistakin siirroista
hyvaksytdan; esim. 4 max; p;, ja asetetaan joka iteraation jdlkeen
T — «T. Kirjassa parhaat tulokset saatiin &« = 0.9999:lla.
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Valitaan naapuristo:

N (x) ={y € {0,1}" : dist (x,y) = 1}.

Ei maksimoidakaan hyotyfunktiota(?!!), vaan

1. lisatadn reppuun esine i, joka ei ole tabu-listalla ja jolla on
suurin p;/w;i-suhde niista esineista, joilla x; = 0 ja jotka mahtuvat
reppuun

2. ellei sellaista ole, poistetaan repusta esine i, joka ei ole
tabu-listalla ja jolla on pienin p;/w;-suhde niista esineista, joilla
xi = 1.

3. Lisataan tabulistaan i.

Selkareppu ja tabu-haku

T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006

Graafin varitys

Mik& on pienin maara vireji, joilla graafi G = (V, E) voidaan
varittaa siten, ettd u ja v ovat erivarisia, jos {u,v} € E?

Ositetaan solmut variluokkiin V; ... Vy esim. ahneella algoritmilla.
Kun on loydetty k-varitys, etsitdan heuristisella haulla

k — 1-varitystd seuraavasti.

Otetaan kohdefunktioksi max >’; |'V;|2. Tama ohjaa hakua
sellaiseen suuntaan, etta joillakin vareilla varitetaan paljon solmuja
(ja toisilla taas vdhan). Jos jonkun osan koko menee nollaan, on
[6ytynyt k — 1-varitys, ja voidaan alkaa etsia k — 2-varitysta jne.
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Schurin luvut Kauppamatkustajan ongelma

Schurin luku s (m) on suurin kokonaisluku s, jolla kokonaisluvut
X =1{1,...,s} voidaan osittaa m osaan siten, etta missaan
joukossa ei ole kahta (ei valttamatta eri) alkiota ja niiden summaa.
{1,4,7,10,13}
Esim.s(3) =13:1 {2,3,11,12}
{5,6,8,9}
Kun etsitaan lukujen 1...s summatonta ositusta, ilmeisin valinta
kohdefunktioksi olisi eri osissa esiintyvien summien lukumaara,
mutta parempi on maksimoida maxc; f1 + ¢2.f2, missd c; > ¢ ja
f1 = maxt, jolla missddn osassa ei ole summaat
fo=2" Diuex, g (t,u)

0 jost+uc<s

misség(t,u):{ 2s—t—u jost+u>s

Tassa fo>:n tarkoitus on vain ohjata hakua lupaavaan suuntaan.
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Ratkotaan kauppamatkustajan ongelmaa geneettisilla
algoritmeilla.

n-opt-naapuristo: poistetaan syklistd n kaarta ja lisatdan siihen n
kaarta niin, ettda saadaan taas sykli.

Voidaan maaritelld risteytysfunktio seuraavasti: Risteytetaan kaksi
ratkaisua jollakin permutaatioita yhdistelevalla risteytysfunktiolla,
ja sovelletaan taman jalkeen saatuun tulokseen steepest descent
-menetelmaa esim. 2-opt-naapuristolla.

Voidaan myos yksinkertaisesti risteyttdd permutaatiot ja lisata
steepest descent kohdefunktioon. Talloin permutaation hyvyytta
arvioitaisiin soveltamalla siihen ensin steepest descent -hakua ja
laskemalla kohdefunktion arvo timan jalkeen.
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Isomorfismi

Nimettyja rakenteita ei useinkaan pidetd oleellisesti eri rakenteina,
jos ne eroavat toisistaan vain nimeamisen osalta.

Isomorfismi on bijektiivinen kuvaus, joka kuvaa yhden rakenteen
osat toisen rakenteen osille niin, ettd itse rakenne sdilyy.
Rakenteet ovat isomorfiset, jos niiden valilla on isomorfismi.
Esimerkki: Kaksi graafia G, = (V1,E1) ja Gp = (Vo, E2) ovat
isomorfiset, jos on olemassa bijektio f:V; — Vo s.e. {u,v} € E;
jos javain jos {f(u), f(v)} € E>.
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Ryhma

Joukko-operaatiopari (G, *) on ryhma, jos

1. Binddrinen operaatio * on suljettu: g; * g» € G kaikilla
91,92 €G,ts. x:GXG~ G

2. Ryhmassa on yksikkoalkio I, jolla g x I = g = I % g kaikilla
geaG

3. Jokaisella g € G on kaianteisalkio g~! € G, jolle
glxg=1=g%g!

4. Binddrioperaatio * on liitdnndinen:
(91%92) ¥ g3 =g1* (92 % g3) kaikilla g1,92,93 € G

Esimerkkeja:

kokonaisluvut modulo 7 ja yhteenlasku
m X m-matriisit, joiden determinantti = 0
kolmiulotteisen kappaleen rotaatiot

Kun operaatio on ilmeinen, puhutaan ryhmasta G.
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Automorfismi

Automorfismi on isomorfismi rakenteelta itselleen. Automorfismit
ovat tietyssd mielessd rakenteen symmetrioita.

Esimerkki: Graafin G = (V, E) automorfismi on bijektio
(permutaatio) m: V — V, jolla {u,v} € E jos ja vain jos

{mm(u), m(v)} €E.

Minka tahansa graafin automorfismit muodostavat ryhmdin.
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Kertotaulu
Airellinen ryhmi voidaan esittda tauluna:

x| I a b c d e f g
I|I a b ¢ d e f g
alla b ¢ I e f g d
bl|lb ¢ I a f g d e
clc I a b g d e f
d|ld g f e 1 ¢ b a
elle d g f a 1 ¢ b
flf e d g b a 1 c
dgllg f e d ¢ b a 1

Kun 1. riviin ja sarakkeeseen laitetaan I, kertotaulu on redusoitu
latinalainen nelid, jossa padtee liitanndisyys

M [M [gi,gj] ,gk] =M [gi,M [gj,gk]]-
Ryhman aliryhma:

H on G:n aliryhma, jos H on ryhmd ja H < G.
Esim. edellisessa taulussa {I,a, b, c}.

Harri Haanpaa
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Aliryhmista

Adrellisen ryhmén kertaluku |G| on joukon alkioiden Ikm.

Jos H on ryhman G epatyhja osajoukko, H on G:n aliryhmd, joss H
on suljettu (G:n operaatiolla):

Tod. Jos H = {I}, tilanne on selva. Oletetaan, etta h1h, € H
kaikilla h1, h, € H. Valitaan jokin h € H. Kaikilla n € Z* patee:

h"™ = hh...h € H. Koska H on darellinen, taytyy olla jotkin m < n
s.e. k™ = h™. Nyt h"h™" ™M = hMpn="M = " ja h"~™ =1 € H seka
hl=prmlcH,

Harri Haanpaa 101
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Transversaalit

Kun G esitetddn pistevieraiden vasempien sivuluokkien unionina
G=g1HUgHU...UgyH,

joukko T = {g1,...,9n} on H:n vasen transversaali. Se voidaan
muodostaa valitsemalla n = J% sivuluokan edustajaa g; € G siten,

ettd mikadan valittu g; ei kuulu mihinkdan aiempaan sivuluokkaan.
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Sivuluokat
Kun g € G ja H < G, merkitddn gH = {gh:h € H}. Kun A,B c G,
merkitdadn AB = {ab:a € A,b € B}.
Olkoon H aarellisen ryhman G aliryhma. gH on vasen sivuluokka
(left coset), johon g € G kuuluu.

Lagrange: jos H on G:n aliryhma, G voidaan esittda pistevieraiden
vasempien sivuluokkien unionina:

G=g HugHU...UgyH,

missd g; € G, jagiHNngjH = @, kun i = j.

Tod. |gH | =|H]| kaikilla g € G, silld f(x)=gx on bijektio

H - gH. Jos g1H N g>H # @, missad g1,92 € G, tdytyy olla
olemassa hy,hy € H, joilla g1hy = goho ja g, = gzhzhl_l. Nyt
mille tahansa h € H saadaan g1h = g» (hzh{1h> € g2H, ja

g1H c goH. Koska |g1H| = |g2H| = |H|, g1H = g>H. Lisiksi
jokainen g € G kuuluu sivuluokkaan gH; sivuluokat siis osittavat
G:n, ja |G| on jaollinen |H|:lla.
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Transversaalit: esimerkki

QN0 O T -

0 QQ =0 TS
AU =0 T
QALQ w0 T =~ 00
0T~ s,
S =0 QR
Q =0 T AQ |
=0 S0 G|

QN0 QL O T Q %

Aliryhmélla H = {I,a, b, c} on sivuluokat {I,a,b,c} ja {d,e, f,g}.
Transversaali saadaan valitsemalla kustakin sivuluokasta yksi
alkio; esim. T = {I,d} tai T = {b, f}.

TH =1{l,a,b,c}ud{l,a,b,c} ={l,a,b,c}uid,e, f,g} =G.
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Permutaatioryhmat Graafin automorfismit

Tarkastellaan jonkin perusjoukon X permutaatioita.

Permutaatiot (bijektiot 7 : X — X) muodostavat ryhman, kun o
operaatioksi valitaan funktioiden yhdistely Merkitaan o ({u, v}) = {a(u), x (v)}
(1T11112) (X) = (111 0 T12) (X) = 111 (112 (X)), silld Graafin G = ('V,E) automorfismi « on sellainen V:n permutaatio,

1. Kahden permutaation yhdiste on permutaatio ettd a({u, v}) € T kaikille graafin kaarille {u, v} € Z.

2. on olemassa identiteettialkio (I (x) = x) Automorfismit muodostavat ryhman Aut (G):

3. permytﬁlatioilla on kéiéinte_i_sQerrnut?atio Aut (G) on epatyhjad, silla selvdsti I € Aut (G)

4. funktioiden yhdistely on liitannaista Jos &, B € Aut (G), niin B € Aut (G): oletetaan, ettd {u,v} € E.
Olkoon X epdtyhjd joukko ja Sym (X) sen permutaatioiden B({u,v}) € E,ja («B) ({u,v}) = « (B ({u,v})) € E, joten
joukko. Sym (X) operaationa funktioiden yhdistiminen on X:n Aut (G) on suljettu.

symmetrinen ryhmd. Jos |X| = n, niin Sym {X}:ssa on n! alkiota. Aut (G) on Sym (V):n epityhja osajoukko, joka on suljettu samalla

Permutaatioryhmat ovat symmetrisen ryhman aliryhmid. Esim. Kun operaatiolla, joten Aut (G) on Sym (V):n aliryhma ja siis ryhma.
X =1{0,1,2,3,4}, permutaatiot

{L,(0,1,2) (3,4),(0,2,1),(3,4),(0,1,2),(0,2,1) (3,4)}
muodostavat permutaatioryhman.
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Generaattorit Esimerkki: Rubikin kuutio

Ideal Toy Company stated on the package of the original Rubik cube that there
were more than three billion possible states the cube could attain. It’s analogous
to MacDonald’s proudly announcing that they’ve sold more than 120

hamburgers. (J. A. Paulos, Innumeracy)
Fommm +
. . . . o . 1 2 3
Alkiot «1,..., & generoivat ryhmdn G, jos kaikki alkiot g € G | 4 top 5
voidaan esittda alkioiden «1,..., &, aarellisena tulona P J'r__‘_;____z___f_l ______________ P N
| 9 10 11 |17 18 19|25 26 27 | 33 34 35 |
g = Qi Xy « .. X | 12 left 13 | 20 front 21 | 28 right 29 | 36 rear 37
1 m’ | 14 15 16 | 22 23 24|30 31 32| 38 39 40 |
. . . .1 . . = Fommmmmm o Fommmm e Fommmmmm s Attt +
missd 1 < ij < v kaikilla j. Alkiot «1,..., & ovat ryhmdn G | 41 42 43 |
generaattorit, ja merkitddn G = (xq,..., & ). : 4e bottom 43 I
oo +
gap> cube := Group(

(1, 3,8,6)(2,5,7, 4
(9,11,16,14)(10,13,15,12)
(17,19,24,22)(18,21,23,20)
(25,27,32,30)(26,29,31,28)
(33,35,40,38)(34,37,39,36)
(41,43,48,46)(42,45,47,44)(1
gap> Size( cube );
43252003274489856000

25,17)(10,34,26,18) (11,35,27,19),
41,40)( 4,20,44,37)( 6,22,46,35),
43,16)( 7,28,42,13)( 8,30,41,11),

33,
17,
25,
38,43,19)( 5,36,45,21)( 8,33,48,24),
9,
2,

(
(
g
( 46,32)( 2,12,47,29)( 1,14,48,27),

9,
1,
6,
3,
3,
4, 30,38)(15,23,31,39)(16,24,32,40));;

2
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Ryhman vaikutus (action) Ryhman vaikutus. Esimerkki: graafi

Symmetrisestd ryhmasta puhuttaessa puhutaan yleensa ryhmasta

Ryhm'éilljuG vaikutus joukkoqn X on funktio x: G X X ~ X, Sy, jonka rakenne on sama kuin joukon {1,...,n}
merkitadn o: (g,x) ~ gx, jolle pétee: permutaatioiden muodostaman ryhman rakenne. Kun S, vaikuttaa
1. Ix = x kaikille x € X johonkin n-alkioiseen joukkoon V aivan kuin joukon V

2. g (hx) = (gh) x kaikilla g,h € G jax € X. permutaatiot, sanotaan, etti S, vaikuttaa V:hen luonnollisella
Huomaa, ettd jos gx; = gx», niin tavalla.

gl (gx1) =(g7'g9)x1 =Ix1 = x1 Jos nyt jokin ryhma vaikuttaa esimerkiksi graafin G = (V,E)

=g ' (gx2) = (97'9) x2 = Ix2 = x2. solmuihin jollakin tavalla, ryhma vaikuttaa indusoidulla tavalla
Itse asiassa kukin g maarittaa joukon X permutaation. graafin kaariin. Itse asiassa tdma indusoi myds vaikutuksen

graafien joukkoon.
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Ryhman vaikutus. Esimerkki: binaarikoodi Ryhman vaikutus. Esimerkki: diedriryhma

Diedriryhman D,, alkiot vastaavat n-kulmaisen sdaannéllisen
monikulmion symmetrioita. Diedriryhma voidaan maarittaa
seuraavasti: Dy, = (¥, s), missd " = s2 = (rs)2 =I; ryhmailld on

Kahta binddrikoodia (joukkoa samanmittaisia binddrisanoja) kaksi generaattoria, ja nuo annetut rajoitteet maarittivit

voidaan pitaa ekvivalentteina, jos toinen saadaan toisesta yksikésitteisesti ryhmin rakenteen (kun ajatellaan nuo mainitut
komplementoimalla kaikkien sanojen tietyissa positioissa olevat potenssit pienimmiksi, joilla saadaan identiteetti). Tdssd » vastaa
bitit ja permutoimalla positioita. 1/n kierroksen kiertoa myotapdivaan ja s peilausta jonkin akselin
Tatd vastaa ryhma, joka on seppeltulo (wreath product) S> 1 Sy, suhteen.

missd S,:n vaikutus vastaa positioiden permutointia, ja kunkin Dy, voi vaikuttaa joukkoon V = {0,...,n — 1} esim. seuraavasti:
S2:n (joita on n) vaikutus vastaa yksittdisen position bittien rv=(v+1)modn, sv = (n - v) mod n.

komplementointia. . . .
P T . Dy, voi vaikuttaa joukkoon R? seuraavasti:
(Seppeltuloa ei kasitelld tassa tasmallisemmin.) e < COS2TT /N  —sin21/n )

sin2mr/n cos2tm/n
(-1 0
sX = o 1 /%
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Alkion rata (orbit)

Alkion x rata on orb (x) = {gx : g € G} C X ja alkion x stabiloija
on Gy = {g € G: gx = x} < G. Koska Gy on epatyhja (I € Gy) ja
suljettu, se on aliryhmad, ja sille voidaan etsia transversaali. Jos
kahdelle transversaalin alkiolle g; ja g; patee g;x = gjx, niin
97'9ix = g;7'9jx = x,jag;'g; € Gx. Nyt g; ' gjGx = Gx ja
giGyx = gigi*lngx = gjGx - mutta transversaalissa on vain yksi
alkio kustakin sivuluokasta, joten g; = g;. Ndin siis

lorb (x)| = |G|/ |Gxl.

Harri Haanpaa 113

Permutaatioryhman tietokone-esitykset

Voitaisiin tallettaa ryhman permutaatiot esim. leksikografisessa
jarjestyksessa.

1. Selvida binaarisella haulla, kuuluuko g G:hen

2. Alkiot voidaan luetella helposti

3. Tilaa tarvitaan paljon; Sym (n):11a ryhmdssa on n! permutaatiota

Harri Haanpaa U

Permutaatioryhman tietokone-esitykset

Permutaatioryhman esityksella olisi hyva olla seuraavat
ominaisuudet:

1. Voidaan tarkistaa, kuuluuko jokin g ryhmaan G
2. Voidaan luetella ryhman alkiot
3. On tilavaatimuksiltaan kohtuullinen

Esim. kuutiograafi:

0 2
Aut (G) = («, B), missa
4 ¢ x=1(0,1,3,7,6,4) (2,5) ja
5 7 B=1(0,1,3,2) (4,5,7,6).
|G| = 48.
1 3

Permutaatioryhman tietokone-esitykset

Voitaisiin tallettaa vain ryhman generaattorit.

3. Tallennustilaa tarvitaan vahan, mutta
1. & 2. Joudutaan tekemaan breadth-first-haku kaikkien alkioiden
generoimiseksi, ja saadaan duplikaatteja; esimerkissa
xxxxopfpBp = xfocx.
Simplegen(I'):
G—UO
N — {I}
while N = &:
G—-GUN
N —~NI'\ G
missd I' on ryhman generaattorien joukko ja NT on
{ng:neN,geT}.
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Schreier-Sims Schreier-Sims

Olkoon G permutaatioryhma joukossa X = {0,...,n — 1}.

Merkitdan Sovelletaan ideaa rekursiivisesti:

Go=1{9€G:g(0) =0}.
Go on aliryhmd, joka stabiloi pisteen 0. Go l9€G:g(0)=0}
Gi = {g€Go:g(1) =1}

Alkion O rata G:ssd on

Go = {g€Gi:g(2)=2}
orb(0) = {g(0) : g € G} = {x0,1,X0,2,--+,X0,n0}-
Muodostetaan U, valitsemalla kutakin 0:n radan alkiota x ; kohti Gn-1 = {g9€Gnoign-1)=n-1}={I}
ryhman alkio hg, jolla h0,i(0) = xo,i.
Uo on Go:n vasen transversaali (G = UyGy): Jokainen g € G kuvaa NytG = Go=2...2Gn-1 = {1},
0O:n _jollekin xO,i:”e- g= hO,i (h(;}g), ja hay%g € Gy. Siten Ryhman G:n Schreier-Sims-esitys onG="UpU;... Up_1.

g € ho,iGo. ‘U:ssa ei ole kahta saman sivuluokan edustajaa:
kunkin sivuluokan hg ;Go alkiot kuvaavat O:n eri xq ;:lle.
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Schreier-Sims-esimerkki Schreier-Sims

Kun tunnetaan G:n Schreier-Sims-esitys UoU; ... Uyu-1, kaikki

Kuutiograafille voidaan valita esim. elementit on helppo kayda lapi rekursiivisesti: lasketaan kaikki

(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7), g =Uuouy...Uy_1, missa u; € U;.
0 2 Eg'é’z’iﬁi )3(3 2 Tarkistaminen, onko g € G tapahtuu seuraavasti. Yritetddn
] 0,3.6)(1,7.4) (2) ( kirjoittaa g € G voidaan kirjoittaa muodossa uou; ... uy_1. Ensin
Uo=1 (0,4,6,7,3,1)(2,5 g (0):sta paatellaan, mika ug € Uy on valittava (se, jolle
4 6 (0,5,3,6) (1,7,2, 4)’ o (0) = g (0)). Tamén jilkeen ongelma redusoituu
(0,6,3) (1,4,7) (2) (5), tarkistami K 1 Go. t itetidn Kirioit I
0.7)(L,6) (2.5) (3,4) arkistamiseen, onko 1" g € Go, ts. yritetddn kirjoittaa u, ' g
5 7 muotoon Uj ... Uy, jne.
(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7),
U =1 (0)(1,2) (3) (4) (5, 6) (7 Test(n,g,G = [Uo,..., Un-1]):
L 3 (0)(1,4,2) (3,5,6) (7 fori <= O0Oton—1:
W O1)@)3)E6) (6) (7) jos loytyy h € ‘U, jolle h (i) = g (i):
277 (0)(1)(2,4)(3,5) (6) ( g-—hlg
jaUs,..., U7 = {(0) (1) (2) (3) (4) ( 5)(6)(7>} muuten:

return i
return n
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Schreier-Sims-esityksen laskeminen Schreier-Sims-kannanvaihdos
?T:ggﬁf' G; Lr(f%ru}d o UI&_I]):]) Edelld Schreier-Simsissa kiinnitettiin alkiot jarjestyksessa
i 9 O Hhyeeen Hinl 0,...,n — 1. Voidaan toki kiinnittaa alkiot mielivaltaisessa
ifi=n o - ) . . .
return jarjestyksessa. Valitaan alkioiden {0,...,n — 1} permutaatio S, ja
Ui — UiV {g} Enter-funktio tark
for j = 0 to i: nter-funktio tarkastaa, Go=1{g9€G:g(B(0) =B(O)],
for h € U;: kuult:luko g S.cth:eler-S|ms- a
enter(n, gh, G muodossa esitetyyn o o o
. (n,gh,G) ryhmiin G, ja jollei kuulu, Gi=19 €Gi-1:g (B(D) =B D)},
g?l?:_ Oton—1- lisda generaattoreihin g:n. Kaikki operaatiot tehdddn aivan vastaavasti kuin aiemmin.
U; — {1} Uutena operaationa on kannanvaihto: muunna kannassa f esitetty
forx eT: ryhmaé kantaan B’. Tama tehdaan lisaamalla kannan B
enter(n,®, G = [Up, ..., Un-1]) permutaatiot enter-proseduurilla kannan B’ mukaiseen
return G Schreier-Sims-esitykseen.
Rataedustajien etsinta k-permutaation radan minimiedustaja

Kun tunnetaan k + 1-osajoukkon ratojen lukumaara Ng.1, voidaan
etsid yksi joukko kultakin radalta. Jos R on joukko k-osajoukkojen

rataedustajia, Olkoon meilld k-permutaatio t = (t1, ..., tx), jonka alkiot ¢; € X.

Kun ryhma G permutoi jarjestettya joukkoa X, se indusoi
vaikutuksen k-permutaatioiden joukossa. Etsitdan radan G (t)
leksikografinen minimiedustaja min G (t).

S={Au{x}:AeR,xe X\A}

sisdltdd edustajan kultakin k + 1-osajoukkojen radalta; joiltakin
useampiakin. Samojen ratojen edustajia pitdd poistaa, kunnes Ensinndkin t; tulee kuvata jarjestyksessa mahdollisimman aikaisin
jaljella on edustaja kultakin radalta. tulevalle alkiolle. Lasketaan t; = min G (t;) esim. soveltamalla G:n
generaattoreita ja leveyshakua; Ioydetaan myos g, jolle t; = g (t1).
Lasketaan t" = g (1) ja etsitddn edelleen min G (t'), jne.
Tarvittavat stabiloija-aliryhmat voi laskea vaikkapa soveltamalla
Schreier-Sims-kannanvaihtoja.

Yksinkertainen idea:

kaikille g € G:
kaikille A € S laskevassa leks. jarjestyksessa:
josrank (g (A)) < rank (A):
S—=SufgA}\{A}
jos |S] = Ni1:
return
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k-osajoukon radan minimiedustaja Rataedustajien etsinta
Olkoon meilld jarjestetyn joukon X k-osajoukko T = {ti,...,tx}.
Kun ryhma G permutoi X:4, se indusoi vaikutuksen R on k-osajoukkojen rataedustajien joukko. Lasketaan
k-osajoukkojen joukossa. Etsitddn radan G (T) leksikografinen
minimiedustaja min G (T). S={Au{x}:AeR,xe X\A},

Etsitddan kullekin t; ratansa minimialkio min G (t;) ja vastaava . . . L . .
N ) PR . R . korvataan jokainen S:n joukko ratansa minimiedustajalla ja
ryhman alkio g;. Olkoon t" = min g; (t;) ja vastaava ryhman alkio

g’ . Lasketaan T’ = g’ (T) ja sovelletaan menettelya rekursiivisesti poistetaan duplikaatit.
min Gy (T'):n etsimiseen. Optimointi: kun A U {x} on tarkistettu, ei tarvitse tarkistaa enda
1

osajoukkoja G (A U {x}). Erityisesti kun g:n
Schreier-Sims-kannalle {8 (0),...,B(k—1)} = Aja B (k) = x, ei
tarvitse tarkastella osajoukkoja muotoa A U {c}, missd ¢ € Uy (x).

Jos jossakin vaiheessa on useita t;, joilla t’ = g; (t;), kokeillaan
kaikki vaihtoehdot rekursiossa vuorollaan.

Tarvittavat stabiloija-aliryhmat voi laskea vaikkapa soveltamalla
Schreier-Sims-kannanvaihtoja.
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Orderly algorithm

Tod: Merk. F (S) = S\ {maxS}. F on heikosti monotoninen:

Kun ryhmé G vaikuttaa joukkoon X, jonka alkioille on maaritelty S1<S2 = F(S1) <F(S2).

jérjestys, ja joukon X osajoukkoihin indusoidulla tavalla, voidaan Induktion perustapaus: Kun n = 0, kaikki n alkion joukot tulevat

osajoukot jirjestdd seuraavasti: S < T, jos on olemassa s € S, jolle kasitellyksi.

s¢T,jakaikillax <sjokoxeSjaxecTtaix¢Sjax¢T. Induktioaskel: Jos kaikki 7 alkion kanoniset osajoukot tulevat

Nyt ratojen minimiedustajat saadaan seuraavalla algoritmilla kasitellyiksi, myos kaikki n + 1 alkion kanoniset osajoukot tulevat

tyhjasta joukosta ldhtien: kasitellyiksi: Olkoon S kanoninen n + 1-osajoukko. Koska S on

orderly(S): kanoninen, S < g (S) kaikillag € G, ja F (S) < F (g (S)) kaikilla
process § g € G. Todetaan, ettd F (g (S)) < g (F (S)) kaikillag € G —
C={x:xEXAXx>sVseES) molemmat saadaan poistamalla g (S):sta yksi alkio, F (g (S)):n
for x in C: tapauksessa max g (S). Koska F (S) < g (F (S)) kaikilla g € G,

F (S) on kanoninen. Nyt S tulee induktion nojalla kasitellyksi,

if ical :
if canonical(S v {x}) koska F (S) on kanoninen.

orderly(S U {x})
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Orderly algorithm -esimerkki | Orderly algorithm -esimerkki Il

Binddrikoodi on joukko n-bittisia bindadrisanoja.
Minimietdisyyskoodissa kaikkien koodisanaparien tulee erota

Summapakkaus modn: Annetulla n etsitaan suurin joukko vahintaan d kohdassa. Ekvivalenssi: bittipositioita koodisanoissa
S c 7, jolle patee, ettd mitaan x € 7, ei voida esittaa kahdella eri voi permutoida vapaasti; yksittaisissa positioissa olevat bitit voi
tavalla kahden S:n alkion summana. On helppo maaritelld Z, kadantdd. Nama etdisyydet sdilyttavdt operaatiot madrittelevat
alkioille jarjestys, ja tamad maaraa osajoukoille leksikografisen ryhman, joka vaikuttaa koodisanojen joukkoon; kun koodisanoille
jarjestyksen. on maadritelty jarjestys, koodeille voidaan maaritella lex-jarjestys.
Funktiot muotoa f (x) = ax + b (mod n) sdilyttavat samat Voidaan perustella, ettd kanonisuustesti voidaan suorittaa
summat samoina ja eri summat eri summina, kunhan seuraavasti: ajatellaan koodia 0/1-matriisina, jonka rivit ovat

gcd (a,n) = 1. Nama funktiot muodostavat ryhman. koodisanoja ja sarakkeet vastaavat positioita. Kdydaan
Kanonisuustesti joukolle S voidaan tehda esim. kokeilemalla peraytyvalla haulla lapi kaikki mahdollisuudet jarjestaa rivit.
kaikille ryhman alkioille, olisiko f (S) < S. Kullakin rivijarjestykselld kdadnnetddn bitit niissa sarakkeissa,

joissa 1. koodisanassa on 1-bitteja. Lopuksi jarjestetddn sarakkeet
kasvavaan jdrjestykseen. Pienin eri haaroissa saatu tulos on
kanoninen muoto.

Invariantit Solmuinvariantit

Funktio ¢ on graafi-invariantti, jos sen arvo ei riipu solmujen
jarjestyksesta graafin esityksessa:

¢ (G) = ¢ (11 (G)) kaikilla 7t € Sym (V) Olkoon F perhe graafeja, joiden solmujoukko on V. Funktio
’ D : F xV —~ R on solmuinvariantti, jos sen arvo ei riipu graafin
Esim. kun V = {v1,...,vn}, solmujen jarjestyksesta.
¢ (G) = [deg (v1),...,deg (vy)] D (G,v) =D (m (G),m (v)) kaikilla T € Sym (V).
ei ole invariantti, mutta monijoukko Esim. deg (v) tai v:n sisdltdvien kolmioiden lukumaara.
Mydhempda varten oletamme, ettd joukolle R on madritelty
¢ (G) = {deg (v1),...,deg (vyn)} jarjestys.

on; astelistasta saadaan siis graafi-invariantti jarjestamalla se
kasvavaan jarjestykseen. Jos ¢ (G1) # ¢ (G2), niin G ja G eivat
ole isomorfisia.

Harri Haanpaa 131 Harri Haanpaa 132



T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006 T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006

Invarianteista Sertifikaatti

Solmuinvarianteista voidaan konstruoida graafi-invariantteja. Esim.
solmuinvariantista D : F X V — R saadaan graafi-invariantti
épyr (G) = |Bp[¥]l, missa Bp[r] ={veV:D(G,v)=r}.

Solmu- ja graafi-invariantteja voidaan yhdistella uusiksi

invarianteiksi: . . . . . .
Kahdella ei-isomorfisella graafilla saattaa olla sama invariantti.

P(G) =1P1(G),...r Pn (G)] Graafiperheelle F sertifikaatti ¢ on funktio, jolla ¢ (G1) = ¢ (G>)
ja jos ja vain jos G1,G» € F ovat isomorfiset.
D (G,v) = [D1(G,v),...,Dn (G,v)]. Sertifikaatti on myds invariantti.

D (G, v):n arvojen jarjestys voidaan valita esim. listojen
leksikografiseksi jarjestykseksi.

Solmuinvarianteista saadaan uusia solmuinvariantteja, esim.
montako kaarta v:std menee Bp [7]:n solmuihin:

D, (G,v) = |[{v,v'} € E:v" €Bp[r]].
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Solmun eksentrisyys ja puun keskusta Sertifikaatti juurrutetuille puille

Olkoon d (v, v2) solmujen v; ja vy vdlisen polun pituus. Olkoon

e (v) =maxy ey d (v,v’) solmun v eksentrisyys. . . . . . .
) vevd(v,v) vy Juurrutettu puu on puu, jonka solmuista yksi on nimetty juureksi.

Yhtenaisen verkon keskusta koostuu solmuista, joiden Lasketaan sertifikaatti: poistetaan puusta juuri v, jonka jilkeen
eksentrisyys on pienin. Puun keskustassa on enintdadn 2 solmua, meilld on yksi tai useampi alipuu. Lasketaan kunkin alipuun
jotka ovat naapurit. sertifikaatti pitden juurena solmua, joka oli v:n naapuri.

Tod: Olkoon e (vy) = e (v2) < e (V') kaikille v’ € V, olkoon Sertifikaatti saadaan lopulta liittdmalla yhteen 0, alipuiden
{vy,v2} ¢ E ja olkoon v3 jokin solmu polulta v;:std vo:een. sertifikaatit leksikografisessa jarjestyksessd, ja 1.

Olkoon v4 jokin solmu, jolla d(v3,v4) = e(v3). Joko polku v;:sta Sertifikaatti puiIIe

V4:3dn tai vy:sta v4:ddn kulkee v3:n kautta; siis joko e(vy) > e(v3)
tai e(vy) > e(v3) — ristiriita. Koska keskustan solmut ovat

naapureita, ne muodostavat klikin, mutta puussa suurin
mahdollinen klikki on kooltaan 2. Jos puun keskustaan kuuluu kaksi solmua, nimetadan nama solmut

juuriksi, poistetaan niiden vdlinen kaari, lasketaan syntyneiden
kahden juurrutetun puun sertifikaatit ja liitetddn ne
leksikografisessa jarjestyksessa.

Jos puun keskustaan kuuluu vain yksi solmu, juurrutetaan puu
siitd ja lasketaan sertifikaatti juurrutetulle puulle.

Jos puussa on muitakin kuin lehtisolmuja, lehtisolmu ei voi kuulua
keskustaan, silla sen naapurin eksentrisyys on pienempi. Jos
tadllaisesta puusta poistetaan lehtisolmut, jaljelle jadneiden
solmujen eksentrisyys pienenee yhdelld ja keskusta sdilyy samana.
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Sertifikaatti puille

Edellisen kalvon sertifikaatin saa laskettua esim. seuraavasti.
Tassa etsitddn keskipistetta samalla kun sertifikaattia lasketaan, ja
sertifikaatin osat menevat hieman eri jarjestykseen kuin edella.
Nimea kaikki solmut 01:lla.
Niin kauan kuin on vahintdaan 2 solmua:

aseta T - ei-lehtisolmut (deg > 1)

jokaiselle x € T

> poista x:n nimestd alusta 0 ja lopusta 1

> muodosta joukko Y x:n ja sen naapurilehtisolmujen nimista

> liitd Y:n alkiot yhteen leksikografisessa jarjestyksessa, lisaa 0 alkuun ja 1
loppuun, ja kirjoita tulos x:n nimeksi

poista graafista x:n naapurilehtisolmut

Jos jaljella on 1 solmu, sen nimi on sertifikaatti; jos jaljella on kaksi solmua,
sertifikaatti on niiden nimet leksikografisessa jarjestyksessa yhdistettyna.
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Idea: jarjestetddn solmut solmuinvarianttien maaraamaan
jarjestykseen. Ositetaan graafin solmut solmuinvarianttien avulla
jarjestetyksi ositukseksi B. Olkoon Il niiden permutaatioiden
joukko, jotka sailyttavat osituksen mukaisen jarjestyksen: jos

u € Bjjav € Bj, niint (1) <1 (V), jos i< j. Nyt

cert (G) = min{Num,T (G):1m e Hg} .
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Sertifikaatti graafeille

Permutoitaessa graafin G = (V,E) solmuja permutaatiolla
1T € Sym (V) saadaan insidenssimatriisi

_y Lijos {m(u),m(v)} €
An (@) [u,v] = { 0 muuten
Numy (G) saadaan lukemalla A (G):n diagonaalin alapuoliset
alkiot binaarilukuna:
ay1 A31A32A41 ...A443A51 ...A54 ...

Yksinkertainen sertifikaatti:

anl ..-Ann-1

min {Numg (G) : 7t € Sym (V) }

tulee etsineeksi samalla suurimman riippumattoman joukon, mika
on paatosongelmana NP-tdaydellinen ongelma. Graafi-isomorfismin
ei kuitenkaan uskota olevan niin vaikea ongelma.

Harri Haanpaa 138

T-79.5202 Kombinatoriset algoritmit Kevat 2006

Sertifikaatti graafeille / osituksen parannus

Olkoon B = [By,,..., By, ] graafin G solmujen
(solmuinvariantteihin perustuva) jarjestetty ositus. Jos B on
diskreetti (kussakin epatyhjassa B [i]:ssa tasan yksi alkio), olemme
valmiit; muuten pyritddn muodostamaan solmut yha paremmin
erottelevia solmuinvariantteja, jolloin myds Il; pienenee.
Merkitdan Dt (G,v) = |v' : {v,v’} € E,v’ € T|. Invariantti
ilmaisee, montako naapuria v:lla on T:ssa.

Parannetaan ositusta: jos on solmut u,v € By, ja jokin T = By,
siten, ettd D7 (G,u) # Dt (G, V), jaetaan B,, pienemmiksi osiksi
Dr:n indusoimalla tavalla Dr:n arvojen mukaiseen kasvavaan
jarjestykseen. Kun Dg,, (G,u) = Dg,, (G,v) kaikillai jau,v € Bj,
ositus B on tasasuhtainen. On tdrkead, ettd jarjestys, jossa
ositusta parannetaan, on invariantti!
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Esimerkiksi:

Paranna(A):
B—-A
olkoon § lista B:n alkioita
while § + @:
poista S:std sen ensimmadinen joukko T
jokaiselle B[i] € B (jarjestyksessa):
jokaiselle h: L[h] — {v € B[i]: Dt (G,v) = h}
jos on useampia kuin yksi epadtyhja L[h]:
korvaa B[i] joukoilla L[h;]...L[hy,]
(jarjestyksessa)
lisdd joukot L [h] listan S jatkoksi (jarjestyksessd)
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cert(B,G):
paranna(B)
jos B diskreetti:
laske B:std 1r; return Numg (G)
muuten:
etsi pienin i, jolle |B;| > 1
best — o
kullekin x € B;:
B’ =[By,...,Bi-1, {x},B; \ {x},Bis1,...]
t — cert (B, G)
jost < best: best — t
return best

Harri Haanpaa

Sertifikaatti graafeille

Lasketaan graafin G = (V, £) sertifikaatti. Aloitetaan osituksesta
B = {By}, missd By = V. Hienonnetaan ositusta, kunnes se on
tasasuhtainen, jolloin kuvataan graafin solmut osituksen
madrdaamaan jarjestykseen ja lasketaan sertifikaatin arvo.

Jos ositus on tasasuhtainen, mutta ei diskreetti, etsitdan
ensimmadinen joukko, jossa on enemman kuin 1 alkio, erotetaan
joukosta kukin alkio vuorollaan omaksi joukokseen, sovelletaan
rekursiota ja valitaan pienin saatu sertifikatti.
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Symmetrioiden hyvaksikaytto

Jos kahdessa haun haarassa saadaan sama Numg (G) = Num (G),
niin (G) = u(G), jamu(G) = G, joten Ty on G:n
automorfismi.

Loytyneet automorfismit voidaan kerata ryhmaksi ja esittdaa
Schreier-Sims-muodossa.

Kun haussa on edetty pisteeseen, jossa B; on ensimmadinen
joukko, jolla |B;| > 1, valitaan ensin jokin x € B; ja tutkitaan haara
kuten edelld. Taman jdlkeen tehddan kannanvaihto tunnetuille
automorfismeille niin, ettd By on By:n sisdltama alkio, kun k < i, ja
Bi = x. Nyt ‘U; (x) on x:n rata tunnetuilla automorfismeilla; muita
radan alkioita kuin x ei tarvitse automorfismin perusteella
tarkastella.

Tietenkin, jos automorfismiryhma tunnetaan (edes osaksi) ennalta,
voidaan se syottaa valmiiksi.

Harri Haanpaa
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Joukkojarjestelmien isomorfisuus Yleisempi orderly algorithm

Rakenteiden isomorfiaedustajia voidaan generoida seuraavasti:
jaetaan rakenteet tasoihin. Kun on konstruoitu tason n
isomorfialuokat (isat), konstruoidaan niista tason n + 1

Joukkojirjestelmien (X, B) isomorfisuutta voidaan tarkastella isomorfialuokat (lapset) seuraavasti, missa luokka konstruoidaan
graafi-isomorfismina seuraavasti: konstruoimalla sen edustaja:

Esitetiin joukkojirjestelmé graafina G = (V, ), missi Konstruoidaan kustakin isdstd jokin joukko lapsia. Ongelma on,
V-XUBjaF ={{x,Bl:x€X,BEBx c B}i Taman jilkeen ettd jotkin lapset voivat tulla konstruoiduiksi useita kertoja, 1) eri
pitdd vain pitdd huolta siitd, ettd X-solmut ja B-solmut eivat mene tai 2) samoista isista.

se!<a|5|n; voidaan alustaa sertifikaatin laskenta solmujen 1. maadritelladn lapsille kanoninen isi eli se tason n rakenne,
osituksesta [ X, B].

josta ne pitad konstruoida, ja tarkistetaan haussa, etta lapsi
on konstruoitu kanonisesta isdstddn. Jotta menettely toimisi,
on varmistuttava, ettd jokainen mahdollinen lapsi voidaan
generoida kanonisesta isdstaan.

2. tehddan samasta isdstd generoitujen lasten isomorfiakarsinta.
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Orderly algorithm graafeille

Ei-isomorfiset graafit voidaan konstruoida dskeiselld idealla: tason

n rakenteina ovat n-solmuiset graafit. Olkoon f funktio, joka

poistaa graafista suurinumeroisimman solmun. Olkoon c funktio,

i ) ) joka laskee graafin kanonisen muodon. Nyt F (G) = f (c (G)).

Kustakin tason n rakenteesta p konstruoidaan vuorollaan joukko J i 9 ) . i ] VLF(G) = f(e(6))
Q tason n + 1 rakenteita. Jokaiselle ¢ € Q lasketaan F (q) = p’, Ainoa tason 1 graafi on yksisolmuinen ja kaareton. Tason n
jokin tason n rakenne. F:n pitid olla sellainen, etti se siilyttaa graafeista saadaan tason n + 1 graafit seuraavasti: Tarkastellaan
isomorfismin: jos 41 = gz, niin F (q1) = F (q2). Hylitadn ne g € Q vuorollaan kutakin tason n graafia G. Muodostetaan graafit, jotka
joilla p ja p’ eivit ole isomorfiset (p # p’). Karsitaan vield Q:n saadaan lisaamalla G:hen solmu v ja kaaria, joiden toinen
jaljelle jaaneita alkioita siten, ettd jdljelle jaa vain yksi kunkin paateplste onv. ,Lasketaan kunkin n%'n saa.dun graa.lﬁn H )
isomorfialuokan edustaja. kanoninen isd: G’ = F (H). Jos G # G’ — voidaan esim. vertailla

onko c(G) # c(G") — hylatdan H. Poistetaan ylimaaraiset
keskendan isomorfiset graafit H ja valitaan seuraava tason n
graafi.

Jos kukin tason n graafien isomorfismiluokka on edustettuna, niin
kukin tason n + 1 graafien isomorfismiluokka tulee edustetuksi,
silld jokaiselle n + 1-solmuiselle graafille H patee, ettd H:n kanssa
isomorfinen graafi on mahdollista generoida f (c (H)):n kanssa
isomorfisesta graafista.
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Osajoukon radat

G olkoon X:n permutaatioryhmad ja S < X. Ryhman alkio g
vaikuttaa S:aidn tavallisesti siten, ettd g (S) = {g (s) : s € S}. Ndin
G siis permutoi myos X:n osajoukkoja.

S:nrataon G (S) = {g(S) : g € G}. Jos joukkojirjestelmélli on
epatriviaali automorfismiryhmd, sen blokkien joukko on unioni
osajoukkojen radoista: jos S € B, on oltava myos g (S) € B kaikilla
g €G.

S:n stabiloija G:ssion Gs = {ge G:g(S) =S}. Ggon G:n
aliryhma, silla se on suljettu ja epdtyhja.

Lemma: |G| = |G (S)| - |Gs].

Tod: Kuten kalvolla Alkion rata; ajatellaan ryhman vaikuttavan X:n
osajoukkoihin.

Vasempia sivuluokkia on |G| / |Gsl, ja jokainen kuvaa S:n eri
joukolle, joten |G (S)| = |G|/ |Gs].
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Esimerkki: Ramseyn luku

V:n 2-osajoukkojen radat ovat

{10,1},{1,2},{2,3},1{3,4},{4,5},{5,6},{6,7},{0,7}}
{10,2},{1,3},{2,4},{3,5},{4,6},{5,7},{0,6},{1,7}}
03 = {{0,3},{1,4},{2,5},{3,6},{4,7},{0,5},{1,6},{2,7}}
10,4}, {1,5},{2,6},{3,7}}.

01 =

Kokeilemalla huomataan, ettd kaarijoukot £ = O3 U O4 ja
E = 01 U O4 tayttavat ehdot.

Harri Haanpaa 1l

Esimerkki: Ramseyn luku

Ramseyn luku R (k, ) on pienin kokonaisluku n, jolla kaikki n
solmun graafit sisdltavat k solmun klikin tai I solmun
rippumattoman joukon. Osoitetaan, ettd R (3,4) > 8 etsimallda 8
solmun graafi, jossa ei ole 3 solmun klikkia eikd 4 solmun
ripppumatonta joukkoa.

Rajoitetaan hakuavaruutta arvaamalla, ettd voimme l6ytdd ehdot
tayttavin graafin G = (V = {0,1,...,7},E), jonka
automorfismiryhma on syklinen:

Aut (G) =((0,1,2,3,4,5,6,7)).

Talléin £ on unioni V:n 2-osajoukkojen ratoja.
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Esimerkki: Ramseyn luku R(5,9) > 120

On olemassa 120 solmun verkko, joka ei sisdlla 5-klikkia eika
9-riippumatonta joukkoa. Se voidaan léytda tabu-haulla:

» Jaetaan kaaret ratoihin kuten edella (syklinen
automorfismiryhma).

» Valitaan satunnainen osajoukko ratoja.

» Lisataan verkkoon tai poistetaan siita toistuvasti sellainen
osajoukko, ettd muutos johtaa verkkoon, jossa on
mahdollisimman vdahan 5-klikkeja tai 9-riippumattomia
osajoukkoja.

» Ei kuitenkaan koskaan lisata tai poisteta kaarijoukkoa, joka on
lisdtty tai poistettu viimeisen 12 siirron aikana.

(V,E), missaE = {{v,v+d (mod 120)}:d € S,v € V},
YV =1{0,...,119} jas=1{2,3,6,7,13,15,17,18,19, 20,22, 23, 28,
29, 31, 33, 41, 42,43,45,48,52,53, 54,60}, toteuttaa ehdot.
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Symmetristen objektien generointi

Jos kombinatorista objektia etsittdessa hakuavaruus on liian suuri,
voidaan rajoittaa hakuavaruutta rajoittamalla tarkastelu
objekteihin, joilla on (vdhintdan) tietty automorfismiryhma.
Esimerkki: X = {0,...,24} ja G = ((0,1,...,24)). Kun B on
joukkojen {0,8,13}, {0, 2,3}, {0,4,11} ja {0,6,15} ratojen unioni,
(X,B) on STS (25). (Steinerin kolmikkojarjestelmd, jossa | X| = 25;
jokainen X:n pari esiintyy tasan yhdessa B:n osajoukossa).
Voitaisiin tietysti myos luetella kaikki sata 3-osajoukkoa.
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Ratainsidenssimatriisiesimerkki

Olkoon X = {0,...,4} ja G = ((0,1,2,3,4)).
2-osajoukkojen radat ovat

Ar {{0,1},{1,2},{2,3},{3,4}, {4,0}} ja
Az {10,2},{1,3},{2,4},{3,0}, {4,1}}.

3-osajoukkojen radat ovat

n = {{0,1,2},{1,2,3},{2,3,4},1{3,4,0},{4,0,1}} ja
L = 1{{0,1,3},{1,2,4},{2,3,0},{3,4,1},{4,0,2}}.
Ratainsidenssimatriisi Ay3 = i ; . Esimerkiksi a»> voidaan

laskea valitsemalla Ty = {0, 2} € A» ja toteamalla, ettda Ty sisdltyy
I>:n joukoista kahteen ({2, 3,0} ja {4,0,2}).
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Ratainsidenssimatriisit

Ratainsidenssimatriisi: kun G on X:n permutaatioryhma ja
0 <t <k < |X], ratainsidenssimatriisi A;x on Nt X Ni-matriisi,
jossa rivi i vastaa t-osajoukkojen rataa A;, sarake j vastaa

k-osajoukkojen rataa Iy, ja a;; = HK S Fj} :K DTy, missa
To € A;.

Osoittautuu, ettd a;j = HK € l"j} :KD TO‘ ei riipu valitusta
Ty € A:sta:

Jos Ty, Ty € A, on olemassa g € G, jolla g (Ty) = Tj. Jos
To € K €T, niin Tj < g (K).
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Ratainsidenssimatriisin laskeminen

Seuraava algoritmi laskee ratainsidenssimatriisin naiivisti. R ja S
ovat t- ja k-osajoukkojen (t < k) rataedustajien joukot.

for g € G:
for T € R:
forK € S:
if T < g (K):
A[T,K] - A[T,K]+1
for K € R:
stab < 0
for g € G:
if g (K) =K:
stab < stab +1
for T € R:
A[T,K] - A[T,K] /stab
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Burnsiden lemma Burnsiden lemma

. _ . _ Tarkastellaan k-osajoukkoja, joihin permutaatioryhma vaikuttaa
(Frobenius, 1887) Jos aarellinen ryhma G vaikuttaa aarelliseen luonnollisella tavalla.

joukkoon X, ja N on ratojen lukumdard, niin Merkitdaan F(g):1la, montako k-osajoukkoa g kiinnittaa:

1
N:mzp(g), F(g)=|iScsX}:ISI=kjag(s)=S5]|.
geG
F(g):n laskemiseksi lasketaan ensin g:n syklien pituusjakauma ja

merkitddn
Tod: yo. summassa kukin x € X lasketaan |G| kertaa (Gx:n type (g) = [t1,...,tn],

madritelman mukaan). Jos x ja v ovat samalla radalla, niin

|Gx| = ‘Gy , joten radan kaikki |G|/|Gx| alkiota lasketaan |G|
kertaa, yhteensa siis |G| kertaa. Joka radasta summaan tulee |G|,
jolla jakamalla saadaan ratojen maara.

missd F (g) on niiden x € X lukumiiri, joille gx = x.

missd t; on i-pituisten syklien lukumaara. Jos g (S) = S, niin S on
unioni joidenkin g:n syklien alkioista.

Jos S:ssd on ¢; syklid, joissa on i solmua, niin on oltava ¢; < t;, ja
k = >;ici. Annetuille ¢;:n arvoille sellaisia joukkoja on []; (2)

Burnsiden lemma k-permutaatioiden radat
o on X:n k-monikko, jos o = [x1,...,Xk], missd x; € X. Jos
Lasketaan annetulle k ja annetulle [ty,...,t,] rekursiolla kaikki ;{‘i * xj’tkurt]'l':jt J, o oknkX:n I;pe;{rr;utaano. X:n
mahdolliset c;-yhdistelmat, joille ¢; < t; ja k = >;ic;: -permutaatioiden joukko on II; (X).
chiG(n, k. i,t): Vastaavasti kuin osajoukoille permutaatioryhman luonnollinen
if i — lfx’:—O. vaikutus on,
ifiom el g(o) =[g(x1),...,9 (xx)]
if k = 0: ja
x—x+T1 (4) G(o)=1{g(0):g€G}.
return
C; — {0,...,min (t;, | k/i])} Burnsiden lemman tapaan
for x € C;: - 1
Ci =X Nk=@z,)?k(g),
chiG(n,k —ic;, i+ 1,t) geG
return x _—
missa
Xk =[{o el (X):g (o) =0}
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Burnsiden lemma - esimerkki Sivuluokat, transversaalit ja radat
Montako oleellisesti erilaista viisiraitaista lippua on, kun kukin Olkoon G joukon X permutaatioryhma ja (X, B)
raita on joko sininen, valkoinen tai punainen? Lippuja ei pideta joukkojarjestelma. Kun g € G, merkitaan
oleellisesti erilaisina, jos toinen saadaan toisesta peilaamalla.

Lippuja voidaan tarkastella listoina [c1, c2,...,cn], missd kukin g(B)=1{g(S):S € Bj.

¢; € C. Vaihtoehtoja on siis |C|"™. Ryhma koostuu kahdesta

. . . . ] . . N ‘n iloija on aliryhma
permutaatiosta, identiteetistd ja peilauksesta T, joka vaikuttaa yt B:n stabilolja on aliryhma

lippuun s.g. T [cl,...., Cnl = [cn,.:.,cl]. Las.l.<eta.1ar.1mkummallekin H={geG:g(B) =B} <G.
permutaatiolle 1r, kuinka monta lippua se kiinnittda. F (I) = |C|"

ja F (1) =|CI"™! ja lippujen maara on On siis olemassa H:n vasen transversaali T = {g1,...,9r}.
N = % <|C|n + |C|[n/2]) eli tassa esimerkissa Teoreema: B:n radassa on v = |G| / |H| alkiota, ja

3 (243 +27) = 135. G(B)=T(B) =1{g1(B),...,gr (B)}.
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Transversaalin laskeminen

Laskemalla Gg < G:n transversaali T ja sitten T (B) saadaan B:n
rata G (B).

Alla lasketaan transversaali varsin naiivisti tarkistamalla kullekin
ryhman alkiolle, onko jokin saman sivuluokan alkio jo
transversaalissa. Ellei, lisdatadn alkio transversaaliin.

Todistus: Edelleen kalvon Ryhman vaikutus mukaan. Nyt ryhma G
vaikuttaa joukkojarjestelmiin. Vasemmassa transversaalissa on
|G|/ |H]| alkiota, joista jokainen kuvaa B:n eri joukkojarjestelmalle

- jos olisi gi (B) = g; (B), niin gi‘lgj (B) = gi‘lgi (B) =B, ja Transversal(H,G):
g:'g; € H. Nyt g; ja g; kuuluvat samaan sivuluokkaan, silla v — |G|/ |H]|
giH = gi <gi—1ng) = gjH, jaon oltava g; = gj; transversaaliinhan fTo;_gge G
kuuluu vain yksi edustaja kustakin sivuluokasta. forteT:
ift~lg e H:
goto skip
T—Tu{g}
if |T| =m:
return T
skip:
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