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1. Osoita, että jos a = 〈an〉, b = 〈bn〉 ja c = 〈cn〉 ovat (kompleksisia) lukujonoja, mis-

sä cn =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k, niin jonojen eksponentiaalisten generoivien funktioiden

kesken on voimassa suhde ĉ(z) = â(z)b̂(z).

2. Ns. Bellin luku bn ilmaisee, montako erilaista ositusta (ekvivalenssirelaatiota) voi-
daan muodostaa n alkion perusjoukossa. (Toisen lajin Stirlingin lukuja käyttäen

voitaisiin siis kirjoittaa bn =
∑n

k=1

{
n
k

}
.) Osoita, että Bellin luvut bn toteuttavat

rekursioyhtälön

bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk, b0 = 1,

ja johda tämän perusteella jonon b = 〈bn〉 eksponentiaalinen generoiva funktio
b̂(z). (Vihje: Derivoi jonon egf-sarja ja ratkaise syntyvä di�erentiaaliyhtälö.)

3. Olkoot A = (A, wA) ja B = (B, wB) kaksi painotettujen kombinatoristen struk-
tuurien perhettä. Muodostetaan näiden tulo A × B = (C, wC) määrittelemällä
perusjoukossa C = A × B painofunktio wC((α, β)) = wA(α) + wB(β). Osoi-
ta, että näin määritelty tulokonstruktio on tgf-kelpoinen, so. että tuloperheen
struktuurien tgf voidaan laskea suoraan komponenttiperheiden tgf:ista. (Oh-

je: Muodosta tgf-summat yli kuhunkin perheeseen kuuluvien struktuurien, so.
c(z) =

∑
σ∈C zwC(σ) = · · ·)


