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1. Ratkaise seuraavat rekursioyhtélét generoivien funktioiden avulla:

()

ag = 17
ap = 20p—1 + n, n > ]-u

SOZOa
Sp = Sp_1 +n?%, n>1.

2. (a) Tarkastellaan formaalia potenssisarjaa F(X) = (Exp(X) — 1)/X =
Ym0 Gy X - Totea, ettd tilld on kiénteissarja B(X) = X/(Exp(X) — 1)
ja médritd formaalisti sarjan B(X) =, %X" kertoimet By, ..., By.

(b) Tehtdavin (a)-kohdassa méiiriteltyja kertoimia B, sanotaan Bernoullin lu-
vutksi. Osoita, ettd ne toteuttavat rekursioyhtalon

B, =Y (")Bk, n> 9.
k=0 k

(Vihje: Potenssisarjojen tulokaava.)

3. Involuutio on permutaatio, joka on oma kiddnteiskuvauksensa. (Syklihajotelmaa
ajatellen timé tarkoittaa siis sité, ettd permutaatiossa on vain yhden ja kahden
pituisia syklejd.) Muodosta yksinkertainen rekursiokaava n alkion involuutioiden
méérélle, ja tdmén perusteella involuutioiden luokan egf. (Vihje: Osita joukon
[n] = {1,...,n} involuutiot sen mukaan, mitd muita alkioita on samassa syklissi
alkion n kanssa.)

4. Madrita seuraavat tavalliset generoivat funktiot suoraan ao. kombinatoristen per-
heiden rakenteen perusteella:

(a) Tgf jonolle (a,), missi a, = sellaisten numeroista 1 ja 2 koostuvien merkki-
jonojen lukumééri, joiden numeroiden summa on n. (Laskemalla todetaan,
ettd ag =1, a1 = 1, ay = 2, a3 = 3, a4 = 5 jne.)

(b) Tgf jonolle (b,), missd b, = n-solmuisten nimeiméttomien juurrettujen jar-
jestettyjen puiden méérd. (Puu on juurrettu, jos silld on erikseen osoitettu
juurisolmu ja jdrjestetty, jos kunkin solmun jilkeldisten kesken on méari-
telty jéirjestys vasemmalta oikealle. Téssd tapauksessa on by = 1, by = 1,
by =1, b3 = 2, by = 4 jne. Vihje: Tarkastele ensin epdtyhjid puita.)



