T-79.5102 Syksy 2005
Laskennallisen logiikan erikoiskurssi

Laskuharjoitus 1

Ratkaisut

1. Jokaista graafin solmua a kohden otetaan lausejoukkoon atomilause
A, joka on tosi tdsmailleen silloin, kun a kuuluu ytimeen. Lausejoukko
muodostetaan kiyttden kahta eri muotoa olevia lauseita.

(a) Kaikille kaarille (v, u) € F lisétdédn lause =V V =U.

(b) Jos solmun v seuraajat ovat ui, . . ., u,, niin lausejoukkoon lisdtaan
-V - U, V---VU,. Mikili v:113 ei ole seuraajia lainkaan, asete-
taan implikaation oikealle puolelle uusi atomi 1, joka on epétosi
kaikissa malleissa.

Graafille GGy lausejoukoksi K tulee:

-AV-B -BV-C

-CVvV-D —-DV-A

-A— 1 —-B— AVC

-C — D -D— A
-1

Yritetddn etsid lausejoukolle K7 mallia semanttisella taululla. Taulu on
esitetty kuvassa 1. Taulu on tehty ainoastaan siihen asti, etta kaikki ato-
milauseet saavat totuusarvon avoimessa haarassa. Tamaén jilkeen téy-
tyy vield tarkistaa, ettd myos kisittelemétta jatetyt lausejoukon lauseet
toteutuvat annetulla totuusjakelulla {A,—B,C,—~D}. Koska niin ta-
pahtuu, on {a, c} graafin G; ydin.

Graafin G5 vastaava lausejoukko K5 on:

-AV-B -AV =D
—-AvV-C -BV -C
-C'V-D -DV-B
-A—-Bv(CVvVD -B-—C(C
-C — D -D — B

Koska lausejoukolla ei ole malleja (semanttinen taulu kuvassa 2), ei
graafilla ole ydinta.



Kuva 1: Graafin G; semanttinen taulu
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Kuva 2: Graafin Gy semanttinen taulu (mukana vain relevantti osa ja véli-
vaiheita on sivuutettu)

2. Graafia G5 vastaava lausejoukko K3 on:

—-FEV-F -FV-A
-AvV-B -BV -C
-C'V-D -DV-F
-BV-FE =DV -C
-A—-B —-B—-CVE
-C—-D -D—-CVE
-F — F -F— A

Koska halutaan osoittaa, ettd a ja d eivit voi kuulua samaan ytimeen,
tarkistetaan pateek6 K3 F AV —D. Kéytinnossa tdmé tarkistus teh-
déddn asettamalla semanttisen taulun juureen toden lausejoukon liséksi
lause F'(—AV —D) ja tarkistamalla pafstaanko ristiriitaan. Taulu yk-
sinkertaistuu hieman, kun testi kirjoitetaan muodossa T'(AA D). Koska
kaikki taulun kaikki haarat sulkeutuvat (kuva 3), viite pétee.

Téassé esimerkissd on lausejoukon K3 kaikki mallit helpointa 16ytaa ko-
keilemalla. Oletetaan ensin, ettd A on tosi. Talloin valttaméattd —B ja
—F', joten myds E:n on oltava tosi. Tastd puolestaan seuraa —D, jos-
ta puolestaan C'. Kiinnittdmaélla A:n arvo todeksi saadaan siis suoraan
implikaatioita ja disjunktioita ketjuttamalla kaikille atomilauseille to-
tuusarvot. Saatu totuusjakelu toteuttaa kaikki lauseet, joten {A, C, E,
-B,-D,=F} on K3 malli ja {a,c,e} graafin ydin.

Jos puolestaan oletetaan, ettd —A on tosi. T&lloin ndhddan suoraan,
ettd B ja F' ovat tosia, joten —F ja —C ovat myos. Tamaén jialkeen on
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Kuva 3: Graafin G3 semanttinen taulu (mukana vain relevantti osa ja vili-
vaiheita on sivuutettu)



pakko valita D todeksi, joten toinen malli on {—A, B,-C, D,—~FE, F},
jota vastaa ydin {b, d, f}.

Muita mahdollisia malleja ei ole, silld, A:n totuusarvon kiinnittdminen
kiinnitti myos muiden atomilauseiden totuusarvot.



