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1. DP-menetelmin perusideat'

Tehokkaimmat nykyiset lauselogiikan ratkaisumenetelmat

pohjautuvat DP-menetelmiin [Davis-Logemann-Loveland, 1962],

jota usein (hieman epatarkasti) kutsutaan
Davis-Putnam-menetelmaksi [1960].

Kysymyksessa ns. refutaatiomenetelma: lause P todistetaan
aloittamalla lauseesta —P ja johtamalla ristiriita:

Lause =P muunnetaan klausuulijoukoksi (konjunktiivinen
normaalimuoto), joka osoitetaan toteutumattomaksi.

Menetelmalld voidaan myds hakea klausuulijoukolle mallia/malleja.

Taydellinen menetelma: paattdd jokaisen klausuulijoukon osalta,
onko joukko toteutuva vai ei.
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Perusideat (jatkoa) I \

Klausuulijoukon S toteutuvuutta tutkitaan muodostamalla
DP-taulu, joka on rakenteeltaan puu, jonka juurisolmuna on S

Taulun jokaisen solmun (klausuulijoukon) lapsisolmut saadaan

muuntamalla ko. solmua muunnossiaannailla.

Muunnokset sdilyttavat toteutuvuuden:
Jos solmu (klausuulijoukko) on toteutuva, ainakin yksi sen

muunnoksella saaduista lapsista on myos toteutuva.

Klausuulijoukkoja muunnetaan, kunnes on ilmeistd, ovatko ne
toteutuvia vai ei (eliminoimalla toteutuneet klausuulit ja muista
klausuuleista epitodet literaalit):

(i) Tyhja klausuulijoukko on toteutuva.

(ii) Tyhjan klausuulin sisdltava klausuulijoukko ei ole toteutuva. J

© 2005 TKK, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

T-79.5102 / Syksy 2005 Davis-Putnam-menetelm3

/

© 2005 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

~

Maaritelmia I
Literaalin L komplementti L:
Olkoon A atomilause. A= -Aja A=A
Tyhjd klausuuli: L
Esim. Jos klausuulista AV —B poistetaan literaalit A ja =B, jiljelle
jaa tyhja klausuuli L.

Tyhja klausuuli L on jokaisessa mallissa epatosi.

Klausuulijoukon esikasittely:

(i) Poistetaan kustakin klausuulista moneen kertaan esiintyvat
literaalit.

(ii) Poistetaan tautologiset (aina todet) klausuulit, joissa esiintyy

literaali ja sen komplementti.

/
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2. Muunnosséiéinnéit.

O Yhden literaalin sdant6 (One-literal rule):
Olkoon klausuulijoukossa Syhden literaalin klausuuli L.

Muunnetaan S poistamalla
(i) kaikki klausuulit, jotka sisdltavat literaalin L ja
(i) muista klausuuleista literaali L (yksikkdresoluutio).

O Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Olkoon S= {-A AVBVC,-AVD}.
Yhden literaalin sdd@nté muuntaa joukon S muotoon {BVC}.

Malliehto: —A tosi.

/
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0 Komplementti puuttuu -sdantd (Affirmative-negative rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisadltda literaalin L

muttei yhtdin klausuulia, joka sisilti3 literaalin L.

Muunnetaan S poistamalla kaikki klausuulit, jotka sisdltavat
literaalin L.

0O Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Olkoon S= {AV-BVC,-AV—-C}.

Komplementti puuttuu -sddntdé muuntaa joukon S muotoon

{ﬂA\/ —|C}.

Malliehto: —B tosi.

\

~
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O Peittosdantd (Subsumption rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuulit C; ja Cp siten, ettd Cp
peittd3 klausuulin C; (jokainen klausuulin Cy literaali esiintyy myds
klausuulissa Cy).

Muunnetaan S poistamalla Co.

O Ei malliehtoa!

Esimerkki. Olkoon S= {AV-BV—-C,AV-C,-AV -B}.
Peittosdantd muuntaa joukon S muotoon
{Av —-C,-AvV —B}.

Ei malliehtoa.

\_ /
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0 Haarautumissdanto (Splitting rule):

Olkoon klausuulijoukossa S klausuuli, joka sisiltda literaalin L ja
klausuuli, joka sisilti3 literaalin L.

Muunnetaan S kahdeksi joukoksi § ja §-.

[0 S saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisaltavit literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

O § saadaan joukosta S poistamalla kaikki klausuulit, jotka
sisdltdvit literaalin L ja muista klausuuleista literaali L
Malliehto: L tosi.

Esimerkki. Joukosta S= {AV—-BV—C, -AV —B} saadaan:
Sa = {—B} (malliehto: A tosi) ja
S.a={-BVv—-C} (malliehto: —A tosi).

- /
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3. DP—taqut'

DP-taulut maaritellian seuraavaan tapaan rekursiivisesti:

Maaritelma. Puu T, jonka solmuina on klausuulijoukkoja ja jonka

solmujen asteluku on korkeitaan kaksi, on DP-taulu <=

1. T:n ainoana solmuna (eli sekd juuri- ettd lehtisolmuna) on mik3
tahansa klausuulijoukko S tai

2. T’ on DP-taulu ja T saadaan soveltamalla johonkin T’:n
lehtisolmuna olevaan klausuulijoukkoon S muunnossdantoa ja
littdmalld syntyvat 1 tai 2 klausuulijoukkoa solmun S lapsiksi.

Malliehdot kirjataan kunkin solmun lapsisolmuihin johtaville kaarille.

\_
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Polkuja koskevia méiéiritelmifa"

Olkoon T DP-taulu ja P jokin taulun T polku juurisolmusta S
lehtisolmuun S. Polkua P kutsutaan

1. onnistuneeksi, jos L. € S, ja
2. epdonnistuneeksi, jos S = 0.
Vastaavasti, taulu T on

1. valmis, jos sen kaikki polut ovat joko onnistuneita tai
epdonnistuneita, ja

2. onnistunut, jos sen kaikki polut ovat onnistuneita.

\
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Toteutuvuuden siilyminen muunnoksissa'

Olkoon S klausuulijoukko, jossa on yksiliteraalinen klausuuli L, ja

S joukosta Syhden literaalin sdannolld saatava klausuulijoukko.
Viite. Joukko Son toteutuva <= § on toteutuva.

Todistus. (=) Oletetaan S toteutuvaksi eli l16ytyy totuusjakelu 4
siten, ettd 4 =S Koska L€ S 2 = L.

Oletetaan 4 £ §_ eli Ioytyy C € §_ siten, ettd 4 [~ C.
1. Jos C€ S niin 4 =C. Ristiriita.

2. Jos C saatiin jostain klausuulista C’ € S poistamalla L, niin 2 =C,
koska 4 |=C’ ja 4 (£ L. Ristiriita.

Siis 4 = 9., joten §_ on toteutuva.

/
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Todistus (jatko). (<= ) Oletetaan S toteutuvaksi eli 16ytyy
totuusjakelu 4 siten, ettd 4 = §..

Koska L ei esiinny joukossa S, oletetaan 4 = L.
Oletetaan 4 [~ Seli 16ytyy C € Ssiten, ettd 4 [~ C.
1. Jos C sisilt33 literaalin L, niin 2 =C, koska 4 = L. Ristiriita.

2. Jos C sisiltii literaalin L, niin § sisiltd3 klausuulin C', joka
saadaan poistamalla L klausuulista C.

Koska 4 =8, niin 2 =C’ ja edelleen 2 |=C. Ristiriita.

3. Jos C ei sisilli kumpaakaan literaaleista L ja L, kuuluu C
joukkoon § ja 4 =C, koska 4 = S . Ristiriita.

Siis 4 = Sja Son toteutuva.

Myo6s muilla edelld esitetyistd muunnossddnndistd on tama3 ominaisuus!

. /
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DP-taulujen ominaisuudet II \

Viite. Olkoon S 3érellinen klausuulijoukko ja T juurisolmusta S
modostettu DP-taulu. TallGin

Son toteutuva = jokin taulun T lehtisolmuista on toteutuva.
Todistus. Viite pitd3 paikkansa, jos Son taulun T ainoa solmu

(sekd juuri- ettd lehtisolmu).

Muussa tapauksessa T on muodostettu DP-taulusta T’ liittimall3
siihen lapsisolmu(t) S, (ja S,). Induktio-oletuksen nojalla taulussa T’
on lehtisolmu S, joka on toteutuva.

1. Jos S on S;:n (ja S,) isdsolmu, klausuulijoukko S (tai S,) on

toteutuva, koska muunnossddnnét siilyttavat toteutuvuuden.

KZ Muutoin S on toteutuva ja myds T:n lehtisolmu.

/
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Viite. Olkoon S 3érellinen klausuulijoukko. Juurisolmusta S

muodostettu DP-taulu T on aina darellinen ja saatettavissa valmiiksi.

Todistus. S33ntdjd voidaan soveltaa vain darellisen monta kertaa,
koska Son &arellinen ja jokainen muunnossddnté vahentia
atomilauseiden maarda tai klausuulien maarda (peittosdantd). Néin

DP-taulu muodostuu aina 3arelliseksi.

Oletetaan, ettd taulun T polku P (juurisolmusta Slehtisolmuun S) ei
ole onnistunut eik3 ep3onnistunut. Talléin S #0ja L ¢ S.

Taulun konstruointia voidaan jatkaa valitsemalla klausuuli C € S ja
C:n literaali L. Jos literaali L esiintyy S:ss3, voidaan kiyttii
haarautumissdantdd, muutoin komplementti puuttuu -sdantoéa.

\ /
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/ DP-taulujen ominaisuudet III \

Teoreema. Olkoon S &darellinen klausuulijoukko ja T mik3 tahansa

juurisolmusta S muodostettu valmis DP-taulu.
Talldin Son toteutumaton <= T on onnistunut.

Todistus. Jos Son toteutuva, niin taulussa T on valttamatta
lehtisolmu S, joka on toteutuva (osoitettiin edelld). Koska T on

valmis, ainoana mahdollisuutena on S = 0, joten T on ep3onnistunut.

Jos T on epionnistunut, silld on polku P, jonka lehtisolmulle S patee
S = 0. Valitsemalla totuusjakelu 4 siten, ett3

1. A€ 4, jos polulla P on malliehto A, ja

2. A& 4, jos polulla P on malliehto —A,

Qadaan polulla P esiintyville klausuulijoukoille (S mukaanlukien) malli/
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DP-taulujen ominaisuudet IIII

[0 Vaikka DP-tauluissa kdytettdvat muunnossdaannot sailyttavat

toteutuvuuden, klausuulijoukkojen mallit eivat valttamattad saily.
O Erityisesti komplementti puuttuu -sddnté sulkee pois malleja.
Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa S= {AV B}.

1. Soveltamalla komplementti puuttuu -sdantéd A:n suhteen,
saadaan klausuulijoukoksi S = 0 ja malliehdoksi A.

2. Koska lopputuloksena on tyhja klausuulijoukko, malliehdon A
nojalla klausuulijoukolle S voidaan muodostaa kaksi mallia
Mz = {A} ja My = {A B}.

3. Klausuulijoukolla on kuitenkin kolmas malli M3 = {B}.

\ /
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4. DP-todistukset I

Maaritelma. Lauseen P DP-todistus on onnnistunut DP-taulu T,

Davis-Putnam-menetelm3

jonka juurisolmuna on lausetta —P vastaava klausuulijoukko S

Huomio. Vastaava epdonnistunut DP-taulu antaa lauseelle P
vastamallin (J= P): valitaan epdonnistunut polku P ja totuusjakelu 2
esim. siten, ettd A€ 4 <= malliehto A esiintyy polulla P.

Teoreema. DP-todistusten virheettémyys ja tadydellisyys:
Lause P on pitevd <= lauseella P on DP-todistus.

Todistus. Lause P pateva
<= lauseen =P klausuulimuoto Son toteutumaton

<= juurisolmusta S muodostettu valmis DP-taulu on onnistunut

<= lauseella P on DP-todistus.

\_ /
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Esimerkki. Todistetaan 9= (P—Q)A(Q—P)A(-P— Q) = PAQ.

5. Soveltaminen p3ittelytehtavissa

1. Muunnetaan lauseen negaatio klausuulimuotoon:

(P=QA(Q—=P)A(-P—=Q)A=(PAQ)
~ {=PVvQ, -QVP, PVQ, =PV -Q}.

—\(p'w-)

2. Muodostetaan onnistunut DP-taulu (malliehdot annettu suluissa):

{-PvQ, -QVP, PVQ, -PV-Q}

(P) | (=P)
{Q-Q}{-Q,Q}
Q | (=Q

Ly ] {4

© 2005 TKK, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

17

18

T-79.5102 / Syksy 2005 Davis-Putnam-menetelm3

/

Esimerkki. Tutkitaan, onko lause @=
(R—PVQ)A(PVQ)A(R— -Q)A(QVIA(S—R) — SAR
pateva.
1. Haetaan lauseen negaatiolle —@ klausuulimuoto S=

{-RVPVQ, PVQ, -RV-Q, QVS -SVR, =SV -R}

2. Muodostetaan DP-taulu (seuraava kalvo).

3. Ep3onnistunut polku (klausuulijoukko tyhj3) antaa alkuperéiselle
klausuulijoukolle mallin 2 = {P,Q}.

4. Koska klausuulijoukko Son ekvivalentti lauseen =@ kanssa,
alkuperdiselle lauseelle @ saatiin ndin vastamalli 4.

/
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00 DP-taulusta muodostuu seuraava:

{-RVPVQ, PVQ, -RvV-Q, QVS —-SVR, =SV -R}
(peittosaantd)
{PVQ, -RV-Q, QVS -SVR, -SV-R}
(P)
{-Rv-Q, QVS -SVR, =SV -R}
(=R) (R)
{Qvs -S}{-Q, QvS-§}

(=9 (—Q)

{Q} {S—S}

Q) (S

{} {1}

© 2005 TKK, Tietojenkssittelyteorian laboratorio

19

20



Davis-Putnam-menetelm3

6. Vertailu semanttisten taulujen kanssa'

0 Semanttisissa tauluissa ei kdytetd haarautumissdantda.

T-79.5102 / Syksy 2005

0 DP-tauluilla voidaan simuloida polynomisesti klausuulijoukolle
muodostettavaa semanttista taulua. Esimerkiksi

T(Ll\/Cz) {...,Ll\/Cg,...}

/ e (L1) (L1)
L TG (. M Ca)

[0 Semanttisella taululla ei voi simuloida polynomisesti DP-taulua.
Esimerkki: {-PVvQ, -QVP, PV Q, =PV -Q}

Davis-Putnam-menetelma on vahvempi todistusmenetelma kuin

taulut ilman haarautumissdantoa.
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7. Menetelman muunnelmia I

0 Literaali epdonnistuu -saanto:

-

Jos tyhja klausuuli saadaan joukosta SU{L} kayttdmilld yhden
literaalin s33nt63, poistetaan kaikki klausuulit, joissa esiintyy L ja
muista klausuuleista literaali L.

O Malliehto: L.

Esimerkki. Olkoon S= {AVB, -BVC, -CV A}.
Yhden literaalin s3annolla:
SU{-A} ~ {B, -BVC, -C} ~» {C, =C} ~ { L}

Saadaan muunnettu klausuulijoukko S={-BV C}.

\l\/lalliehto: A
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O Literaalipari epdonnistuu -sdanto:
Jos klausuulijoukosta SU{L1,L2} saadaan kiyttdmalla yhden
literaalin siintéd L, lisitdian joukkoon S klausuuli Ly V L.

0 Poista 1-literaalit -sdanté:

Literaali L esiintyy tismilleen yhdessid Sin klausuulissa LV Cp ja L
esiintyy K klausuulissa LV Cy,...,LVCy.

Korvataan joukossa Sem. k+ 1 klausuulia k klausuulilla

CoVCyq,...,CoVvCy.

Esimerkki. Olkoon S= {AV-BVC,-CV A}.
Yhden literaalin s3anndlla:

SU{-A B} ~ {B,-BVC,—C} ~~ {C,-C} ~ {L}

Joten joukkoon Slisitadn klausuuli AV —B.
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Oppimistavoitteet I

O Ymmarrat DP-menetelmian perusideat

O Hallitset keskeisten muunnossaantojen kayton:

— Milloin kutakin s33anto3 voidaan soveltaa ?

— Millaisia klausuulijoukkoja saadaan s3ant6ja sovellettaessa ?

O Tunnet DP-taulujen perusominaisuuksia ja tieddt peruseron

semanttiseen tauluun n3dhden

[0 Osaat ratkoa loogisia probleemoja DP-taulujen avulla
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