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Kertausta — lausekalkyyli

T-79.3001/144 Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Lausekalkyylin syntaksi

Lausekalkyylin aakkosto:

Ay, Ay, As, ... atomilauseet
negaatio, el
konjunktio, ja
disjunktio, tai
implikaatio, jos...niin

T ] <>

ekvivalenssi, ...jos ja vain jos...
) sulut

S

Symbolit =, V, A, —, «> ovat
lausekonnektiiveja.
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Lausekalkyylin lauseenmuodostussiaannot:

1. atomilauseet ovat lauseita.
2. jos P ja () ovat lauseita, niin myds
- P,
(PVQ)
(PAQ),
(P —Q)Ja
(P < Q)

ovat lauseita.

3. muita lauseita ei ole.

Esimerkki.
Lauseita:

Ay
(A1 — ((A2 < A1) A A3))
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Kaikkia sulkeita ei tarvitse kirjoittaa.

e Sovitaan, ettd uloimmat sulkeet voidaan jattaa
poIs
Esim. lause (AV B) on sama lause kuin AV B.

e Sovitaan konnektiiveille vahvuudet:

— Negaatio — on kaikkein vahvin.

— Disjunktio V ja konjunktio A ovat yhta vah-
voja, mutta heikompia kuin — ja vahvempia
kuin —, <.

— Implikaatio — ja ekvivalenssi «<» ovat kes-
kendan yhtd vahvoja, mutta heikompia kuin
muut konnektiivit.

Esim. (A < (B Vv (') on sama lause kuin
A— BVvVC(C

Seuraava ei ole lause: AV B AC.

Sovitaan, ettd ketjukonjunktio AA(BAC) voi-
daan kirjoittaa muotoon A A B A C, ja ketjudis-
junktio AV (B V (') vastaavasti AV BV C.
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Lausekalkyylin semantiikka

Maaritelma. Lausekalkyylin malli on joukko ato-
milauseita.

Usein kaytetty vaihtoehtoinen maaritelma: kielen,
jonka atomilauseiden joukko on A = { A4, A, .. .},
mallit ovat funktioita v (valuaatio) joukolta A jou-
kolle {true, false}.

Olkoon malli M = {A;, Ay}. Tassa mallissa ovat
tosia atomilauseet Ay ja A;. Muut atomilauseet,
esim. Ay, A3z ja As, eivat ole tdssd mallissa tosia.
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Madritelladn induktiivisesti lauseille P ja malleille
M, milloin P on tosi M:ssd (M E P).

e M = A jos ja vain jos (joss) A € M atomi-
lauseelle A.

o M =P joss M W~ P.
e M =EPAQjoss M EPjaMEQ .
e M =PVQjoss M = Ptai M = Q.
o M =P — @ joss M = Ptai M = Q.
o M =P < @ joss joko M = PjaMEQ
tai M W Pja M £ Q.
Esim. Olkoon M = {A;, As, A3},
ME A — Ay N Ag
joss M = Ay tai M = Ay N Az
joss M Ajtai M E Ay ja M | A
Joten M = Ay — Ay N As.
Jos M = {Ay, A}, M £ Ay — Ay A As.

T-79.5101/kertaus 6

Kaikkia esiteltyja konnektiiveja ei valttamatta tar-
vita, koska osa konnektiiveista on maariteltavissa
toisten avulla.

Jos valittaisiin peruskonnektiiveiksi — ja A, voi-
taisiin maaritella:
PV (Q <y —|(—|P AN —|Q>
P—Q Swp ~(PAQ)
PoQ ur (P—QAQ— P)
el
P Q Sar ~(PAQ)A~(QA~P)

Peruskonnektiivit voisi valita monilla muillakin ta-
voilla, esim. =, — tai =, V.
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Maaritelma. Lause P on piteva (tai validi)

joss P on tosi jokaisessa lausekalkyylin mallissa.
Tama merkitaan = P.

Esim. lause A V = A on pateva.

Maaritelma. Lauseet P ja () ovat loogisesti
ekvivalentteja joss jokaisessa mallissa M on voi-
massa: P on tosi M :ssa joss () on tosi M :ssa.

Huom. Lauseet P ja () ovat loogisesti ekvivalent-
teja joss P« () on pateva.

Maaritelma. Lause P on loogisesti epatosi
joss P on epatosi jokaisessa lausekalkyylin mallissa.

Esim. Lause A A —A on loogisesti epatosi.
Huom. Jos P on loogisesti epatosi, niin =P on
pateva.

Maaritelma. Lause P on toteutuva joss P on
tosi ainakin yhdessa lausekalkyylin mallissa.

Esim. Atomilause A on toteutuva: olkoon M =

{A,..};nyt M E A
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Maaritelma. Olkoon X joukko lausekalkyylin lausei-
ta ja olkoon M lausekalkyylin malli. Sanomme, et-

ta M on >:n malli jos jokainen X:n lause on tosi
M :ssa. Merkintitapa: M = 3.

Olkoon ¥ = {A, A — B,—~C'V D}. Esimerkiksi
M, ={A, B} on ¥:n malli.

Maaritelma. Lause P on X:n looginen seu-
raus joss P on tosi jokaisessa >:n mallissa. Mer-
kintdtapa: X = P.

Vastaavasti lausejoukko I" on X:n looginen seu-
raus joss jokainen I':n lause on X:n looginen seu-
raus.

Olkoon ¥ = {A, A — B}. Tallgin ¥ £ C mutta
YL B

Olkoon ¥ = {A AN A}
T3llgin X = P olkoonpa P mika hyvansa lause.
(Looginen seuraavuus: jos M = X, niin M |= P)
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Teoreemantodistusmenetelmat

Miten tutkitaan onko lause pateva tai seuraako lause
loogisesti lausejoukosta?

e Totuustaulut

e Aksiomaattinen (Hilbert-tyyppinen) todistusteo-
ria

e Luonnollisen paattelyn menetelmat
e Analyyttiset taulut

e Resoluutio
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Lausekalkyylin analyyttinen taulu

Perusidea: jarjestelmallinen (syntaktinen) tapa ha-
kea lauseelle malli. Esimerkiksi

Konjunktio tosi: Disjunktio tosi:
P A Q tosi PV @ tosi
P tosi, () tosi P tosi tai () tosi

Lausekalkyylin analyyttisen taulun sdannét:
Q-saannot:

a ~(PVQ) 2(P—=Q) PAQ —=P

Qq - P P P P
Qv @ —Q Q
(3-sdannot:

ﬁ P\/Q P—>Q ﬁ(P/\Q)

Bi|B P1Q —-P|Q -P|-Q
P« Q (P < Q)

PANQ|-PAN-Q PAN-Q|-PAQ
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Lauseen P analyyttinen taulu Esimerkki. Lauseen (A V B) — (A A B) taulu:

1.-((AVv B)— (AAB))
1. =P puun juureen. 2.AVB (1)

2. Valitaan puusta viela kayttamaton lause @), jolle 3.-(AAB) (1)

on saanto.

Jos lause ) on a-lause, niin lisatdan kunkin
():n kanssa samassa alipuussa olevan lehtisol-

mun alle o ja taman alle ap. Haara I: lauseet 1,2,3,4,6 (suljettu: 4 ja 6 komple-

Jos lause @@ on [B-lause, niin lisdtdan kunkin mentarisi)

():n kanssa samassa alipuussa olevan lehtisol- Haara II: lauseet 1,2,3,4,7 (avoin)

mun alle lauseet (31, 35 uusiksi lehdiksi. Haara IlI: lauseet 1,2,3,5,8 (avoin)

Merkitdan lause kaytetyksi. Haara IV: lauseet 1,2,3,5,9 (suljettu: 5 ja 9 komple-

mentdarisid)
Jos puussa ei ole muita kdyttamattomid lauseita
kuin atomilauseita ja niiden negaatioita, on puu val-
mis.

Jos taulun haarassa on lause ja sen negaatio, haara
on suljettu muutoin se on avoin.
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Maaritelma. Jos lauseelle P rakennetun taulun
kaikki haarat ovat suljettuja, on taulu lauseen P
todistus, ja lause P on teoreema eli - P.

Esimerkki. Todistetaan (AA B) — (AV B).

1. ~((AA B) = (AV B))
2. ANB (1)
3. ~(AV B) (1)
4. A 2)
5. B 2)
6. ~A (3)
7.-B (3)

Taulun rakentaminen

e Jos kaikki haarat ovat suljettuja, ei jaljelld ole-
via kdyttamattdmia lauseita tarvitse kayttaa.

e Jos voidaan valita, kannattaa usein kayttaa en-
sin a-lause, koska talloin puu haarautuu myo-
hemmin, ja puusta tulee pienempi.
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Vastamallit

Jos valmiissa puussa on avoin haara, saadaan malli
M, jossa puun juuressa oleva lause on tosi, ja todis-
tettava lause epatosi. Malli M koostuu niista ato-
milauseista, jotka esiintyvat yksittdisind avoimessa
haarassa.

Esimerkki. Yritetddn todistaa (AV B) — A.

1. —l((A\/ B) — A)
2. AVB (1)
3.-A (1)

4.A (2)|5.B (2)

Malli M = {B}. Helppo tarkistaa, ettd
ME-((AVB)—A)
jaMPFE(AVB)— A
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Maaritelma. Olkoon ¥ = {o1,...,0,} joukko
lauseita ja ¢ lause. Jos puu, joka saadaan laitta-
malla puuhun aluksi paillekdin oy, ..., 0,, 20, sul-
keutuu, niin ¢ on johdettavissa Y:sta eli X F ¢.

Esimerkki. Osoita, etta

{PVQ,P—R,Q— R}FR
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Taulumenetelma on virheeton (soundi)
Jos = P, niin = P.
ja taydellinen.

Jos = P, niin - P.

Lause. Olkoon X joukko lausekalkyylin lauseita ja
¢ lausekalkyylin lause. Talldin X F ¢ jos ja vain jos

Y = ¢. Jat ¢ jos ja vain jos = ¢.
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Normaalimuodot Kertausta—predikaattikalkyyli

e Konjunktiivinen normaalimuoto (CNF) Aakkosto:
(L1V...VLy )N ALV oV L)

C1,C2,C3, . . . vakiot
o D|51Junkt||vmer1 normaallmuo;o (DNF): . ;7 (1,7 =1,2,...) funktiosymbolit
(Ly Ao ALy )V V(LT A ALY ) Pi(i,j=1,2,...) predikaattisymbolit
e Jokaisella lauseella on sen kanssa ekvivalent- X1, X2, X3, ... muuttujat
ti konjunktiivisessa (disjunktiivisessa) normaa- - negaatio
limuodossa oleva lause. N konjunktio
. | e Vv disjunktio
e Normaalimuodot voidaan |6ytda esim. taulu- L
o — implikaatio
menetelmalla: . .
— ekvivalenssi
(i) Lauseen P DNF: rakennetaan taulu, jonka _ identiteettisymboli
juurena on P. DNF saadaan muodostamalla = eksistenttikvanttori
konjunktiot kunkin avoimen haaran literaaleis- v universaalikvanttori

ta ja yhdistamalla nama disjunktioilla.

/N
—

sulut ja pilkku
(i) Lauseen P CNF: muodostetaan lauseen =P

DNF taululla kuten ylla. CNF saadaan komple-

mentoimalla literaalit ja suorittamalla korvauk-

set Vi— A, A— V.

18
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Termit:

1. Muuttuja on termi.
2. Vakio on termi.

3. Jos f" on n-paikkainen funktiosymboli ja ¢, ..., ¢,
7

ovat termejd, niin f/'(tq,...,t,) on termi.

4. Muita termeja ei ole.

Atomikaavat:

Olkoon P!* n-paikkainen predikaatisymbolija ¢, ..., %,
ovat termeja. Talloin P (t1,...,t,) jat; = t, ovat

atomikaavoja. Muita atomikaavoja ei ole.
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Lauseenmuodostussaannot:

1. Atomikaavat ovat kaavoja.

2. Jos P ja () ovat kaavoja ja x muuttuja, niin
myos
- P,
(PVQ),
(PAQ),
(P — Q)
(P < Q)
dzP ja
Va P
ovat kaavoja.

3. muita kaavoja ei ole.

Lause on kaava, jossa ei ole vapaita muuttujia.
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Predikaattilogiikan semantiikka

Maaritelma. Struktuuri (rakenne) A kielelle £
on (A, s), missd

e A on domain (alue, universumi), jokin ei-tyhja
joukko

o s liittaad jokaiseen

n-paikkaiseen predikaattisymboliin P relaa-
tion PAC Ax---x A= A",

vakioon ¢ domainin alkion ¢ € A,

n-paikkaiseen funktiosymboliin f funktion
4 joukolta A™ joukolle A.
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Muuttujattomien termien tulkinta

e Vakio ¢ nime&a domainin alkion ¢,

e Jos termit ¢,...,t, nimedvat domainin alkion
tf, ..., niin f(ty,...,t,) nimedi domai-
nin alkion fA(tL, ... tA4).

Ndin voimme viitata kielen £ muuttujattomilla ter-
meilld domainin A alkioihin (kunhan symbolien tul-
kinnat on annettu).

Kuulukoon kieleen £ symbolit P, c,d, f, g. Olkoon
struktuurin A domain luonnolliset luvut 0,1,2,. ..

PA = { (tyhji relaatio) C — 1
A =1 d — 7
a4 =7 f(e) — 2
fA = seuraajafunktio, eli f(f(e) +— 3
Ay =n+1 g(f(c)d) — 9
g* = summafunktio, eli
g*(n,m)=n+m
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1. Konstruoidaan struktuuri A; kielelle, jossa on 2-

paikkainen predikaattisymboli O ja vakiosymbolit
¢,d,e. Olkoon A ={1,2}.

oM = {<172>7 <27 1>}

A =1
M = 2
e = 1

2. Konstruoidaan struktuuri As kielelle, jossa on 1-
ja 2-paikkaiset predikaattisymbolit P;, P, vakio ¢
ja funktiosymboli f. Olkoon A luonnollisten lukujen
joukko.

P = {n|n on parillinen luonnollinen luku }
P = {(0,1),(1,2),(2,3),...}
A = funktio f2(n)=3-n+7
2 = 1024
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Predikaattilogiikan totuusmaaritelma

Olkoon A struktuuri kielelle £ siten, ettd jokainen
A:n alkio on jonkin L£:n muuttujattoman termin
nimeama.

1. A =t =ty joss t{' ja t;' ovat sama A:n alkio.

2. A P(ty, ... t,) joss (t{, ...ty € PA

3. Al = joss A 9

4 AEYNpjoss AEYjaAE @

5 AEYV ¢joss AEy tai A E Y

6. AE 1 — ¢ joss AW tai A = @

.

A E Y — ¢ joss joko A = ¢ ja A E ¢ tai
A ja AlE ¢
8. A |= Jx(x) joss A = 1(t) jollekin muut-

tujattomalle termille ¢

9. A = Vai(x) joss A = 1(t) kaikille muut-

tujattomille termeille ¢
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e Kohdissa 8 ja 9 oletetaan, ettd jokaisella A:n
alkiolla @ on nimi A:ssa (muuttujaton termi ¢
siten, ettd t4 = a).

e Tarvittaessa kieli £ ja struktuuri A voidaan
tdydentds (esim. lisadmilld vakioita) siten, et-
ta tama vaatimus toteutuu.

Esimerkki. Olkoon kielessi £ symbolit P, ¢,d.
Olkoon A:n domain A = {1,2} ja

PA = {<172>7<272>}
A =1 dt =2

Lauseen P(c,d) totuus A:ssa:

ct =1, d" = 2ja (1,2) € PA joten
A= P(c,d).

Lause P(d,c): (2,1) & PA, joten A £ P(d,c).

Konjunktion totuusmaaritelmalla

A W= P(c,d) N P(d,c).
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Lauseen Va3yP(x,y) totuus A:ssa.

Tutkitaan, onko A = Jy P(c,vy).
Koska A = P(c,d),
A= 3y Ple,y).

Tutkitaan, onko A = Jy P(d,y).
Koska A = P(d,d),
A= 3y P(d,y)

Koska kaikille muuttujattomille termeille £,

A E Jy P(t,y), nin A = Vady P(z,y).

26
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Maaritelma. Kielen £ lause ¢ on pateva joss
on tosi jokaisessa L:n struktuurissa. Tama merki-

taan = 1.
Esimerkki. = (Vx P(x)) < (-dz = P(z))

Maaritelma. Kielen £ lause ¥ on toteutuva
joss 1) on tosi ainakin yhdessd L:n struktuurissa.

Esimerkki. 3xVyP(x,y) on toteutuva.
Olkoon A:n domain A = {1,2} ja

PA = {<17 1>7 <172>}'

Maaritelma. Olkoon Y joukko lauseita kielessd £
ja olkoon A kielen L struktuuri. A on X:n malli
jos jokainen X:n lause on tosi A:ssa.
Merkintatapa: A = 2.

Lausejoukko, jolla on malli, on toteutuva.

Maaritelma. Kielen £ lause ¥ on L:n lauseiden
Y] looginen seuraus joss 1) on tosi jokaisessa >:n

mallissa. Merkintatapa: ¥ = 4.
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Predikaattikalkyylin analyyttinen taulu

Lausekalkyylin analyyttinen taulu +

Y-saannot:

Vrp(x) —Jze(x) ton mikd tahansa
o(t) —¢(t)  muuttujaton termi.

ja 0-s3annot:

drg(r) —Vae(x)
¢la)  —¢(a)

a on jokin uusi vakio.

Huom! Puun haarojen sulkemiseksi joitain y-lauseita
saatetaan joutua kdyttdmaan useita kertoja. Taman
vuoksi y-lauseita ei tule merkitad kaytetyiksi.
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Esimerkki. Todistetaan Vx P(z) — (P(a) A
P(b)).

1. =(Vz P(z) — (P(a) A P(b)))

2 Vo P(x) (1)
~(P(a) A P(D)) (1)

4 ~P(a) (3)]5. ~P(b) (3)

6. P( ) (2)|7. Pla) (2)

8. P(b) (2)]9. P(b) (2)

Lauseet 6 ja 7 saatiin lauseesta 2 ja sijoittamalla x:n
paikalle a. Lauseet 8 ja 9 sijoittamalla x:n paikalle

b.
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Esimerkki. Todistetaan Vo P(x) — —3x—P(x).

Rakennetaan ensin seuraava puu.

1. =(Vx P(x) — —dz—P(x))

2. Vx P(x) (1)
3. =—=dz—P(x) (1)
4. dx—P(x) (3)

Jos nyt sovelletaan 7-sdantéa lauseeseen (2), ja
vasta sen jalkeen 9-saantda lauseeseen (4):

5 P(a1) (2)
0. _|P(a2) (4)
7. P(as) (2)

Lauseessa (6) ei muuttujan x:n paikalle sijoitettu
vakio saa olla ay, koska d-sdantdja sovellettaessa
tulee vakion olla uusi. Jos ensin kdytetdan lausetta
(4) ja vasta sitten lausetta (2):

5. ~P(a1) (4)
6. P(a1) (2)
X



T-79.5101 /kertaus 31

Esimerkki. Todista lause Vz(P(z) — Q(z)) —
(Vo P(z) — Vz Q(z)).

L =((Vz(P(z) — Qz))) — (Vo P(z) — Vz Q(z)))
Vr(P(z) — Q(z)) (1)

—(Vz P(x) — Vo Q(z)) (1)

Vx P(z) (3)

—(Vz Q(x)) (3)

—Q(a) (5)

P(a) (4)

- P(a) — Q(a) (2)

9. =P(a) (8) | 10. Q(a) (8)

X X

O N OO WN



