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Laskennallisen logiikan jatkokurssi
Laskuharjoitus 4

Ratkaisut
Aksiooma K:
K: 0P — Q) — (OP — 0Q)

Pasttelysaannot:

PP

MP: il )
Q
P
Noop
1. a) Oletetaan, ettd kehys F = (S,R) on sarjallinen, mutta lause

OP — OP ei ole pateva kehyksessd. On siis olemassa kehykseen
F perustuva malli M = (S, R,v) ja maailma s € S siten, ettd
M, s ¥ OP — OP. Télloin M, s IF OP, mutta M, s ¥ OGP Jil-
kimmaéisestéd vaatimuksesta seuraa, ettéd ei ole olemassa maailmaa
t € S siten, ettd (s,t) € R ja M,t I P. Lisdksi oletuksen no-
jalla kehys F on sarjallinen, joten on olemassa t € S siten, etté
(s,t) € R. Niin ollen M, s W OP. Téstd seuraa ristiriita, silla
edelld oletettiin, ettd M, s - OP. Lause OP — <P on siis patevé
kehyksessa F.

Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on heikosti tihed, mutta lause
O0PFP — OP ei ole pateva kehyksessd. On siis olemassa kehyk-
seen J perustuva malli M = (S, R,v) ja maailma s € S si-
ten, ettd M,s ¥ OOP — OP. Téalloin M, s |F OOP, mutta
M, s ¥ OP. Jalkimméisestd vaatimuksesta seuraa, ettd on ole-
massa t € S siten, ettd (s,t) € R ja M,t ¥ P. Oletuksen no-
jalla kehys F on heikosti tihed, joten on olemassa u € S, jolle
(s,u) € R ja (u,t) € R. Koska (u,t) € R ja M,t ¥ P, seuraa
siitéd, ettd M,u W OP. Nyt (s,u) € R ja M,u ¥ OP, joten tiy-
tyy olla niin, ettd M, s ¥ OOP. Tésta seuraa ristiriita, silla edelld
oletettiin, ettd M, s IF OOP. Lause OOP — OP on siis patevé
kehyksesséa F.



Ll el e

P— (Q— P) [Tautologial
D(P - (Q — P)) N, 1]
D(P—>(Q—>P)) (DP—>D(Q—>P)) K ]
OP — 0(Q — P) [MP, 2, 3]
1. OP—Q) [GP]
2. (P—Q)— (-Q — —P) [Tautologia]
3. D(P—>Q)—>(—|Q—>—|P) N, 2]
4. D(P—>Q)—>(—|Q—>—|P) —

(D(P—>Q) —>D(—|Q—>—|P)> [K]
5. O(P — Q) — O(-Q — —P) [MP, 3, 4]
6. O(—=Q — —P) [MP, 1, 5]
7. D(—\Q — —|P) — (D—|Q — D—|P) [K]
8. O-Q — O-P [MP, 6, 7]
1. P—qQ [GP]
2. =Q—P [GP]
3. (P—Q)— ((—Q — P) — Q) [Tautologla]
4. (-Q —P)—Q [MP, 1, 3]
5. Q [MP, 2, 4]
6. 0OQ [N, 5]
7. -QVS [LP]
8. (-QVS)—(Q—29) [Tautologial
9. Q—S [MP, 7 8]
10. S IMP, 5, 9]
1. 0Q — (S—0QAS) [Tautologla]
12. S—0QAS [MP, 6, 11]
13. OQAS IMP, 10, 12]



1. Q@—-P [GP]
2. 0(Q — —P) N, 1]
3. 0O(Q — —P)— (0Q — O-P) K]
4. 0Q — O-P IMP, 2, 3]
5. 0@ — 0Q [GP]
6. (0Q —0Q) —

(0Q — O-P) — (¢Q — O0-P))  [Tautologial
7. (0Q — O0-P) — (©Q — O-P) [MP, 5, 6]
8. ©Q — O-P IMP, 4, 7]
9. (-0-Q — O0-P)— (-O0-P — 0-Q) [Tautologia]
10. ~0-P — 0-Q IMP, 8, 9]
1. OP [LP]
12. 0-Q IMP, 10, 11]



