T-79.5101 kevit 2006
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 1

Ratkaisut

1. a) Jos ¢ on tosi, niin agentti tietdd @:m.
b) Jos agentti ei tiedd ¢:té, niin agentti tietdd, etta se ei tiedd @:ta.

c) Jos agentti tietdd, ettd p:std seuraa 1, niin silloin, jos agentti
tietdd ¢:n, niin agentti tietda :n.
d) Agentti tietdd, ettd ¢ on tosi tai agentti tietdd, ettd ¢ ei ole tosi:
toisin sanoen agentti tietdd, onko ¢ tosi.
2. a) ¢ — LKy
b) Lo A Lip — L(p A1)
c) Ko — Ly

d) LLp — Ly
3. Olkoon P = "ulkona sataa”.

a) K K,P A ~K,K,K,P
b) Ku(~KyP A —Ky-P)
¢) Ky(K.PV K,~P)

d) ~K,KyKoP A ~K,~Ky K, P

4. Tehtavissd annettu malli M = (S, R, v) on

. )
N
A

a) M, sy IF OA ei pade, koska (s1,$2) € R ja M, so FF A.
b) M,s; IF OB — OOT pitee, joss

M,s1 KOB tai M, s IFOOT



patee. Koska (s1,s2) € R ja M,ss IF B, ei M,s; ¥ OB pide.
M, sy IEOCT pitee, joss

M, 53 IFOT ja M, s30T

pateviat. Koska ei kuitenkaan ole olemassa maailmaa s € S si-
ten, ettd (s9,s) € R, seuraa, ettd M, s W OT) ja edelleen, etté
M, s IFOOT ja M, sy IFOB — OOT eivit pade.

c) M,sz IF OOOL pitee, joss M, sy IF COL tai M, sz IF COL
patee. M, s, IF GOL puolestaan péatee, joss
M,SQ IFOL tai M,Sg I-0O1.

Koska ei ole olemassa maailmaa s € S, jolle (sy,s) € R, seuraa,
ettd M, sy IF OL pétee. Siten myos M, s; IF COL ja edelleen
M, s3I OO0 L péteviit.

d) M, s IFO(BV OOA) pitee, joss
M,solF BVOOCA ja M,s3l- BvOOCA

patevit. M, sy IF BV OOCA pétee, koska M, sy IF B. M, s3 IF
B v OO A pitee, joss

M,s3lF B tai M, s3lFOCA.

M, s3 IF B ei toteudu, koska v(s3, B) = false. Nyt M, s3 IF OOCA,
joss M, s1 I OA ja M, s3I OGA patevat. Nidin myos on, koska
(s1,3) € R, (esim.) (s3,53) € R ja v(s3, A) = true. Siten M, s3 IF-
OCA ja M, s3 I BVOO A pétevat. Seuraa siis, ettd myos M, sy I+
O(B Vv OOA) pitee.

e) M,s; I O(O0AAO=A) pitee, joss
M, sy lFOANDO-A tai M,s3 - OAAO-A.

Nahdaidn, ettd M, sy IF OA A O—=A pitee, koska sekd M, sy |-
OA ettd M, sy I O-A, mikid seuraa siitéd, ettéd ei ole olemassa
maailmaa s € S siten, ettd (so,s) € R.

5. Tehtéavéssi annettu malli M = (S, R, v) on
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Tasséa tehtavissa voitaisiin lauseen OO0 A totuusarvot eri maailmois-
sa méadrittad suoraan modaalilogiikan operaattorien O ja & médritelmia
hyvéksi kdyttden kuten edellisessé tehtévissd. Voitaisiin siis esimerkik-
si tutkia jéarjestyksessd, pateeko M, sy IF OCOCA, M, s, IF OCOCGA
jne., kunnes l6ydetddn maailma, jossa annettu modaalilogiikan lause
péatee.

Vaihtoehtoisesti voidaan kuitenkin ldhteé liikkeelle annetun lauseen pie-
nimmisté alilauseista (téssé tapauksessa atomilause A) ja johtaa niiden
totuusarvojen sekd modaalioperaattorien méaritelmien avulla joidenkin
suurempien alilauseiden totuusarvot kaikissa mallin maailmoissa. Té-
td voidaan toistaa jarjestyksessd yhéa suuremmille alilauseille, kunnes
lopulta saadaan selville mallin kaikki maailmat, joissa lause OCOGA
pétee. Vastaukseksi voidaan valita silloin jokin néistd maailmoista.

Koska v(s1, A) = v(sy4, A) = v(s5, A) = true ja muutoin v(s, A) = false,
nahdaén, etta

M, silHA M,s;IFA ja M,sslEA

(ja muulloin M, s ¥ A). Koska nyt esim. (s1,s4) € R, (s3,55) € R,
(s4,81) € Rja (ss5,s5) € R, seuraa modaalioperaattorin < semantiikas-
ta, etta

M,s1IFCA, M, szl CA, M, sy lFCA ja M,s51FCA

pétevit. Sen sijaan M, sy IF O A ei ole voimassa, koska maailmalla s,
on ainoana seuraajanaan R-relaatiossa maailma sz, mutta M, s3 ¥ A.

Modaalioperaattorin O semantiikan méaaritelmén avulla paételldén, et-
ta
M,SQ I+ D<>A, M, S3 FOOCA ja M, Sy4 I DOA,

silla kunkin maailman s9, s3 ja s4 kaikille R-relaation seuraajamaail-
moille s’ patee M, s’ IF OA. Todetaan lisdksi, ettd namé ovat mallin
ainoat maailmat, joissa lause OO A pitee. (Lause OO A el pade maa-

ilmoissa s; ja s, silld néilla maailmoilla on R-relaatiossa seuraajana
maailma sy, jolle M, so ¢ CA.)

Soveltamalla jalleen modaalioperaattorin <& semantiikan méaéaritelmas
todetaan, etté

M, s IFOCOCA, M, sy IFOOCA ja M, ss - OOCA,

silld kullakin maailmoista s, sy ja s; on seuraajamaailma, jossa OO A
patee (koska edellisen perusteella M, sy IF OCA ja M, sz IF OCA,
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ja esim. (s1,s9) € R, (s2,53) € R ja (s5,82) € R). Nahdddn myos,
ettd lause OOCA ei pide maailmassa sz (koska sgn ainoa seuraaja
R-relaatiossa on s5, mutta M, s5 ¥ OO A) eikd maailmassa sy (koska
M, s ¥ OCA ja M, s5 ¥ OOCA, eiké s4:114 ole muita seuraajia relaa-
tiossa R).

Operaattorin O semantiikan avulla todetaan lopulta, etta
M, s3IFOCOCA, M, s, IFOCOCA ja M,ssl-DO00OCA

patevit, silld kaikille maailmojen s3, s4 ja s; R-seuraajille s’ pétee
M., s IF ©OOA. Havaitaan lisiksi, etté s3, s4 ja S5 ovat ainoat tehtdvan
lauseen toteuttavat maailmat. Naisté siis miké tahansa voidaan valita
tehtavan vastaukseksi.

Huomaa, ettéd jokaisessa vaiheessa on téarkedd etsid katkki ne mallin
maailmat, jossa ko. vaiheessa tutkittavana oleva alilause pétee, silla
muuten voidaan padtyé tilanteeseen, jossa jonkin muun alilauseen to-
tuusarvoa ei voidakaan péaatelld aiemmin laskettujen tulosten perus-
teella suoraan.

Jos esimerkiksi todettaisiin pelkéstdan, ettd M, s5 IF A ja M, s3IF CA
(koska (s3,s5) € R), ei nyt ainoastaan tdmén tiedon avulla voida paa-
telld esim. alilauseen OCA totuusarvoa sy:ssé, silld se riippuu myos
lauseen © A totuusarvoista s1:ssé ja s5:ssé, jotka on sy:n seuraajia. (Eri-
tyisesti olisi nyt virhe olettaa, ettd esim. M, sy ¥ OO A olisi voimassa;
kuten ylla todettiin, lause OO A itse asiassa patee maailmassa sy.)



