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PROPOSITIONAALISET MODAALILOGIIKAT I

1. Perusk3sitteitd ja maaritelmia
2. Mahdollisten maailmojen semantiikka

3. Semanttiset perusominaisuudet

M. Fitting: Basic Modal Logic, luvut 1.1 — 1.2 (s. 372 - 377).
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1. Peruskasitteitd ja maaritelmia

Késittelemme ensin propositionaalisia modaalilogiikoita, joissa on
modaalioperaattori O ja sen duaalioperaattori <& (—0-).

Nam3a voidaan tulkita luonnolliselle kielelle monella eri tavalla:

oP OP

valttamattad P mahdollisesti P
aina tulevaisuudessa P

aina menneisyydessi P

pitdisi olla P

tiedetdan etta P

uskotaan etta P
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Modaalilogiikan syntaksi I

Olkoon annettuna atomilauseiden joukko ® = {p1, p2,...}.

Propositionaaliset modaalilauseet:
1. Atomilauseet ovat lauseita.
2. T ja L ovat lauseita.
3. Jos P ja Q ovat lauseita, niin myds =P, (P — Q), OP ovat /auseita.
4. Muita lauseita ei ole.
Huom! Lyhennysmerkinnat:
OP =ge =O—P PVQ=gs P —Q
PAQ =get =(P— —Q) P~ Q=g (P~ Q) —~(Q—P))
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Maaritelma. Jos lause Q saadaan lauseesta P korvaamalla P:n

atomilauseet uusilla lauseilla jarjestelmallisesti, sanotaan, ettd Q
saadaan P:st3 sijoittamalla.

Lauseita, jotka saadaan sijoittamalla lauselogiikan patevistad lauseista
(tautologioista), sanotaan klassisiksi tautologioiksi.

Esimerkki. Lause
(00OP — (R— 09)) — (OOP — (R— 0OY9))

on klassinen tautologia, joka on saatu lauselogiikan tautologiasta
P — P korvaamalla P lauseella (OOP — (R— OY))
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Klassiset tautologiat voidaan tunnistaa lauselogiikan menetelmin.

Rakennetaan esim. semanttinen taulu lauseen negaatiolle pitamalla

modaalioperaattorilla alkavia lauseita atomisina (niihin ei sovelleta

Esimerkki. Osoitetaan, ett3

(0-0(P— Q) AT(-PA-Q)) — (0-0(P—Q)VIO(-PA-Q)))
(O-0P—-QVO(-PA-Q) 2 BPP=QADERASQ)
on klassinen tautologia. 3. —(0-0P— Q) VO(-PA-Q))

4. 0-0(P—Q)

5. O(-PA-Q)

6. —-O0-0P—Q)

L .

~

taulusdantdja). Jos taulu sulkeutuu, kyseess3 on klassinen tautologia.

1. ~((0-0FP - QAT(-PA-Q)) —

(1)
(1)
2)
)
)

—

2
(3

—

/
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Logiikka = (patevien) lauseiden joukko

Maaritelma. Propositionaalinen modaalilogiikka £ on joukko
propositionaalisia modaalilauseita siten, ett3

1. kaikki (klassiset) tautologiat kuuluvat joukkoon £;

2. £ on suljettu modus ponensin suhteen:
(JosPer jaP—QecL,ninQer);
3. £ on suljettu sijoittamisen suhteen:
(jos P € £ ja Q saadaan sijoittamalla lauseesta P, niin Q € ).
Esimerkki. (1) Klassiset tautologiat ovat modaalilogiikka.

(2) Kaikkien propositionaalisten modaalilauseiden joukko on
modaalilogiikka.

\

~
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2. Mahdollisten maailmojen semantiikka'

Méaritelma. Kehys on pari ¥ = (S R), missd Son ei-tyhj3 joukko ja
R on relaatio RC Sx S

Joukon Salkiot ovat mahdollisia maailmoja ja R on maailmojen vélinen
saavutettavuusrelaatio: jos S1RSp, niin Sp on saavutettavissa Sp:sta.

Méaritelma. Valuaatio kehyksessid (S R) on funktio v, joka kuvaa
mahdolliset maailmat ja atomilauseet totuusarvoille (kaikille s€ S ja
atomilauseille P, v(s,P) on joko true tai false).

(Vaihtoehtoinen tapa: valuaatio v: S— 2® on funktio siten, etti v(s)
on tilassa s tosien atomilauseiden joukko).

Maédritelma. Malli on kolmikko M = (SR,v), missd (SR) on kehys ja
V valuaatio tdssd kehyksessd. M = (SR V) perustuu kehykseen (SR).

\_
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oteutuvuusrelaatio

~

Relaatio 4 ,s||— P (merk. myds usein 4 ;s = P), joka kertoo onko

lause P tosi mallin &4 maailmassa S, maaritell3an seuraavasti.

Maédritelma. Olkoon &/ = (SR v) malli.

1. 2 ,s||- P joss V(s,P) = true, kun P on atomilause.
2. a,s|)L Ljaad,s|-T.

3. M ,S||— —P joss M ,s ||/~ P.

4. M,s||—-P—Qjoss M ,s||/ Ptai M,s|]— Q.

5. M ,s||— OP joss o ,t ||— P kaikille t € Sjoille sRt.

Huom! a1 ;s ||— OP joss a1 ,t ||— P jollekin t € Sjolle sRt.

- /
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oteutuvuusrelaatio

Esimerkki. Olkoon & = (S R/ V) malli, miss3
S= {S,t} ja R={<S,t>} {P} {}
v(s,P) = true (tai v(s) = {P}) Mg Tt
v(t,P) = false (tai v(t) = {})

e 2 ,s||/~ OP.
o 2 ,t|-— 0OP.
o M,s||— O-P.

e M,s|-0OP—P.

o 9.t /£ OP—P.

\_
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Maaritelma.

e Lause P on tosi mallin # = (SR,v) maailmassa s joss & ,s||— P.

e Lause P on pitevd mallissa M = (SR,v), joss P on tosi mallin
jokaisessa maailmassa. (¢ = P)

e Lause P on patevd mallien joukossa C, joss P on pateva jokaisessa
C:n mallissa. (C = P)

e lLause P on pitevd kehysten joukossa F, joss P on patevd F:n
kehyksiin perustuvien mallien joukossa. (F = P)

\ /
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Patevyys (jatkoa) I

e Jos lause P on pitevd mallien/kehysten joukossa C, niin sanotaan,

ettd lause P on C-piteva.

e Lausejoukon X patevyys mallien/kehysten joukossa C (C = X)
tarkoittaa, ettd jokainen joukon Z lause on patevd ko. joukossa C.

Esimerkki. Olkoon 4/ = (SR V) missd S={s;t}, R={(s;t)} ja
valuaatio v(s,P) = true, v(t,P) = fase.

e OP — P ei ole pitevd M :ssa.

Mt/ OP—P.
e PV OP on pateva M :ssa.

e OOP on F-pitevid, missd F = {{(SR)}.

\_ /
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3. Semantiikan perusominaisuudet'

Teoreema. (Mahdollisten maailmojen semantiikan perusteoreema)

Jos C on joukko malleja, C-patevien lauseiden joukko
1. sisdltdd kaikki tautologiat;
2. sisalta3 kaikki muotoa O(P — Q) — (OP — OQ) olevat lauseet;
3. sisdltdd lauseen Q aina, kun siihen kuuluvat P ja P — Q;
4. sis3ltdd lauseen OP aina, kun siihen kuuluu P;

ja jos F on joukko kehyksid, F-patevien lauseiden joukko on myds

suljettu sijoituksen suhteen.

. /
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/Todistus. (1.) Mielivaltainen tautologia on tosi jokaisen mallin \

jokaisessa tilassa, joten se sisiltyy C-patevien lauseiden joukkoon.

(2.) Olkoon & = (S R,V) mielivaltainen joukon C malli ja s joukon S
tila. Tehddan vastaoletus, ettd jokin muotoa O(P — Q) — (OP — 0Q)
oleva lause ei ole tosi tilassa s. Tallgin

(i) o ,s[-B(P—Q) ja

(il) o ,s||— OP, mutta

(i) a¢,s|)4 OQ.

TallGin on olemassa t € S jolle SRt ja a7 ,t ||~ Q (iii). Mutta nyt

M,t||—-P—Qjaa,t|-P(i&ii), jolloin a1 ,t||— Q, ristiriita.

Siispa jokainen muotoa O(P — Q) — (OP — OQ) oleva lause on tosi

Qissé tahansa tilassa S ja siten edelleen C-pateva. J
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Todistus (jatkuu).

(3.) Olkoon P ja P — Q C-pitevid lauseita.
Olkoon ¢ = (SR V) mielivaltainen joukon C malli ja S joukon Stila.

Talldin P ja P — Q ovat tosia tilassa s, jolloin Q on tosi tilassa s. Siis
Q on tosi jokaisen joukkoon C kuuluvan mallin jokaisessa tilassa, joten
Q on C-pateva.

(4.) Olkoon P C-pateva lause.
Olkoon & = (S R,v) mielivaltainen joukon C malli ja s joukon Stila.

Talloin kaikille tiloille t € S joille sRt, a7 ,t ||— P ja & ,s||— OP. Taten
OP on C-pateva.

\ /
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Todistus (jatkuu).

Osoitetaan vield, ettd jos F on joukko kehyksid, F-patevien lauseiden
joukko on suljettu sijoittamisen suhteen, t.s.

jos lause X on F-pateva, niin lause o(X) on F-piteva,

missd 0(X) saadaan lauseesta X sijoituksella 0, jossa lauseen X kukin
atomilause P, korvataan lauseella o(P)
(huom. myés o(P) = P mahdollinen).

Oletetaan, ettd 0(X) ei ole F-piteva ja osoitetaan, ettd talloin X ei ole
F-pateva.

Jos 0(X) ei ole F-piteva, on olemassa (SR) € F, vjate Sse.
Mt 0(X), missd M = (SR V).

\_ /
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Todistus (jatkuu).

Olkoon a1’ = (SR,V), missi V/(P,s) = true joss # ,s || o(P).

Osoitetaan kaikilla lauseille Z rakenteisella induktiolla, ett3d kaikille
tiloille s€ S patee: M ',s||— Z joss M ,S |- 0(Z).

e Jos Z on atomilause, tilléin & ',S||— Z joss V/(Z,s) = true joss
M ,S |- o(Z).
e Jos Z on muotoa T tai L, M',S||— Z joss M ,S||— 0(Z).

e Jos Z on muotoa =Z', niin ¢ ’,s||— =Z' joss M ',s || Z'.
Induktio-oletuksen perusteella tdma patee tismalleen, kun
M ,S||&- a(Z'), joka patee joss M ,s||— —a(Z')[= o(~Z')].

. /
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Todistus (jatkuu).

e Jos Z on muotoa Z' — Z", niin m',s||- Z' — Z" joss m',s ||\ Z'
tai M',s||— 2" joss M ,s || 0(Z') tai M ,S ||~ 0(Z") [IH] joss
M,s||-0o(Z')—ao(Z")=0(Z — Z")].

e Jos Z on muotoa OZ', niin &', s ||— OZ’ joss kaikille t € S, joille
SR, patee a 't ||~ Z' joss kaikille t € S joille sRt, patee
Mt ||~ o(Z') [IH] joss & ,s||— Oo(Z')[= a(BZ')].

Niin ollen jos o/ ,t ||&- o(X), niin ar’,t ||~ X, joten X ei ole F-pitevi.m

\_ /
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Normaalit modaalilogiikat I

Seurauslause. Jos L on ei-tyhjd kehysten joukko, niin L-p&tevien

lauseiden joukko on propositionaalinen modaalilogiikka.
Merkintd3d L voidaan kdyttdd kahdessa merkityksessa:
(1) kehysjoukko ja (2) kehysjoukossa patevien lauseiden joukko.

Madritelma. Propositionaalista modaalilogiikkaa sanotaan
normaaliksi, jos se sisaltda (i) kaikki muotoa O(P — Q) — (OP — OQ)
olevat lauseet ja (ii) lauseen OP aina, kun siihen kuuluu P.

Maaritelma. Lausejoukkoa £ sanotaan kehyslogiikaksi, jos £ on
L-patevien lauseiden joukko jollekin ei-tyhjille kehysten joukolle L.

Samaa merkintdd L voidaan kayttdad sekd logiikasta ettd vastaavasta

kehysjoukosta.

\ /
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