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JOHDANTOA MODAALILOGIIKKAAN '

. Modaalilogiikka
. Esimerkki tietdmyslogiikasta: mutaiset lapset
. Semanttinen tarkastelu

. Syntaktinen tarkastelu

M. Fitting: Basic Modal Logic, luvun 1 alku (s. 368 — 371).
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1. Modaalilogiikka'

on kasitteiden valttamaton, aikominen, tietiminen, uskominen,
tuleva, mennyt, todistuva, tosi tapahtuman jilkeen, ... logiikkaa.
Mitka ovat ko. kisitteiden ominaisuudet?

Jos tiedat jotain, tieddtko ettd tieddt sen?

Jos et tiedat jotain, tieddtko ettet tiedat sitd?

Jos tiedit jotain, onko asia totta?

Systemaattinen (Kripke/mahdollisten maailmojen) semantiikkaan
perustuva ldhestymistapa.
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Kaksi lasta, joilla kummallakin mutainen otsa.

Lapset ndkevat toisensa.

e Aiti sanoo: “ainakin toisella on mutainen otsa”.

o Aiti kysyy: “tiedittekd, onko otsanne mutainen vai ei”?
e Molemmat vastaavat “en tiedd”.
o Aiti kysyy: “tiedittekd, onko otsanne mutainen vai ei"?

e Molemmat vastaavat: “tieddn otsani olevan mutainen”.

Formalisointi: Lapset a ja b.
A: a:lla mutainen otsa / B: b:lla mutainen otsa

\KaB: a tietda, ettd b:lla on mutainen otsa.

2. Esimerkki tietimyslogiikasta: mutaiset lapset
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Aiti sanoo: “ainakin toisella on mutainen otsa”.

AVB
Ka(AV B)
Kp(AV B)
KaKp(AV B)
Lapset ndkevat toisensa.
Ka(KbA\/ KbﬁA)

Aiti kysyy: “tiedattekd, onko otsanne mutainen vai ei"? Molemmat
vastaavat “en tiedd".

Ka—KpB

Lauseista 1-3 seuraa KZA.

Milld perusteella?

.
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3. Semanttinen tarkastelu.

Miten esitetddn tietamista ja ei-tietdmista?

e Lihtokohdaksi otetaan joukko mahdollisia maailmoja
(lauselogiikan malleja).

e Agentti a tietdd lauseen P (merkitddn K4P) joss P on tosi kaikissa
agentin a mahdollisina pitdmissd maailmoissa.
Esimerkki. Olkoon agentin a mahdollisten maailmojen joukko
{{P,Q},{Q}}. Talldin KaQ on tosi, mutta K4P ei ole.

e Kussakin mahdollisessa maailmassa s agentilla a on joukko agentin
a kannalta samanarvoisia mahdollisia maailmoja.

Mahdollisten maailmojen luokka jakaantuu agentin a kannalta

kokoelmaksi erillisia joukkoja mahdollisia maailmoja.

/
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/Mallien analyysi I \

Osoitetaan, ettd KyA seuraa loogisesti lauseista 1-3, t.s. ettd jokaisessa

tietdmysmallin maailmassa, jossa lauseet 1-3 ovat totta, on K5A totta.

e Olkoon Sjokin agentin a kannalta mahdollisten maailmojen
joukko ja s erds joukon S mahdollisista maailmoista.

e Joukko Sjakaantuu erillisiin joukkoihin T1,To,... agentin b
kannalta mahdollisia maailmoja.
Lause (2) Ka(KpAV Kp—A) tosi Sissa.
—  (KpAVKp—A) tosi kaikissa Sin maailmoissa.
— Kaikillei =1,2,... pitee

joko A on tosi kaikissa Ti:n maailmoissa tai

A on epatosi kaikissa Tj:n maailmoissa.
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Mallien analyysi (jatkuu)'

Lause (1) KaKp(AV B) tosi S:ssa.
Kp(AV B) tosi kaikissa Sn maailmoissa.

—
— Kaikillei=1,2,... pitee

AV B on tosi kaikissa Ti:n maailmoissa.
= Kaikillei=1,2,... pitee

joko A on tosi kaikissa Tj:n maailmoissa tai

B on tosi kaikissa Tj:n maailmoissa.

Huom. Niissd joukoissa Tj, joissa A on aina tosi, B voi kuitenkin olla
epatosi. Esimerkkind mahdollinen maailma s= {A} ja S={s} =T,
joka itse asiassa muodostaa lauseiden 1-3 tietimysmallin.

\_
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Mallien analyysi (jatkuu)'

Lause (3) Ka—KpB tosi S:ssa.

—>  Siis =KpB tosi kaikissa Sn maailmoissa.
= Kaikillei=1,2,... pitee
B on epéatosi jossain Tj:n maailmassa.
= Kaikillei=1,2,... pitee

A on tosi kaikissa Tj:n maailmoissa.
—> A on tosi kaikissa Sn maailmoissa.
=  KZA tosi Sssa.

Huom. Fittingin suorittama analyysi ei yleisty tapaukseen, miss3

lauseisiin lisdtaan perustellusti KaB (koska a nikee b:n otsan).
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4. Syntaktinen tarkastelu'

Mit3 tietdmiseen liittyvia periaatteita tarvitaan?

e Propositionaalinen paattely: tautologiat + MP:
P_P—0Q
Q
e Distributiivisuusaksiooma:

Ka(P — Q) — (KaP — KaQ)

o N-sddnto:
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e R-saanto:
P—Q
KaP — KaQ

Huom! Kysymyksessd on johdettu sdanto:

1. P—Q
2. Kay(P—Q) [N, 1]
3. Ka(P—Q)— (KaP — KaQ) [Distr]
4. (KaP — KaQ) [MP, 2,3]
e T-aksiooma:
KaP — P

e Johdetaan lause K5A lauseista 1-3 ldhtien kadyttamalld edelld

annettuja tietdmiseen liittyvid periaatteita.

\
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Syntaktinen todistus I

1. KaKp(~A— B) [P1]
2. Ka(~Kp-A— KpA)  [P2]
3. Ka—KpB [P3]
4. Kp(-A—B) —

(Kp—~A — KpB) [Distr]

5. KaKp(—A — B) —
Ka(Ko=A— KpB)  [R, 4]
6. Ka(Ko-A—KpB)  [MP, 1, 5]
7. (Kp—A — KpB) —
(-KpB — =Kp—A)  [Taut]
8. Ka(Ko—A — KpB) —

Ka(—KpB — =Kp—A) [R, 7]

10.

11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.

Ka(—KpB — —Kp—A)
Ka(—KpB — —Kp—A) —
(Ka—KpB — Ka—Kp—A)[Distr]
Ka—KpB — Ka-Ky—~A  [MP, 9, 10]
Ka—Kp—A [MP, 3, 11]
Ka(—~Kp=A — KpA) —
(Ka—Kp—A — KaKpA) [Distr]

[MP, 6, 8]

Ka-Kp—A— KaKpA  [MP, 2, 13]
KaKpA [MP, 12, 14]
KpA — A [T]
KaKpA — KaA [R, 16]

KaA [MP, 15, 17]

© 2006 TKK, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

10



