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Maaritelmia I

Madritelmd 1 Ryhméa G on syklinen, jos da € G s.e. G = (a).

Masaritelma 2 Olkoon G ryhmé. Talloin alkion a € G kertaluku
ord(a) on pienin luku n € N\ {0}, jolla a™ = 1. Jos lukua ei ole,

niin ord(a) := oo.

Maaritelmia 3 Kuvausta ¢ : N — N, ¢(1) =1,
o(n) =#{k e N |k <n, gcd(k,n) =1}, n > 1, sanotaan Eulerin
¢-funktioksi.

- /

Edvard Fagerholm / 30.1.2008




T-79.4001 Seminar on Theoretical Computer Science Shorin algoritmin matematiikkaa

/ Algebran perusteita I \

Lause 4 Olkoon G ryhmd, a € G ja a® = 1. Tdlloin ord(a) | k.

Todistus. Kirjoitetaan k = nord(a) + r, missa 0 < r < ord(a).

Tallsin a” = aF~°rd(@) = 1 joten kertaluvun méiritelmén nojalla
r = 0. |

Lause 5 (Lagrangen lause) Jos H < G ja G on ddrellinen, niin

#H | #G.
Todistus. Ks. diskreetin matematiikan moniste tai C2. |
Lause 6 Olkoon ged(a,n) = 1. Tdllgin a®™ =1 (mod n).

Todistus. Suoraan midritelmisti ¢(n) = #7F. Koska (a) < ZF,

\niin Lagrangen lauseen nojalla ord(a) = # (a) | ¢(n). I/
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-

periodi.

-

Erain apufunktion periodisuudesta'

Lause 7 Olkoon 1 < a < M ja gcd(a, M) = 1. Talloin kuvaus
f:7Z — Zy, f(x) =a® (mod M), on periodinen ja f:n pienin
periodi on ord(apy).

Todistus. Ndhdain suoraan, ettd f(x + ord(aps)) = f(x), joten f on

periodinen. Edelleen lauseesta 4 seuraa, ettd tdmé on pienin

~
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/ Shorin algoritmi I \

Shorin algoritmi perustuu seuraavaan ideaan luvun M

faktoroimiseksi.
1. Valitaan jokin 1 < a < M, jolle ged(a, M) = 1.

2. Selvitetddn kuvauksen f : Z — Zyy, f(x) = a%,, pienin periodi

n.
3. Jos m on parillinen, niin (a™/? — 1)(a™? + 1) = 0 (mod M).
4. Lasketaan d; := gcd(a™? — 1, M) ja dy := ged(a™? + 1, M).
5. Katsotaan onko dy tai do M:n tekija.

Huom: Kvanttimekaniikkaa hyodyntéas askel 2. Lisdksi algoritmi

on probabilistinen, joten se ei aina 10ydéa tekijaid. Nain kiy esim.

\kun n on pariton. /
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Algoritmin perustelu I

e Oletuksena n on parillinen, joten

a"=1(mod M) & a"—1=0(mod M)
& (a? —1)(a™? +1) =0 (mod M)

e Jos p| M, niin p|a™? —1taip|a™/? +1.
— d; :=ged(a™? — 1, M) # 1 tai dy := ged(a™? + 1, M) # 1
e Nyt jos d; # 1, niin tdmé& on joko M:n aito tekijé tai sitten
di =M.
— Tapaus dy # 1. Jos d;y = M niin a"/? = (mod M).
Mahdotonta (a:n kertaluku n), joten 16ydetédén aina tekijé.

— Tapaus dy # 1. Voi olla dy = M, jolloin a™/? = —1 (mod M).

-
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/ Algoritmin perustelu jatk.'

Edellisten nojalla voidaan formuloida seuraava lause:

Lause 8 Algoritmin iteraatio loytdad M :n aidon tekijin, jos n on
parillinen ja a™'? £ —1 (mod M).

a kunnes 10ydetédéan tekija. Oleellista on talloin tapahtuman
todennakoisyys

P(”satunnaisella a algoritmi ei 16ydé tekijaa” ).

Edellisten nojalla on osoitettu, ettd tdmé todennédkoisyys on

korkeintaan

-

P(”n on pariton tai ™2 = —1 (mod M)”).

Algoritmin ideana on ajaa se useita kertoja valitsemalla satunnaisia

~
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4 N

Todennikdisyyden johtaminen'

Merkitaan:

[ ) M — p(fl . o .pgk
e n=ord(ay)
e n; = ord(a,~:)

e Oletetaan myds, ettd 24 M, jolloin 1 # —1 (mod pi*)

- /
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4 N

Todennikoisyyden johtaminen jatk.'

Lemma 9 Fdellisilli merkinnoilld n = lem(ny, ..., ng).
Todistus. Merkitdan m = lem(ny,...,ng). Koska M | a™ — 1, niin
p;* | a™ — 1 kaikilla ¢. Lauseesta 4 seuraa, ettd n; | n, joten m | n.

Nyt méadritelmén nojalla kaikilla n; | m, joten p;"

a™ — 1. Tasta
seuraa, ettd M | a™ — 1. Kertaluvun mééritelmén nojalla n < m,
joten m = n.

- /
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/ Todennikdisyyden johtaminen jatk.' \

Lemma 10 a™/? = —1(mod M) joss a™/? = —1 (mod p$*) kaikilla

1.

Todistus. =: Jos M | a™/? + 1, niin p$* | a™/? + 1 kaikilla .

«<: Kiinalaisesta jadnnoslauseesta seuraa, ettd yhtaloryhmélla

r = —1 (mod p7*)

r = —1(mod py*)

on ratkaisu ja ratkaisu on yksikéasitteinen modulo M. Selvéasti —1

on ratkaisu, joten oletuksen ja ratkaisun yksikésitteisyyden nojalla

\a"/QE—l(mod M). I/
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/ Todennikdisyyden johtaminen jatk.'

Lemma 11 Kirjoitetaan n; = s;2%, missi 21 s; ja olkoon

s = lem(sq, ...

(i) n = s2t

(i) a®? = —1(mod M) = t; =t;,i,j=1,...,k.

Todistus. Kohta (i) seuraa suoraan lemmasta 9. Kohdan (ii)

~

,Sk), t =max(ty,...,t). Tdalloin seuraavat pdtevdt:

osoittamiseksi oletetaan, ettd 3i, j, jolla t; # t;. T4lloin 16ydetdan

t; < t, joten n; | n/2. Tastéd seuraa, etti a

n/2 —

lemman 10 nojalla /2 # —1 (mod M).

Lemma 12 Ryhmd Z,. on syklinen.

Godz’stus. Sivuutetaan.

(mod p;*), joten

Y
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/ Todennikoisyyden johtaminen jatk.' \

Propositio 13 P(t; = j) < 1/2.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla Z*az on syklinen, joten olkoon g

tdmén virittdja. Nyt ryhmén Satunnalsen alkion valinta on sama
kuin valitsisi luvun b € {1,...,¢(p;")}. Olkoon sitten ord(g) = u2,
missd 2 f u. Jos a = ¢°, niin ord(a) = ord(g®) = s;2%. Edelleen
b8i2ti

nihdédn, ettd (¢°)%2" =g — 1, joten u2? = bs;2 ja saadaan

kaksi tapausta:
1. b on parillinen
2. b on pariton

Ensimmaéisessi tapauksessa b = 2b, joten u2¥ = b's; 2411 ja
jalkimmaéisessd tapauksessa on oltava v = t;. Nahdaan erityisesti,

@té puolissa tapauksista t; # 7, josta seuraa véite. I/
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/ Todennikoisyyden johtaminen jatk.' \

Lause 14 Todenndkoisyys, ettd Shorin algoritme et [6ydd luvun

M = pi"---pp* tekijid yhdelld iteraatiolla on korkeintaan 2,{,%1

Todistus. Lauseen 8 nojalla algoritmi ei valttamatta 10yda tekijaa,
jos m on pariton tai a™/2 = —1 (mod M). Lemman 11 nojalla

saadaan ensimmaéinen tapaus, jos t = 0, ts. t; = 0 kaikilla ¢, kun

jalkimmaé&inen tapaus seuraa, jos t; = 7 > 0 kaikilla ¢. Tapahtumalle
A ="algoritmi ei 16yda tekijaa” saadaan siis

P(A) < ) P(ti=jvi)=) []Pti=)

1 , 1
< oh—1 Zp(tl =)= ok—1"
J

- n/
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