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Ratkaisuja demoteh@viin

Tehtava 10.5

Allaolevat kolme graafia pyrkivat selventamaan eraeioiden ominaisuuksia.
Tassa solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja ykitiskaari, josR(x,y) on
tosi, silloin kunx € Ay € A. Loogisia rakenteita havainnollistetaan aina silloin
talloin niita vastaavien graafien avulla.

<> Lo

Refleksiivisyys ¥xR(x, X)) tarkoittaa sita, etta graafin kaikista solmuista on kaar
takaisin itseensa, ja irrefleksiivisyye(—R(x, X)) vastaavasti sita, etta yhdessakaan
solmussa ei ole itseaan osoitavaa kaarta. Graafeistamdsnen on refleksiivi-
nen, toinen irrefleksiivinen ja kolmas ei ole kumpaakaan.

Symmetrisyys {xvy(R(x,y) — R(y,x))) tarkoittaa sita, ettd aina kun solmus-
ta x on kaari solmuury, graafissa on myos kaayista x.:aan. Asymmetrisella
("XVY(R(x,y) — —R(Y,X))) graafilla ei ole yhtdan paluukaarta. Kuvan graafeis-
ta 1. on symmetrinen, 2. asymmetrinen ja 3. ei kumpaakaan.

Transitiivisessa graafisseaxvyvz(R(x,y) AR(Y, z2) — R(X, z))) patee, etta mikali
solmustax paastaan kaaria seuraamalla (mahdollisesti muidenugen kautta)
solmuuny, paasee solmustamyods suoraan solmuuyn Kuvan graafeista ainoas-
taan keskimmainen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuusvx3yR(x,y)) tarkoittaa sita, etta kaikista solmuista lahtee
ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimmainen ja viimea ovat sarjallisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastaltian maaritellaan
seuraavat relaatioff (x,y) (X tunteey:n), N(x,y) (x on naimisissa/:n kanssa),
V(x,y) (yonx:n vanhempi) j&E(X,y) (y onx:n esi-isd). Nama relaatiot toteuttavat
ominaisuuksia seuraavan taulukon mukaisesti.



Relaatio refl. | irrefl. | symm.| asymm.| trans.| sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso * *

vanhempi * * *
esi-isa * * * *

Koska ihminen tuntee itsensa, ja tutut tuntevat toisemsd,(x, y) refleksiivinen,
symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovat naimisisestensa kanssa, eika
kukaan voi olla naimisissa itsensa kanssa, jdtexy) on irrefleksiivinen ja sym-
metrinen. Vanhemmuus on irrefleksiivinen, asymmetrinekéan ei voi olla oma
iIsovanhempansa) ja sarjallinen (kaikilla on vanhemmati-iga —relaatio on ku-
ten vanhemmuus, mutta sen lisaksi myos transitiivineskk jos Kalle on Pekan
esi-isa, ja Pekka Juhan, niin Kalle on myds Juhan esi-isa

Tehtava 10.7

a) Olkoons siten ettadU = {1,2}, ja PS = {(1,1),(2,2)}. Nyt ¥x3yP(x,y)
patee (kummallekin alkiolle 1. positiossa [oytyy vasinToisaaltalyvxP(x,y)
ei pade koska ei ole predikaatin tulkinnassa ei ole sédlakkiota 2. posi-
tiossa, jolle loytyisi parit siten, etta molemmat alkegiintyisivat 1. posi-
tiossa. Nain ollen implikaatio on epatosi.

b) Olkoong, siten ettdJ = {1} jaP°® = {1},Q° = 0. Nyt implikaation vasen
puoli on tosi ja oikea epatosi ja struktuuri nain vastaeskki.

c) Lauseessa pitaisi saada disjunktio epatodeksialgéaellyttaa, etta molem-
mat argumentit ovat epatosia. Koska niiden edessa onatiegaitaa siis
molemmilla puolilla negaatioiden sisalla oleva osuua tdsi.

Olkoon S siten ettdl = {1} ja PS = 0,R’ = {1}. Nyt Vx(P(x) — R(X))
on tosi, koska sen vasen puoli on epatosi. Samalla argulfaeft(P(x) —
—R(x)) on tosi. Naiden vaatimusten voidaan ajatella kuvaavajookko-
relaatiota. Ensimaisessa tapauksdzsaulkinnan tulisi ollaR:n tulkinnan
osajoukko ja toisesd&n tulkinnan komplementin osajoukko. Ainoa jouk-
ko, joka molemmat vaatimukset tayttaa on tyhja jouk&&a siis on asetettu
P:n tulkinnaksi.

Tehtava 11.1
Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalimito, tuli noudattaa seu-
raavaa algoritmia:

e Poistetaan konnektiivit- ja <.



¢ Negaatiot sisaan, kvanttorit ulos.

e Distribuutiosaannoilla haluttu lopullinen muoto (WiNtai DNM).
a)

VY(EXP(xy) — V2Q(Y,2)) A FY(VXR(XY) VVXQ(X.Y))
=Vy(—-3IXP(X,y) VVZQ(Y, 2)) A Fy(VXR(X,Y) V VXQ(X,Y))
=Vy(VX=P(X,y) VVZQ(Y,z)) A Fy(YXR(X,y) V VXQ(X,Y))
=31 (VY(YX=P(x,y) VVZQ(Y, 2)) A (VXR(X, Y1) V VXQ(X,¥1)))
=3y VY2 ((VX=P(X,¥2) V VZQ(Y2,2)) A (YXR(X, Y1) V VXQ(X, y1)))
=3y1VY2VX1 VX2V2vXs((—P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(%2, Y1) V Q(X3,¥1)))

Nyt havaitaan, etta kvanttoreita sisaltamatdon os&amunktiivisessa nor-
maalimuodossa. Skolemoinnissa uloimmat eksistensditorérkorvataan
vakioilla, ja universaalikvanttoreiden sisalla oleg@kblem-funktioilla. Tassa
saadaan seuraava lause:

VY2Vx1 VX2V 2vxs((—P(x1,Y2) V Q(Y2,2)) A (R(x2,€) V Q(x3,€)))

Vx3AyQ(X,y) V (IXVYP(X,y) A =3IxIYyP(X,y))
=Vx3AYyQ(X,Y) V (IXVYP(X,y) A VXVY-P(X,Y))
=VxIYQ(X,Y) V Ix1 VY1 VX2 Wy2(P(X1, Y1) A —~P(X2,Y2))
=31 Vx33Y3VY1 V%2 VY2(Q(X3,¥3) V (P(x1,y1) A —=P(X2,Y2)))

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidakagd&onjunk-
tilviviseen normaalimuotoon.
Ix1VX3TY3Vy1 VX VY2 ((Q(Xa, Y3) V P(X1, y1)) A (Q(Xa,y3) V —P(x2,Y2)))

Skolemoinnissa; korvataan vakiolla jg5 lausutaarxs:n funktiona.

VX3Vy1Vx2VY2((Q(Xs, f(X3)) V P(c,y1)) A (Q(X3, f(X3)) V —P(X2,¥2)))



Tehtava 11.2
Tehtavassa sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi kdagnmermaalimuotosaantoja.

a)

VX@(X) — Y
=-VXQ(X) V Y
=3Ix-@Q(X) VY
=1 (=0(x1) V)
=3x1(@(x1) — W)

b) Vastaavastix@(x) — @ = Vx1(@(X1) — ).
c)

@ — VXP(X)
=-@V VXY(X)
=Vx1(—QV Y(x1))
=Vx1(0— W(x1))

d) Vastaavastip — IxP(x) = Ixa (@ — P(x1)).

Saannonmukaisuutena voidaan havaita, etta mikantfointi on implikaation
vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikealla pualeié sailyy.

Tehtava 11.4

a) Lause-3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot:-3x((—P(x) vV P(a)) A (-P(x) V P(b))).
Viedaan— kvanttorindx sisaan:

Vx=((=P(x) VP(a)) A (=P(x) V P(b))).
Viedaan negaatiot lausekkeiden sisaan:
YX((P(x) A=P(a)) Vv (P(x) A =P(b))).

TuodaarP(x) ulos:Vx(P(x) A (=P(a) v =P(b))).
Jatetaan universaalikvanttorit poR(x) A (—P(a) V =P(b)).
Muodostetaan klausuuliesitys{P(x)}, {—P(a), -P(b)}}.

b) Lausevy3axP(x,y):
Skolemointi:vyP(f(y),y).
Jatetaan universaalikvanttorit pol:f (y),y).
Muodostetaan klausuuliesitys{P(f(y),y)}}.



c)

d)

Lause—Vy3xG(x,y):

Viedaan— kvanttorinvy sisaan3y—-3xG(x,y).
Viedaan— kvanttorinix sisaan3yvx—G(x,y)
Skolemointi:v¥x—G(x, c).

Jatetdan universaalikvanttorit poisG(x,c).
Muodostetaan klausuuliesitysf -G(x,c)} }.

Lauseaxvy3z(P(x,z) V P(z,y) — G(X,Y)):
Eliminoidaan implikaatio3xvy3z(—(P(x,z) V P(z,y)) V G(X,Y)).
Viedaan negaatiot lausekkeen sisaan:
IXVy3z((-P(x,2) A=P(z,y)) V G(X,Y)).
ViedaanG(x,y) lausekkeen sisaan:

XVY3IzZ((—P(x,2) VG(%,Y)) A (—P(zy) VG(X,Y))).
Skolemointi:vy3z((—P(c,z) V G(c,y)) A (—P(zy) v G(c,y))).
Skolemointi:vy((—=P(c, f(y)) VG(c,y)) A (=P(f(y),y) VG(c,y))).
Jatetaan universaalikvanttorit pois:

(=P(c, f(y)) v G(c,y)) A (=P(f(y),y) v G(c,y)).
Muodostetaan klausuuliesitys:

{{=P(c, f(y)), G(c,y)}, {-P(f(y),y), G(c,y)}}



