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Ratkaisuja demoteh@viin

Tehtava 9.1

Ratkaisussa on kaytetty useaan otteeseen rajoitettijarsaali- ja eksistentiaa-
likvanttoreita. Jos halutaan ilmaista, etta jokin omsuais@(x) patee kaikille
predikaatinP(x) toteuttaville alkioillex, kirjoitetaanvx(P(x) — @(x)). Se, etta omi-
naisuus@(x) patee jollekin predikaatifP(x) toteuttavalle alkiollex, ilmaistaan
lauseellaax(P(x) A @(x)). Yksipaikkainen predikaattP(x) ilmaisee siis usein
alkion tyyppia (esimerkiksx on portti). Vastaavasti kaksipaikkainen predikaatti
iimaisee kahden alkion valista suhdetta (esimerkikan y:ta nopeampi).

a) Ix(P(x) AV(x)), kun
P(x) = “x on portti” ja
V(x) = “xon viallinen”.

b) A(a) A (WX(A(X) A—=(x=a) — N(a,x)), kun
a = “ko. algoritmi”,
A(X) = “x on algoritmi” ja
N(X,y) = “x ony:ta nopeampi”.



c) Wx(K(x) — 3y(T(y) AR(X,Y))), kun
K(x) = “x osallistuu kurssille”,
T(x) = “x on tydbasema” ja

R(x,

y) = “x kayttaay:ta”.
(

d) wx(T ) — YWz(P(y) AP(z) AK(y,X) AK(Z,X) — y=2)), kun
P(x) = “x on prosessi”,
T(x) =“xon tiedosto” ja

K(x,y) = “x kirjoittaay:hyn”.

Esitetyt ratkaisut eivat ole ainoita mahdollisia. Valamvaraa on predikaatti-,
funktio- ja vakiosymbolien maarittelyssa ja lauseidakenteessa.

Tehtava 9.2

Sulkujen poistamisessa kaytettiin periaatetta, et@uhat sulut voi jattaa pois
ja lisaksi, mikali sulkujen sisalla oleva operaatioppesedenssiltaan ulkopuolella
olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.

a) YW((EX(P(X) AQ(x))) — L(x))

Tassa kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarktstesa nyt uloimpia
sulkuja, niin sisalla oleva operaatio on implikaatio jaapuolella univer-
saalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on vahvempi, sulkug@ voi poistaa.
Tarkastellaan seuraavaksi sulkuja eksistenttikvamtioriparilla. Sisalla siis
edella mainittu kvantifionti ja ulkopuolella implikaati®ulut voi poistaa ja
kaava saa muodory(3Ix(P(x) AQ(X)) — L(x)). Jaljella on viela sulut kon-
junktion ymparilla. Ulkopuolella oleva kvantifiointi omahvempi, sulkuja
ei voi poistaa.

b) 3Y(P(x,y) vV Q(Y; X)) < Vx=K(f(x))



C) VXVy(AAB)

Tehtava 9.3

Kayttamalla ainoastaan elementtejga f, voidaan muodostaa seuraava joukko
termeja:{c, f(c), f?(c), f3(c),...}. Edelleen termeja voidaan laatia kayttamalla hy-
vaksi funktiotag. Sen argumenteiksi voidaan valita mika tahansa pari iedell
sista, esim. saadaan termgic,c) ja g(f3(c), f1%8(c)). Luonnollisesti sekéy:n

etta f:n argumenteiksi voidaan edelleen valita mitka taharesa sdaduista ter-
meista. Nain syntyy esim.f(g(f°(c), f*3(c))) ja g(g(c, f(c)), f&(c)). Funk-
tioiden sisennysta voi nain jatkaa mielivaltaisen madkelta.



Tehtava 9.4

Yleistys tapahtuu kayttamalla hyvaksi seka listoggta puiden notaatiota. Pe-
riaate on, etta mielivaltainen puu esitetaan siséka listoina, jotka kertovat
kunkin solmun lapset. Olkoon tehtavassa esitetyt 3osgla funktiosymbolia:e
(tyhja lista),c € 7> (ensimmainen argumentti listan ensimmainen alkio jadoi
argumentti loput listasta), jac 71 (lehtisolmu). Tarkastellaan seuraavia puita:

AN

a/.\ b
7\
b f

a

Naista ensimmaisen esitys annetulla notaatiolld(ah, toisenc(l(a),c(l(b),e))
ja kolmannere(l (a), c(l(d),c(c(l(b),c(l(f),e)),e))).

Tehtava 9.5

Kaava onlause jos siina ei ole vapaita muuttujaesiintymia. Tehtdadnossa
todetaan, ett&x@(x) on lause.@(t) tarkoittaa kaavaa, jossa jokaingm vapaa
esiintyma on korvattu termillh Koskat on muuttujaton, niing(t) on myos lause.

Tehtava 10.1
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen tekdon vaikkapa seuraavasti:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,00 (1,1) (1,2) (1,3)
(2,00 (2,1) (2,2) (2,3)

Tehtavan idea on sama kuin todistettaessa sita, eltdekaluonnollisen luvun
pareja on yhta monta kuin luonnollisia lukuja (joukot soigat yhta mahtavat).
Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaus luonnittiduvuilta lukupareille.
Kuvauksessd (0) = (0,0) ja muilla arvoilla se etenee aina taulukon diagonaaleja
pitkin. Esim. f(1) = (0,1), f(2) = (1,0) jne. Mikali kuvaus etenisi riveja tai
sarakkeita pitkin, ei joukkojen yhtasuuruutta saatassitettua, koska rivit (sarak-
keet) jatkuvat aarettomiin. Mielivaltainen diagongalolestaan on aarellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettyi&ali vakionc tulkinta
onc® = (0,0), ja funktio laaditaan em. saantdjen pohjalta, siis:

f(c) = (0,1) f(f(c)® = (1,0)
) = (0,2 4o = (11



Funktion f° lausekkeen voi esittda muodossa:

1 (xy) — (X.Y)
X =g(X)(y+1)+(1-g(x))(x—1)
y =(1-9(x)(y+1)

Tass&(x) on nk. pulssifunktio:

(%) = 1, josx=0.
9x) = 0, muutoin.

Tehtava 10.4

Tama mallivastaus koskee seuraavaa tehtavaa (wad2()8):

Graafi muodostuu solmujen joukosga solmujen valisten kaarieK C Sx S
joukosta. Graafin solmutja s' ovat vierekkaiset, jos niita yhdistaa kaais,€) €

K tai (S,s,€)K). OlkoonC jokin varien joukko. Graafivaritysongelmassan
tarkoituksena loytaa graafin solmuille varit joukoStsiten, etta kaikilla vierekkaisilla sol-
muilla on eri varit.

a) Maarittele graafin varitysongelman ratkaisu preditbbgiikan avulla.
b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja

c) struktuuri, jossa se ei toteudu.
Ratkaisu:

a) Graafista meita kiinnostavat erityisesti kaaret, jpidgittamista varten maari-
tellaan predikaat (x,y) (graafissa on kaari solmustaolmuuny). Varien
esittamiseen on useita mahdollisuuksia.

() Yksi mahdollisuus on kiinnittaa varien joukko ja #8g varit predikaatein.
Jos joukoss& on varejan kpl maaritellaan niille kullekin yksipaikkainen
predikaattiCi(x). PredikaattiCi(x) tarkoittaa, etta solmwx on varitetty
varillai. Ongelman maarittelyssa vaaditaan, etta jokaiseliaglla on yk-
sikasitteinen vari, ja jos solmujen valilla on kaamlmut ovat erivariset.
Ensimmaisesta vaatimuksesta saadaan seuraavat lauseet

VX(Ci(X) <= =C1(X) A -+ A=Ci—1(X) A =Cit1(X) A--- A—Cn(X))

indeksini arvoilla 1,...,n (huomaa, etta-Ci(x) ei esiinny ekvivalenssin
oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esiteji@ikensen predikaatin
Ci(x) osalta erikseen:

VXVY(K (%,Y) — (Ci(X) — =Ci(y))).



b)

(if) Toinen mahdollisuus on jattaa varien maarytaloimeksi ja ottaa kayt-
toon predikaatti/ (x,y) (solmunx vari ony). Solmun varin yksikasitteisyys
voidaan ilmaista lauseella:

XYW2Z(V (X, Y) AV (X,2) =y = 2).

Siis, jos solmullax on varity ja z, nama ovat itseasiassa sama vari (yhtasu-
uruus predikaatti=" on tosi rakenteessd, jos ja vain jos predikaatin ar-
gumenttien tulkinnat ovat samat rakentees3a Vierekkaisten solmujen
erivarisyys saadaan puettua lauseeksi:

VXvWz(K(x,y) — (V(x,2) — =V (Y, 2)).

Eli, jos graafissa on kaari solmustaolmuuny ja solmux on variltaanz,
solmuy ei ole variltaare.

(i) Kolmantena mahdollisuutena on esittaa vari funkymbolinv avulla.
Termi v(x) tarkoittaa solmurx varia. Tassa tapauksessa varin yksikasit-
teisyytta ei tarvitse erikseen maaritella (funktiorvaon aina yksikasit-
teinen). Erivarisyydelle saadaan lause:

VXTY(K(%,Y) = =(V(X) = V(Y)))-

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksassa2. Maaritellaan rakenne
S, jonka universumina obd = {a;,ay} (kaksi solmua). Predikaatid tul-
kinta onK* = {(ay,az), (ap,a1)} (graafissa on kaaret solmustasolmuun
az ja solmustaa, solmuuna;). PredikaattierC; ja C, tulkinnat ovath =

{a1} jaCs = {ay} (toinen solmuista on siis var@y ja toinen variz,).
Tarkistetaan nyt totuusmaaritelman avulla, ettaéasiis

VX(C1(x) = —Ca(X)),
VXYY(K(xy) — (Co(x) — ~Ca(y)), ja
Wxvy(K () — (C2(x) — ~Ca(y))

toteutuvat rakenteessa(eli § on lauseiden malli). Huomaa etta lauseista
ensimmainen on ekvivalentti lauseen

VX(C2(X) < 7C1(x))
kanssa, joka myos kuuluu lausejoukkoon tapauksessa. Nyt

S = VX(Cy(X) — —Ca(x))



jos ja vain jos
S a] E (Ci(x) < —Ca(x)  ja  Sx—ag] E (Cu(x) < =Ca(X))

Koskaa; € C;, patees|x— aj] = C1(x). Vastaavasti, koskay ¢ Cs, patee
S[x— ag] £ Co(x). Siis

Sx—a1] E (Co(x) < ~Ca(x))

Vastaavasti osoitetaan, efiix — ay| = (Cy(x) <> —=Cx(x)), joten
S = VX(Cy(x) «» —Cy(X)) seuraa.

Nyt S = VXVy(K(x,y) — (C1(X) — —C1(y)) jos ja vain jos kaava
K(xy) = (C1(x) — —Ca(y))

on tosi rakenteissa

S[X— aq,y— ail, S[x+— a1,y ay],
Sx—apy—a) ja Sx—axy— a.

Koska parit(a;, a;) ja (ap, ap) eivat kuulu tulkintaarks atomikaava (x, y)
on epatosi ensimmaisessa ja viimeisessa rakentegdsa, implikaation
totuusmaaritelman nojalla edellaannettu kaava onrassa rakenteissa.
Koska pari (aj,ap) kuuluu tulkintaanks, S[x— ag,y +— a] = K(x,y) ja
annettu kaava on tosi rakenteesda— aj,y — ap] jos ja vain josS[x —
a1,y — & = C1(x) — —Cy1(y). Tama pitaa paikkanssa, sil € C; ja
ax ¢ Cs, jotenS[x — ap,y — ap] = C1(X) ja S[x — ag,y — ag] = —~Ca(y).
Kaava on tosi myos 3. struktuurissa. Erona edelliseen & jraplikaatio
Ci1(x) — —C4(y) on tosi rakenteess#, koskas|x — ap,y — a1 = C1(X).
Siis.$ on malli lauseellé/xvy(K(x,y) — (C1(x) — —Ca(y)).

Symmetriasyistég on myos lauseen

VXYY(K(Xy) = (Co(x) — —Ca(y))

malli. Olemme siis osoittaneet, etfaon lausejoukon malli. Sama rakenne
on malli myos tapauksessa, jossa vareja on useampigkhkisi. Malleista
tulee monimutkaisempia, jos solmujen varitys esitetégihtoehtojen (ii) ja
(i) mukaisesti.

Maaritellaan rakenng tapauksessa = 2, jossa lausejoukko ei toteudu.
Valitaan universumiks = {a} (yksi solmu) ja predikaatit tulkinnaksi
esim.KS = {(a,a)}. Nyt

VX(C1(x) < C2(x))



ei toteudu rakenteessa jos
S[x— a] £ Ci(x) < Ca(x)
Valitaan siis varipredikaattien tulkinnat siten, etta
Sx—a =Ci(x)  ja  S[x—a] =Ca(x)

asettamalla
Cf =Cf = {a}

Talloin § ei voi olla lausejoukon malli.



