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Ratkaisuja demotehẗaviin

Tehtävä 9.1
Ratkaisussa on käytetty useaan otteeseen rajoitettuja universaali- ja eksistentiaa-
likvanttoreita. Jos halutaan ilmaista, että jokin ominaisuusφ(x) pätee kaikille
predikaatinP(x) toteuttaville alkioillex, kirjoitetaan∀x(P(x)→ φ(x)). Se, että omi-
naisuusφ(x) pätee jollekin predikaatinP(x) toteuttavalle alkiollex, ilmaistaan
lauseella∃x(P(x) ∧ φ(x)). Yksipaikkainen predikaattiP(x) ilmaisee siis usein
alkion tyyppiä (esimerkiksix on portti). Vastaavasti kaksipaikkainen predikaatti
ilmaisee kahden alkion välistä suhdetta (esimerkiksix ony:tä nopeampi).

a) ∃x(P(x)∧V(x)), kun
P(x) = “x on portti” ja
V(x) = “x on viallinen”.
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b) A(a)∧ (∀x(A(x)∧¬(x = a) → N(a,x)), kun
a = “ko. algoritmi”,
A(x) = “x on algoritmi” ja
N(x,y) = “x on y:tä nopeampi”.
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c) ∀x(K(x) →∃y(T(y)∧R(x,y))), kun
K(x) = “x osallistuu kurssille”,
T(x) = “x on työasema” ja
R(x,y) = “x käyttääy:tä”.

d) ∀x(T(x) →∀y∀z(P(y)∧P(z)∧K(y,x)∧K(z,x)→ y = z)), kun
P(x) = “x on prosessi”,
T(x) = “x on tiedosto” ja
K(x,y) = “x kirjoittaay:hyn”.

Esitetyt ratkaisut eivät ole ainoita mahdollisia. Valinnan varaa on predikaatti-,
funktio- ja vakiosymbolien määrittelyssä ja lauseidenrakenteessa.

Tehtävä 9.2
Sulkujen poistamisessa käytettiin periaatetta, että uloimmat sulut voi jättää pois
ja lisäksi, mikäli sulkujen sisällä oleva operaatio onpresedenssiltään ulkopuolella
olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.

a) ∀y((∃x(P(x)∧Q(x))) → L(x))
Tässä kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarkasteltaessa nyt uloimpia
sulkuja, niin sisällä oleva operaatio on implikaatio ja ulkopuolella univer-
saalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on vahvempi, sulkujaei voi poistaa.
Tarkastellaan seuraavaksi sulkuja eksistenttikvanttorin ympärillä. Sisällä siis
edellä mainittu kvantifionti ja ulkopuolella implikaatio. Sulut voi poistaa ja
kaava saa muodon∀y(∃x(P(x)∧Q(x))→ L(x)). Jäljellä on vielä sulut kon-
junktion ympärillä. Ulkopuolella oleva kvantifiointi onvahvempi, sulkuja
ei voi poistaa.

b) ∃x∃y(P(x,y)∨Q(y,x)) ↔∀x¬K( f (x))



c) ∀x∀y(A∧B)

Tehtävä 9.3
Käyttämällä ainoastaan elementtejäc ja f , voidaan muodostaa seuraava joukko
termejä:{c, f (c), f 2(c), f 3(c), . . .}. Edelleen termejä voidaan laatia käyttämällä hy-
väksi funktiotag. Sen argumenteiksi voidaan valita mikä tahansa pari edelli-
sistä, esim. saadaan termitg(c,c) ja g( f 3(c), f 108(c)). Luonnollisesti sekäg:n
että f :n argumenteiksi voidaan edelleen valita mitkä tahansa n¨ain saaduista ter-
meistä. Näin syntyy esim.f (g( f 5(c), f 13(c))) ja g(g(c, f (c)), f 8(c)). Funk-
tioiden sisennystä voi näin jatkaa mielivaltaisen montaaskelta.



Tehtävä 9.4
Yleistys tapahtuu käyttämällä hyväksi sekä listojen että puiden notaatiota. Pe-
riaate on, että mielivaltainen puu esitetään sisäkkäisinä listoina, jotka kertovat
kunkin solmun lapset. Olkoon tehtävässä esitetyt 3 vakio- ja funktiosymbolia:e
(tyhjä lista),c∈ F2 (ensimmäinen argumentti listan ensimmäinen alkio ja toinen
argumentti loput listasta), jal ∈ F1 (lehtisolmu). Tarkastellaan seuraavia puita:

a •

a b

•

a d •

b f

Näistä ensimmäisen esitys annetulla notaatiolla onl(a), toisenc(l(a),c(l(b),e))
ja kolmannenc(l(a), c(l(d),c(c(l(b),c(l( f ),e)),e))).

Tehtävä 9.5
Kaava onlause, jos siinä ei ole vapaita muuttujaesiintymiä. Tehtävänannossa
todetaan, että∀xφ(x) on lause.φ(t) tarkoittaa kaavaa, jossa jokainenx:n vapaa
esiintymä on korvattu termillät. Koskat on muuttujaton, niinφ(t) on myös lause.

Tehtävä 10.1
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen taulukkoon vaikkapa seuraavasti:

〈0,0〉 〈0,1〉 〈0,2〉 〈0,3〉 · · ·
〈1,0〉 〈1,1〉 〈1,2〉 〈1,3〉 · · ·
〈2,0〉 〈2,1〉 〈2,2〉 〈2,3〉 · · ·

...
...

...
...

. . .

Tehtävän idea on sama kuin todistettaessa sitä, että kahden luonnollisen luvun
pareja on yhtä monta kuin luonnollisia lukuja (joukot siisovat yhtä mahtavat).
Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaus luonnollisilta luvuilta lukupareille.
Kuvauksessaf (0) = 〈0,0〉 ja muilla arvoilla se etenee aina taulukon diagonaaleja
pitkin. Esim. f (1) = 〈0,1〉, f (2) = 〈1,0〉 jne. Mikäli kuvaus etenisi rivejä tai
sarakkeita pitkin, ei joukkojen yhtäsuuruutta saataisi osoitettua, koska rivit (sarak-
keet) jatkuvat äärettömiin. Mielivaltainen diagonaali puolestaan on äärellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettyä,mikäli vakionc tulkinta
on cS = 〈0,0〉, ja funktio laaditaan em. sääntöjen pohjalta, siis:

f (c)S = 〈0,1〉 f ( f (c))S = 〈1,0〉
f 3(c)S = 〈0,2〉 f 4(c)S = 〈1,1〉

...
...



Funktion f S lausekkeen voi esittää muodossa:

f S : 〈x,y〉 → 〈x′,y′〉

x′ = g(x)(y+1)+(1−g(x))(x−1)

y′ = (1−g(x))(y+1)

Tässäg(x) on nk. pulssifunktio:

g(x) =

{

1, josx = 0.
0, muutoin.

Tehtävä 10.4
Tämä mallivastaus koskee seuraavaa tehtävää (vuodelta 2008):
Graafi muodostuu solmujen joukostaS ja solmujen välisten kaarienK ⊆ S×S
joukosta. Graafin solmuts ja s′ ovat vierekkäiset, jos niitä yhdistää kaari (〈s,s′〉 ∈
K tai 〈s′,s,∈〉K). OlkoonC jokin värien joukko. Graafinväritysongelmassaon
tarkoituksena löytää graafin solmuille värit joukostaC siten, että kaikilla vierekkäisillä sol-
muilla on eri värit.

a) Määrittele graafin väritysongelman ratkaisu predikaattilogiikan avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja

c) struktuuri, jossa se ei toteudu.

Ratkaisu:

a) Graafista meitä kiinnostavat erityisesti kaaret, joiden esittämistä varten määri-
tellään predikaattiK(x,y) (graafissa on kaari solmustax solmuuny). Värien
esittämiseen on useita mahdollisuuksia.

(i) Yksi mahdollisuus on kiinnittää värien joukko ja esittää värit predikaatein.
Jos joukossaC on värejän kpl määritellään niille kullekin yksipaikkainen
predikaattiCi(x). PredikaattiCi(x) tarkoittaa, että solmux on väritetty
värillä i. Ongelman määrittelyssä vaaditaan, että jokaisella solmulla on yk-
sikäsitteinen väri, ja jos solmujen välillä on kaari, solmut ovat eriväriset.
Ensimmäisestä vaatimuksesta saadaan seuraavat lauseet:

∀x(Ci(x) ↔¬C1(x)∧· · ·∧¬Ci−1(x)∧¬Ci+1(x)∧· · ·∧¬Cn(x))

indeksin i arvoilla 1, . . . ,n (huomaa, että¬Ci(x) ei esiinny ekvivalenssin
oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esitetäänjokaisen predikaatin
Ci(x) osalta erikseen:

∀x∀y(K(x,y) → (Ci(x) →¬Ci(y))).



(ii) Toinen mahdollisuus on jättää värien määrittely avoimeksi ja ottaa käyt-
töön predikaattiV(x,y) (solmunx väri ony). Solmun värin yksikäsitteisyys
voidaan ilmaista lauseella:

∀x∀y∀z(V(x,y)∧V(x,z) → y = z).

Siis, jos solmullax on värity ja z, nämä ovat itseasiassa sama väri (yhtäsu-
uruus predikaatti “=” on tosi rakenteessaS , jos ja vain jos predikaatin ar-
gumenttien tulkinnat ovat samat rakenteessaS ). Vierekkäisten solmujen
erivärisyys saadaan puettua lauseeksi:

∀x∀y∀z(K(x,y) → (V(x,z) →¬V(y,z)).

Eli, jos graafissa on kaari solmustax solmuuny ja solmux on väriltäänz,
solmuy ei ole väriltäänz.

(iii) Kolmantena mahdollisuutena on esittää väri funktiosymbolinv avulla.
Termi v(x) tarkoittaa solmunx väriä. Tässä tapauksessa värin yksikäsit-
teisyyttä ei tarvitse erikseen määritellä (funktion arvo on aina yksikäsit-
teinen). Erivärisyydelle saadaan lause:

∀x∀y(K(x,y) →¬(v(x) = v(y))).

b) Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessan= 2. Määritellään rakenne
S , jonka universumina onU = {a1,a2} (kaksi solmua). PredikaatinK tul-
kinta onKS = {〈a1,a2〉,〈a2,a1〉} (graafissa on kaaret solmustaa1 solmuun
a2 ja solmustaa2 solmuuna1). PredikaattienC1 ja C2 tulkinnat ovatCS

1 =

{a1} ja CS
2 = {a2} (toinen solmuista on siis väriäC1 ja toinen väriäC2).

Tarkistetaan nyt totuusmääritelmän avulla, että lauseet

∀x(C1(x) ↔¬C2(x)),
∀x∀y(K(x,y) → (C1(x) →¬C1(y)), ja
∀x∀y(K(x,y) → (C2(x) →¬C2(y))

toteutuvat rakenteessaS (eli S on lauseiden malli). Huomaa että lauseista
ensimmäinen on ekvivalentti lauseen

∀x(C2(x) ↔¬C1(x))

kanssa, joka myös kuuluu lausejoukkoon tapauksessan = 2. Nyt

S |= ∀x(C1(x) ↔¬C2(x))



jos ja vain jos

S [x 7→ a1] |= (C1(x) ↔¬C2(x)) ja S [x 7→ a2] |= (C1(x) ↔¬C2(x))

Koskaa1 ∈CS
1 , päteeS [x 7→ a1] |= C1(x). Vastaavasti, koskaa1 6∈CS

2 , pätee
S [x 7→ a1] 6|= C2(x). Siis

S [x 7→ a1] |= (C1(x) ↔¬C2(x))

Vastaavasti osoitetaan, ettäS [x 7→ a2] |= (C1(x) ↔¬C2(x)), joten
S |= ∀x(C1(x) ↔¬C2(x)) seuraa.

Nyt S |= ∀x∀y(K(x,y) → (C1(x) →¬C1(y)) jos ja vain jos kaava

K(x,y) → (C1(x) →¬C1(y))

on tosi rakenteissa

S [x 7→ a1,y 7→ a1], S [x 7→ a1,y 7→ a2],
S [x 7→ a2,y 7→ a1] ja S [x 7→ a2,y 7→ a2].

Koska parit〈a1,a1〉 ja 〈a2,a2〉 eivät kuulu tulkintaanKS atomikaavaK(x,y)
on epätosi ensimmäisessä ja viimeisessä rakenteessa,joten implikaation
totuusmääritelmän nojalla edelläannettu kaava on tosi näissä rakenteissa.
Koska pari 〈a1,a2〉 kuuluu tulkintaanKS , S [x 7→ a1,y 7→ a2] |= K(x,y) ja
annettu kaava on tosi rakenteessaS [x 7→ a1,y 7→ a2] jos ja vain josS [x 7→
a1,y 7→ a2] |= C1(x) → ¬C1(y). Tämä pitää paikkanssa, silläa1 ∈ CS

1 ja
a2 6∈ CS

2 , jotenS [x 7→ a1,y 7→ a2] |= C1(x) ja S [x 7→ a1,y 7→ a2] |= ¬C2(y).
Kaava on tosi myös 3. struktuurissa. Erona edelliseen on , että implikaatio
C1(x) → ¬C1(y) on tosi rakenteessaS , koskaS [x 7→ a2,y 7→ a1] 6|= C1(x).
Siis S on malli lauseelle∀x∀y(K(x,y) → (C1(x) →¬C1(y)).

SymmetriasyistäS on myös lauseen

∀x∀y(K(x,y) → (C2(x) →¬C2(y))

malli. Olemme siis osoittaneet, ettäS on lausejoukon malli. Sama rakenne
on malli myös tapauksessa, jossa värejä on useampia kuinkaksi. Malleista
tulee monimutkaisempia, jos solmujen väritys esitetään vaihtoehtojen (ii) ja
(iii) mukaisesti.

c) Määritellään rakenneS tapauksessan = 2, jossa lausejoukko ei toteudu.
Valitaan universumiksiU = {a} (yksi solmu) ja predikaatinK tulkinnaksi
esim.KS = {〈a,a〉}. Nyt

∀x(C1(x) ↔¬C2(x))



ei toteudu rakenteessaS , jos

S [x 7→ a] 6|= C1(x) ↔¬C2(x)

Valitaan siis väripredikaattien tulkinnat siten, että

S [x 7→ a] |= C1(x) ja S [x 7→ a] |= C2(x)

asettamalla
CS

1 = CS
2 = {a}

Tällöin S ei voi olla lausejoukon malli.


