T-79.3001 Kevat 2009
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 12 (Predikaattilogiikka 14.1. — 14.5)
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Ratkaisuja demoteh@viin

Tehtava 14.1

Herbrand-universumi) muodostuu termeista, jotka voidaan muodostaa klausuu-
lijoukossa esiintyvista vakio- ja funktiosymboleistasXklausuulijoukossa ei ole
vakiosymboleita, universumiin otetaan jokin vakiosympesimerkiksia (nain
tehdaan kohdissa b), d) ja f)). Herbrand-kaBtenuodostuu atomisista lauseista,
jotka ovat konstruoitavissa klausuulijoukossa esiirgi@vipredikaattisymboleista
kayttamalla argumentteina Herbrand-universubhitermeja.

a) U ={c},B={G(c,c)}.

b) U ={a f(a), f(f(a)),...},B={P(er,&) e €U,e2 € U}.
c) U ={ab},B={P(a),P(b)}.

d) U ={a},B={P(a,a),G(a,a)}.

e) U={ab,f(a),f(b),f(f(a), f(f(b)),..},
B={P(e,&)|er €U, eocU}U{Q(e,e)|e1 €U, € U}.

f) U:{a7f(a7a)7f(a7f(ava)) ( ( >7a)7f( ( ) (a7a>)7"'}’
B={P(e)|lec U}uU{Q(e)[ecU}.

Tehtava 14.2

a) LauseestaxP(x,a,x) saadaan klausuuliP(x,a,x)}. Lausejoukon toinen
lause—(3x3y3Fz(P(x,y,2) A —P(x, f(y), f(z))) tuottaa klausuulin
{-P(x,y,2),P(x, f(y), f(2)) }. Nain ollen saadaan klausuulijoukko

S={{P(x.ax)},{=P(xy,2),P(x, f(y), f(2))}}.

b) Herbrand-universuni = {a, f(a), f(f(a)),...} ={f"(a) | n> 0} ja Herbrand-
kantaB = {P(e1,€;,€3) | e1, 2,83 € H}.



c) Maksimaalinen Herbrand-maéille saadaaB:sta, silla jokainen termi muo-
toaP(f"(a),a, f"(a)), n > 0 kuuluuB:hen (ensimmainen klausuuli toteu-
tuu), ja jokainen termi muotoR( f"(a), f™(a), f**1(a)), missan,mk >
0, kuuluuB:hen (toinen klausuuli toteutuu).

Minimaalinen Herbrand-malli o§P(a,a,a),P(a, f(a), f(a))}.

Tehtava 14.3

Muodosta lauseen klausuulimuog(aarellinen, ei funktiosymboleja), et§in
Herbrand universunti ja edelleen Herbrand-instanssien joukkdqaarellinen).
Taman voit nahda lauselogiikan klausuulijoukkonaggtkaa esimerkiksi (lause-
logiikan) resoluutiota saadun lauselogiikan klausuuljon patevyyden tarkaste-
lemiseen.

Tehtava 14.5
Substituutioita kompositoitaessa on kiinnitettavamima kahteen asiaan:

e Mikali tulos olisi muotoax/x, sita ei kirjata lopputulokseen.

¢ Jos jalkimmainen substituutio korvaa samaa muuttujaa é&dellinen, kor-
vaus suoritetaan ensimmaisen substituution perusteella

Nain saadaan:

{y/b,z/t(9(a)),w/c}

Tehtava 14.6
Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) 0p = € (tyhja substituutio)
S = {P(x,9(y), f(a)).P(f(y),9(f(2).2)}
D(S) ={x f(y)}
o1 ={x/f(y)}
0001 = {X/f(y)}
S = {P(f(y),a(y), f(a)),P(f(y).9
D(S) ={y.f(2)}
02 = {y/f(2)}
000102 = {x/f(f
S = {P(f(f(2),
D(S) ={f(a),z
oz ={z/f(a)}
00010203 = {x/f(f(f(a))),y/f(f(a)),z/f(a)}
S={P(f(f(f(a))),9(f(f(a))), f(a)}

Unifiointi onnistui, yleisin unifioija orogc10203.
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2)),y/1(2)}
(f(2)), f

(
9(f(2), f(2)),P(f(1(2),9(f(2),2)}



b) Op=¢
S = {P(x, f(x),9(y)),P(a f(g9(a)),a9(a)),P(y, f(y),a(a))}
D(S) = {xaVy}
o1 = {x/a}
S = {P(a, f(a),a(y)),P(a, f(9(a)),g(a)),P(y, f(y),9(a)) }
D(Sl> = {a7y}
o2 = {y/a}
S = {P(a f(a),9(a)),P(a, f(9(a)),9(a)) }
D($) ={ag(a)}

Termitajag(a) eivat unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.

C) Op=¢
Q= {P(Xa f(X,y)), P(ya f(ya a)),P(b, f(b7a))}
D(S()) = {X7y7 b}
o1 = {x/b}
S = {P(ba f(bvy))a P(ya f(ya a)),P(b, f(ba a))}
D(S1) = {b,y}
oz = {y/b}
S = {P(b, f(b,b)),P(b, f(b,a))}
D(&) = {b,a}

Termitb ja a eivat unifioidu; unifiointi ei onnistu.

P(y, f(a),b),P(xy, f(2))}

a), f(a),2),P(f(a), f(a),b),P(f(a), f(a), f(2))}
f(2)} (zaa ei voi korvatd (z):11a)

Tehtava 14.7
a) Olkoono = {x/a} jaA = {x/b}. Naille pateeoA # Ao.

b) Lausejoukollé&s= {P(x),P(y)} on olemassa kaksi yleisinta unifioijaac/y}
jai{y/x}.



Tehtava 14.8
Yleisimmaksi unifioijaksi saadaan unifikaatioalgoritnsiGveltaen

D/ F(wow),y/ £ (F (wow), f(w,w)),
z/f(F(f(ww), f(ww)), f(f(ww), f(w,w)))}.

Tehtava 14.9
Kuvitellaan, etta universumi koostuu joukosta miehiayketaan formalisoinnissa
seuraavia predikaattejR(x) = “x on parturi” jaA(x,y) = “x ajaay:n parran”.

a) YX(P(x) — VY(=A(Y,Y) — A(XY))),
b) VX(P(x) — YY(A(Y,Y) — —A(X,Y)))-

Muodostetaan klausuulit;

a) YX(P(X) — VY(=A(Y,y) — A(X,Y)))
YX(=P(x) VVY(A(Y,Y) VA(X,Y)))
YXVY(=P(X) VA(Y,Y) VA(X,Y))
—P(x) VA(Y,y) VA(X,Y)

{=P(x1), Ay1,¥1), A(X1,¥1)}

b) YX(P(x) — Yy(A(Y,y) — —A(X,Y)))
VX(=P(X) v YY(—A(Y,Y) V 2A(X,Y)))
YXYY(—P(X) V =A(Y,y) V —A(X,Y))
—P(x) V=A(Y,y) V —A(X,Y)
{=P(x2), =A(Y2,¥2), “A(X2,¥2)}

Halutaan todistaa3xP(x) ja siksi muodostetaan lauseen negadiB(x). Tama
lause muutetaan klausuulimuotofif(a)}.
Klausuuleista

{-P(x1), Alyn,y1), Alx, Y1)} ja  {=P(Xx2), ~A(Y2,¥2), “AlX2,Y2)}
saadaan
{-P(x3)} (substituutio{x1 /X3, X2/X3,Y1/X3,Y2/X3})

Klausuuleista{P(a)} ja {—-P(x3)} saadaan tyhja klausuuli (substituu{ixs/a}).
Taten klausuulijoukko on toteutumatornjaxP(x) seuraa loogisesti premisseista.



Tehtava 14.10
Todetaan ensin perustapaukset, s.o. ettéd 0 on kahdeltdnmeela jaollinen.

Edelleen, kuinka naista paatellaan jaollisuus sounille luvuille:

Vx(J2(x) — J2(s(s(x)))),
VX(JI3(X) — JI3(s(S(S(X)))))-

Ja lopuksi maaritellaan kuudella jaollisuus:
VXx(J2(X) AJI3(X) — J6(X)).

Jotta resoluutiota voisi soveltaa, tulee lauseet muuti@maskulimuotoon. Tassa
tapauksessa se on melko suoraviivaista.

VX(J2(x) — J2(s(s(x))))

Vx(—=J2(X) V I2(s(s(X)))

{=32(x),32(s(s(X))) }-

SamoinJ3(x)-predikaatin maarittelevalle lauseelle saadgaidB(x), J3(s(s(s(X)))) }-
Edelleen)6(x):n maaritteleva lause saadaan muotoon:

VX(J2(x) AJ3(X) — J6(X))
VX(—(32(x) A JI3(X)) V I6(X))
VX(—=J2(x) V =J3(x) V I6(X))
{~32(x),J3(x), J6(x)}.

Kyselyn negaatiosta tulee seuraavat kolme klausuulia:

—Wx(J2(x) A J3(x) — JB(s°(x)))
¥X(—(32(x) AJI3(X)) V IB(SP(X)))
wx(—J2(x) V =J3(x)) v I6(°(x)))
Ix—(—J2(x) V —~I3(x) V I6(sP(x)))
Ix(I2(x) A JI3(x) A —I6(L(x)))
{32(c)},{33(c)} ja {~I6(s°(c))}.
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Resoluutio laaditaan seuraavasti:

1.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Resoluutiosta saatiin tyhja klausuuli, so. vaite pipdikkansa.
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{32(c)}, P
{=32(x1),32(s(s(x1)))}, P
{J2(s(s(c)))}, 1 & 2,x1/c
{~32(x2),32(s(s(x2)))}, P
{J2(s*(c))}, 3 & 4,%2/5(s(c))
{-32(x3),32(s(s(x)))}, P
{32(s°())}, 5 & 6, x3/°(c)
{33(c)}, P
{~33(xa),I3(s(s(s(xa))))}, P

{J3(s(s(s(¢))))}, 8 & 9, x/c
{=33(xs), I3(s(s(s(x5)))) }, P

{33(s°(¢))}, 10 & 11,%4/5(s(s(C)))

{=J2(x6), ~J3(xe), I6(x6) }, P

)
{=33(s°(0)), 36(s°(c)) }, 7 & 13, x6/5°(C)

{36((c))}, 12 & 14

{~J6(s°(c)}. P
0,15& 16



