T-79.3001 Kevat 2009
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 11 (Predikaattilogiikka 15.1. — 15.5)

23.-27.4.2009

Ratkaisuja demoteh@viin

Tehtava 15.4
Opetusmoniste maaritteli Boolen lauseet tiettyjen papausten avulla, muiden
ollessa lyhennysmerkintoja. Nain ollen:
a==b =get ! (a>h) &&! (b>a)
ja
a<b =gt b>a

al=b =gef !(a::b)

Valitaan atomilauseikgh ="a>b” ja B="b>a". Nain (a)-kohdan lause saa muo-
don
—((-AN-B)VB)

ja (b)-kohdan vastaavasti:

—|(—\A/\ —|B) A—B

Havaitaan, etta kun ensimmaiseen lauseeseen sovallk¢sean De Morganin
saantoa saadaan jalkimmainen lause. Nain ollervaeekvivalentit.

Tehtava 15.5
Esitetyt ohjelmat koostuvat perakkaisista sijoituskekkeista. Nain ollen ne voi-
daan ratkaista kayttamalla hyvaksi opetusmonisgeasnettuja paattelysaantoja:

Sijoituslauseke: [B{x/E}| x=E [B]

[Bo] C1[Ba]  [Ba1] G2 [By
[Bo] C1; C2 [B2)]

Kompositio:

(@) Fp x>0]y=x+1[y>1]



Lahtemalla jalkiehdosta ja soveltamalla sijoituslekkeen paattelysaantoa taak-
sepain saadaan mugtot1>1]y=x+1 [y>1]

x>0 on ekvivalentti lauseke +1>1 kanssa, joten erityisesti siis sen vahven-
nus, jolloin vaite patee.

(b) f=p [truely=x;y=x+x+y [y==3*x]
Soveltamalla kahteen kertaan sijoituslausekkeengga#tantdoa saadaan muoto:
[X+X+y==3*x]y=x+x+y [y==3*X]
[X+X+Xx==3*X] y=X [x+Xx+y==3*x]
ja edelleen komposition saantova soveltamalla:
X+X+X==3*x]y=X; y=x+x+y [y==3*x].

Lausekes +x +x ==3* x on identtisesti tosi kokonaislukujen joukossa, jolloaite”
patee.

(€) px>1]a=1; y=x; y=y-a[y>08&x>y]

Samoin kuin b-kohdassa sijoituslausekkeen paattahisa tulee soveltaa perakkain.
Saadaan:

[y-a>0&&x>y-aly=y-aly>08&&x>y]
[X-a>0&&x>x-aly=x[y- a>08&&x>y- a]
[X-1>0&&x>x-1]a=1 [x- a>0&&x>x- a].

Kompositiosaannodn suoraviivainen sovellus sivuaetdNyt ensimmaisen ehdon
x-1>08&&x>x- 1 jalkimmainen konjunkti on tutkittavissa kokonaislukusktuu-
reissa ainatosi. Edelleen elxto1>0 on yhtapitava ehdox> 1 kanssa, joka esiin-
tyy vaitteessa.

Tehtava 15.6
Tehtavan ratkaisuun tarvitaan edellaesitettyjestigdy'saantojen lisaksi seuraava
saanto ehtolausekeelle:

[B1&&B| C1 [B2] [B1&&! B] C; B3]
[B1] i f(B) then{Ci}el se{C,} [B2]

Pyritaan osoittamaan==min(x,y). Tama on siis yllaolevan saannon eligg
Tutkitaan komentoj&; ja C, erikseenCy:sta saadaan.

[X ==min(x,y)] z=x [z==min(x,y)]



Ehtox == min(x,y) on yhtapitavaa lausekkeer=y tai lausekkeeh(x >y) kans-
sa. Luonnollisesti lauseke voidaan kirjoittaa myos moata ue &&! (x>y) . Ko-
mennosta; saadaan vastaavasti:

[y ==min(x,y)] z=y [z==min(x,y)]
Ja edelleen samalla paattelylla esiehdaoksie &&( x >y) . Nyt voidaan soveltaa

ehtolausekkeen paattelysaantoa (viivan ylapisotdevat lausekkeet on johdettu)
ja saadaan:

[true]
if(x>y)then{
z=y
telse{
Z=X
} [z ==min(x, y)]

Tehtava 15.8
Tehtavan a-kohdassa pitaa todistaa mu@Bgpwhi | e( B) {C} [By] oleva osittai-
nen oikeellisuus. Tahan on annettu seuraava menettely:

Al. Valitaanl siten, ettd= (1&&! B) - >Bo.
A2. Haetaan heikoin esiehtositen, ettg=p [I’] C [I].

A3. Osoitetaarf= | &&B->I’, minka nojallaf=p [l &&BJ C [I] ja edelleen=p
[I] whil e(B) {C} [l &&! B].

A4. Osoitetaarp:f Bi->1.

Menettelyssa on invariantti, joka on aina voimassa silmukan lauseidemigik-
sen jalkeen. Nyt silmukkaa tutkimalla havaitaan, ettauttujanz arvo kasvaa ja

Vv pienenee, erityisesti siis niiden summa pysyy vakiona. Kiile lisaksi anne-
taan alkuarvox jay on summa naiden vakioiden summan suuruinen. Olkooi siis
lauseke +v ==x+y. Nyt havaitaan, etta menetelman kohta Al patee, kbBkan
lauseker ==0, josta luonnollisesti seuraa, etta=x +y. Lahdetaan siis hakemaan
silmukan komentojen heikoimpia esiehtoja. Saadaan:

[z+v-1==x+y]v=v-1[z+Vv==X+Y]
[z+1+v-1==x+y|z=z+1[z+V- 1==X+Y]

Saadussa esiehdosshja - 1 kumoutuvat, jolloin esiehto on sama kuin invariant-
ti I. Menetelman kohdassa A3 tulee osoittaa, Bf##B- >1’, so. lause:



z+v==x+y&&! (v==0) — z+v==x+y
Tama luonnollisesti patee. Nain ollen patee myos:
[z +v =X +y]
while(!(v ==0)) {
z=z+1;
v=v-1
[z +v ==x +y &&v ==0]

Menetelman kohta A4 redusoituu lausderr| todistamiseen. Todistuksen lop-
puunsaattamiseksi pitaa viela tutkia alun sijoitusket. Saadaan:

[z+y==x+y]v=y [z+V==x+Y]
[X+y==x+y] z=X [z+y==x+Y]

Ensimmainen eht®+y ==x+y on luonnollisesti aina totta.
(b) =t [0<=y] Sum[z==Xx+Y]

Tehtavan b-kohdassa pyydetaan todistamaan, eténodajmyos paattyy ja etta
talloin tarvitaan vahvempi esiehto. Taydellisen olkeeuden todistamisessa tar-
vitaan seuraavaa vahvempaa paattelysaantoa:

(B18&B»8&(E==n)| C [B1&&(E<n)]
[Ba] whi | e(B2) {C} [B1&&! B

Saannoss®, sisaltaa aiemman invariantin lisaksi vaatimuksetasitta koko-
naislukulausek& >=0. Saantod sanoo, etta aina kun toistolausekkeen konjagtito
suoritetaan invariantin ja toistolausekkeen ehdon adle@sgmassa niin valitaanpa
kokonaislukumuuttujan arvo miten tahansa, niin aina, kun esiehto on voimassa
niin jalkiehto on myos. Jalkiehto puolestaan sano@ iettariantti sailyy ja koko-
naislukulauseke pienenee aidosti (sailyen kuitenkinegjatiivisena). Nain ollen
komentojenC toistaminen johtaa vaistamatta siihen, etta tosisekkeen ehto
menee lopulta epatodeksi ja ohjelman suoritus tatemtya"

Esimerkkiohjelmassa lausekkeelsivoidaan valitav. Talloin paattely komen-
noille C saa muodon:

[z+V-1==x+y&&0<=v- 1&&V- 1<njv=v-1[z+Vv==X+y&&0<=V&&V<n]
[z+v==x+y&&0<=v-18&V-1<n]z=z+1[z+V- 1==x+y&&0<=v- 1&&V- 1<n]



Jotta paattelysaantoa voisi kayttaa taytyyistah, etta saatu esiehto on paattely-
saannossa tarvittavan esiehd®&&B; &&( E==n) looginen seuraus. Kyseinen
esiehto saa muodon:

z+v==xX+y&&0<=v&&! (v==0) &&v ==

Looginen seuraavuus patee, koska muuttujalieidaan valita vain positiivisia
arvoja, jotta vasen puoli saadaan todeksi. Nain ollenaamdpaatella:

[z +v ==x +y &&0 <=V]
while(!(v ==0)) {

z=z+1;

v=v-1
[z +v ==x +y &&0 <=v &&v ==0]

Nyt 0 <=v on jalkiehdon totuusarvon kannalta luonnollisesti redamtti. Paattelyn
loppuunsaattamiseksi pitaa viela tutkia alun sijdauseet:

[z+y==x+y&&0<=y]v=y [z+v==X+y &&0<=V]
[x+y==x+y8&80<=y]z=x [z+y==x+y&&0<=y]

Saatu esiehto redusoituu siis muotdotry eli ohjelma paattyy vain jos muuttu-
jany arvo on ei-negatiivinen, kun ohjelman suoritus aloitetaan



