T-79.3001 Kevat 2009
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 10 (Predikaattilogiikka 13.1. — 13.4)

16.—-20.4. 2009

Ratkaisuja demoteh@viin
Tehtava 13.7
a) Maaritellaan predikaatiR,(x,y) seuraavasti:

VXRo(X, X)
VXVWZ(RO(Xv y) N K(yv Z) - R]_(X, Z))
VXVWZ(RI(Xa y) N K(ya Z) - RZ(X7 Z))

VRAZ(R 1Y) AK(Y.2) — Re(%,2))

Saannot siis tarkoittavat, etta kaikista solmuistanottan askeleen mittai-
nen reitti itseensa, ja mikali solmustan k — 1:n askeleen mittainen reitti
solmuuny ja solmustay on kaari solmuurz, voidaan kyseinen kaari liittaa
reitin jatkoksi ja saad&:n askeleen reitti solmustasolmuunz.

Graafi:
—

a b — ¢
(—

voidaan esittaa kaarirelaation avulla seuraavist: b), K(b, a) ja K(b,c).

b) Ennen taulutodistuksen laadintaa kannattaa mietti@, kysely tarkoittaa,
ja tekemalla todistuksen sen pohjalta. Kyselysséet@éin, etta on olemassa
solmu, josta lahtee kahden askeleen mittainen silmulkieaadin itseensa, ja
josta paasee kolmella askeleella solmuavufarkastelemalla graafia huoma-
taan, etta solmb tayttaa taman ehdon. Todistus etenee siten seutaavas

(a) Todistetaan, etta solmudi@an yhden askeleen pituinen reitti solmuun
a.

(b) Todistetaan, etta solmudi@n kahden askeleen pituinen reitti takaisin
itseensa.

(c) Todistetaan, etta solmustaon kolmen askeleen pituinen reitti sol-
muunc.



Mikali tata strategiaa ei noudata, todistuksesta vbhatbuomattavan han-
kala.

1T (VXI|R’0(X, X))

2. T(VXvWz(Ro(x,y) AK(Y,2) — Ri(x,2)))

T(VXvyz(Ri(x,y) AK(Y,2) — Ra(x,2)))

4. T (VXYWZ(Ro(x,Y) AK(Y,2) — Ra(x,2)))

5. T(K(a,b))

T(K(b,c))

8. E(3x(Ra(x,X) AR3(x,C)))

9. E(Ra(b,b) ARs(b,c)), 8. x/b
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10. T(Ro(b,b) AK(b,a) —! Ri(b,a)), 2. x/b,y/b,z/a

T

11 E(Ro(b,b) AK(b,a)), 10. 11 T(Ry(b,a)), 10

Tarkastellaan asemointisyista alipuuta solmusta 1ke€eR.



11 T(R|’1(b, a))
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Koko taulu saatiin ristiriitaikseksi ja looginen seuraasuaten osoitettua.



Tehtava 13.8
Tarkoittakoon predikaatt (x), ettax on kuuraparta ja predikaati{x), ettax on
joulupukki. Naista lahtokohdista lauseet voidaamfalisoida seuraavasti:

1. IXK(X) AYXTY(K(X) AK(Y) — X =),
2. Yx(I(x) — K(x)), ja
3. WX(K(X) — J(X)).

Kysely on muotoa3xJ(x) A VxXvy(J(X) AJ(y) — X =). Todistus semanttisella
taululla on seuraava:

L T(3IXK(X) AVXVY(K(X) AK(Y) = X=1Y))

2. T(vx(d <:> K(x))

3. T(¥x(K(X) — J(x)))

4. E(IxI(X) AVXYY(I(X) AI(Y) — X=Y))
5. T(3IxK(x)), 1.

X)))

6. T(vxvy(K(x) AK(y) = x=Y))

7. E(3xJ(X)) 7. E(VXVY(JI(X) AI(Y) = X=Y))
8. T(K(a)), 5.x/a 8. E(Vy(J(b)AJ (y{ —b=y)), 7.x/b
9.E(J(a)), 7. x/a 9. E(J(b) AJ(c) :—> b=c), 8.y/c

10. T(K(a) — J(a)),3. 10. T(J(b) AJ(c))
N {
11 E@(g)K(a)) 11 Té;](a)) 11 E(b=c)
12. T(J(b))
13.T:(J(c))
14. T(K(b) AK(c) — b=c), 6. x/b,y/c
\
15. E(K(b) AK(c)) 15 T(b=c)
/ \
16 EﬁK(b)) 16 E|(K(c)
©



Lisatehtava

Esitetaan binaaripuut kaksipaikkaisen funktiosyis(sisasolmut) ja yksipaik-
kaisen funktiosymbolih (lehtisolmut) avulla. Nain oheisen kuvan ylempi puu saa
termiesityksers(s(l(c),1(a)),l(b)).

a) Tarkoittakoon predikaatti RiKy), etta

bindaripuu x on binaaripuuny peilikuva.
/<\ Maarittele predikaatti PK predikaattilogiikan
b lausein siten, etta pystyt paattelemaan, ovatko
c a mitka tahansa kaksi ylla annetun esitystavan

mukaista binaaripuuta toistensa peilikuvia.

%

b) Osoita semanttisella taululla, etta ylempi
a o binaaripuu on alemman binaaripuun peilikuva.

Ratkaisu
Maaritellaan predikaatf?’K seuraavasti:

YXPK (1(x),1(X))
VXYYWWW(PK (X, V) A PK (Y, W) — PK(s(X,Y),S(W,V)))

Siis:
¢ lehtisolmut ovat itsensa peilikuvia

e sisasolmus(x,y) kasitellaan siten, etta ensin muodostetaan alipuxdary
peilikuvat ja sitten nama liitetdan yhteen kaareeis jarjestyksees(w, v).

Todistetaan nailla lauseilla, etta:
PK(s(s(l(c),1(a)),l(b)),s(l(b),s(l(a),I(c))))

Havaitaan, etta puusta (seuraavalla sivulle) tuleeirtsinen, joten esitetty lause
on PK:n maaritelman looginen seuraus.



TVXPK(I|(X), 1(x))
TVYXYWZ2VV(PK (X, y)/\PK?z v) — PK(s(x,2),s(v,y)))

EPK(s(s(I(c),1(a)), (b|)) s(I(b),s(I (@), (c))))
TPK(I(a),l(a))
TPK I(L) I(b))
TPK(I(|C) I(c))

TVWZvV(PK(S(l(C)J(a)),y)APK(Z| v) = PK(s(s(l(c),1(a)),2),s(v,y)))
Tvzov(PK(s(l(c),1(a)),s(l(a),1(c))) APK(z :V)—> PK(s(s(l(c),1(a)),2),s(v.s(I (@), 1(c)))))
TW(PK(s(l(c),1(a)),s(l(a),1(c))) APK(I(b), |)—>PK( (s(l(c),1(a)),1(b)),s(v,s(l(a),1(c)))))
T(PK(s(l(c),1(a)),s(l(a),1(c))) APK(I(b), (b)) — PK(s(s(l (c),I(a)),l(b)),s(l (b),s(l (a),(c)))))

(1(a),1(c))))

(
E(PK ((1(0).(2).(1 (@)1 T A PK(1(5).1(5) Tme»,ug),s(ub),s
=PK(S((011(2)Ta) 1) EPK(1(b).1(5)
THYZA(PK (1(0),y) A PK(2.V) — PK(S(1(6),2), S(v.)))
Tvz2vv(PK(I(c),l(c)) APK(z, |v)—> PK(s(I(c),2),s(v,1(c))))
TY(PK(I(c),l(c)) APK(I(a),v) — PK(s(l(c),I(a)),s(v1(c))))
TIPKI)1(6) A PK( (a1 @) PR(S((C) @) 121 )
E(PK(1(0)(0) A PRUa)1 (@) TPK(SITE) (a)). (a1 (0)
EPK(l((X():) ,1(c)) EPK(I(a),l(a))

/
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