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Herbrand—mallit.

Maaritelma 14.2 Kielen £ Herbrand-struktuuri H on

Resoluutio predikaattilogiikassa

1. lauseen @€ L Herbrand-malli <= H = ¢,
2. lausejoukon X C L Herbrand-malli <= % = o kaikille 0 € Z, ja

3. klausuulijoukon S Herbrand-malli <= kaikille C(xq, ...,Xn) € S,
HEVX ... Y VC(Xg, - -+, %n)-

Esimerkki 14.4 Lausejoukon
Z={P(a), ¥x(P(x) = Q(x)), VX(Q(x) — Q(f(x)) AR(x, f(x)))}.

Herbrand-universumi on H = {f"(a) | n > 0}. Tahan universumiin
perustuen voidaan muodostaa (pienin) Herbrand-malli H, miss3

P*={a}, Q" =H ja R" = {{f"(a), f""!(a)) [n>0}. W
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1. HERBRAND-STRUKTUURIT JA —MALLITI

O Struktuureihin (m&aritelma 10.1) liittyvid vapausasteita voidaan
vahent33 rakentamalla ne kielen £ symbolien varaan.

Madritelma 14.1 Kielen £ Herbrand-struktuuri on struktuuri H,
jonka universumina on kielen £ Herbrand-universumi H,

1. jokaisen vakiosymbolin ¢ € C tulkintana ¢’ on c itse,

2. jokaisen muuttujasymbolin x € 9 tulkintana X’ on jokin
muuttujaton termit € H,

3. jokaisen funktiosymbolin f € 7, tulkintana on funktio
f71:H" — H, joka kuvaa muuttujattomat termit t; € H,...,ty € H
muuttujattomaksi termiksi f(ty,...,t)) € H, ja

4. jokaisen predikaattisymbolin P € B, tulkintana on P C H".

\_
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Herbrand-kannat I

Madritelmd 14.5 Lausejoukon X (kielen £) Herbrand-kanta B on
niiden atomisten lauseiden joukko, jotka voidaan muodostaa

Resoluutio predikaattilogiikassa

lausejoukossa X esiintyvistd (kielen £) predikaattisymboleista ja

vastaavan Herbrand-universumin H muuttujattomista termeista.
Esimerkki 14.6 ja 14.7 Edellisessa esimerkissd Herbrand-kantana on
B={P(f"(a)),Q(f"(a)) [n= 0} U{R(f"(a), f(a)) | n,m = O}.
Kyseiselle Herbrand-mallille # C B saadaan literaaliesitys
Lit(H) = HU{-P{) |P(T) e B\ H} =
{P(a)} U{~P(f"(@) | n> O}
{Q(f"(a)) In> 0} U{R(f"(a), {""*(a)) [n > 0} U
{-=R(f"(a), fM(a@)) | n,m> 0 and m# n+1}. |
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2. HERBRANDIN TEOREEMA I

0 Rajoitutaan tarkastelemaan klausuulijoukkoja S jotka voidaan

Resoluutio predikaattilogiikassa

instantioida vastaavan Herbrand-universumin Hg suhteen.

O Mikali joukko Son &arellinen sekd vastaava Herbrand-universumi
Hs on 3irellinen, myds joukosta S tulee darellinen.

Maaritelma 14.8 Olkoon S mika tahansa klausuulijoukko ja Hs
vastaava Herbrand-universumi. Joukon S Herbrand-instanssien joukko

S ={C(ts,...,tn) |t1 EHs, ...,th € Hs ja C(xa, ..., Xn) € S}.
Esimerkki 14.9 Instantioidaan esimerkin 14.4 klausuulijoukko
S= {{P(@)},{~P(x),Q(x)},{~Q(x), Q(f(x))},{~Q(x),R(x, f(x))}}

Herbrand-universumin Sy = {f"(a) | n > 0} suhteen. |

- J
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Herbrandin teoreema I

O Tarvittaessa voimme rajoittua tarkastelemaan syntaktisia malleja

Resoluutio predikaattilogiikassa

(Herbrand-malleja) mielivaltaisten mallien asemesta.

Teoreema 14.10 Olkoon S miki tahansa klausuulijoukko ja S joukon
S Herbrand-instanssien joukko. T3llin

1. joukko Son toteutumaton, jos ja vain jos S on toteutumaton, ja

2. joukko Son toteutumaton, jos ja vain jos on olemassa joukon S
aarellinen osajoukko S’, joka on toteutumaton.

= Naiivi proseduuri joukon S toteutumattomuuden osoittamiseen:
(i) tuotetaan 3arellinen joukon S osajoukko S’ ja

(i) tutkitaan, onko S’ on toteutumaton lauselogiikassa. Jos on,
todetaan S toteutumattomaksi ja muutoin palataan kohtaan (i).
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-

Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhteesta

O Lauselogiikka on osa predikaattilogiikkaa; erityisesti
peruskonnektiivien ja 0-paikkaisten predikaattien osalta.

O Herbrandin teoreeman nojalla predikaattilogiikan paattely voidaan
palauttaa lauselogiikan paittelyksi.

O Lauselogiikan ja predikaattilogiikan i/maisuvoimassa—kyvyssa
esittad tietdmysta—on kuitenkin huomattava ero.

— Adrellist3 predikaattilogiikan lausejoukkoa saattaa vastata
aareton lauselogiikan lausejoukko.

— Ero ndkyy myos ko. logiikkojen ratkeavuusominaisuuksissa.

0 Rajoittamalla syntaksia sopivasti saadaan predikaattilogiikallekin
ratkeavia ja siten ilmaisuvoimaltaan heikompia osajoukkoja.

- J
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3. SUBSTITUUTIOT JA UNIFIOIJATI

Maaritelmd 14.12 Substituutio 0 on darellinen joukko

{Xl/tl,Xz/tz, - ,Xn/tn},

1. korvattavat muuttujat X1, ...,X, ovat toisistaan eridvit ja

2. mik3dan korvaava termi tj ei ole muuttuja X; itse eli tj # X;.

Esimerkki 14.13 Esimerkkeina todettakoon tyhja substituutio € = {},
1. substituutio 81 = {x/y,y/a,z/f(w)},
2. muuttujaton substituutio 82 = {x/a,y/g(c,c)} ja

3. nimedmissubstituutio 83 = {X/Y,y/z,2/X}.

\_

missa Xy, ..., Xy, ovat muuttujia ja ti, ...,tn korvaavia termeja siten, ettd

~
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Substituutioiden soveltaminen I

O Olkoon E jokin lauseke (esim. termi, atomikaava, literaali,
klausuuli tms.) ja 8 = {X1/t1,...,Xn/tn} substituutio.

O Alla on maéritelty substituution 6 soveltamisen lopputulos EB.

O Jos lausekkeessa EB ei esiinny endd muuttujia, kutsutaan
lauseketta EB lausekkeen E muuttujattomaksi instanssiksi.

Maiaritelma 14.14 Lauseke EB on rakenteeltaan muutoin sama kuin
E, paitsi ettd jokainen muuttujan X; esiintyma lausekkeessa E on
korvattu termill3 t;.

Esimerkki 14.15 Olkoon lauseke E = P(x,y, f(2),V,w) ja substituutio
0= {x/y,y/xz/x.v/(2),w/g(f(y),c)}.

\_

Tallsin EB on P(y,x, f(x), f(2),9(f(y),c)). |
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Substituutioiden kompositio I

O Olkoot 8= {x1/t1,...,X/th} ja A ={y1/U1,...,Ym/Um} kaksi
mielivaltaista substituutiota.

0 Tavoitteena on saada aikaan kokonaisvaikutus E(6A) = (EB)A

mille tahansa lausekkeille E.

Mairitelmd 14.16 Substituutioiden 8 ja A kompositio B\ on
{xi/tAie{1,...,n} ja x #tA}U
{yi/ui[ief{l,....m}jayi & {xs,....xn}}.

Esimerkki 14.17 Substituutioiden 8 = {x/f(y),y/z} ja

A = {x/a,y/b,z/y} kompositio on {x/f(b),z/y}.

\_
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Maaritelma 14.18 Olkoon S= {E;j,...,En} joukko lausekkeita.
Substituutio 6 on lausekejoukon S unifioija, jos ja vain jos
Ele pr— Eze i N Ene_

Joukko S Unifioija ©:

{P(x, f(a)),P(y,2)} {y/x.z/t(a)} tai {x/y,z/f(a)}
{P(x f(x),P(f(a),y)} {x/f(a),y/f(f(a))}
{P(a),P(f(x))} ei unifioijaa

{P(x),P(f(x))} ei unifioijaa

O Lausekejoukko Son wnifioituva, jos silld on ainakin yksi unifioija.

Esimerkki 14.19 Analysoidaan seuraavien joukkojen unifioituvuutta:

(© 2008 TKK / Tietojenkésittelytieteen laitos
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Yleisimmat unifioijat'

O Olkoon o lausekejoukon S={Ej,...,En} unifioija.

Maaritelmd 14.20 Substituutiota 0 kutsutaan lausekejoukon S
yleisimmaksi unifioijaksi, mikali jokainen joukon S unifioija 6 = OA
jollekin substituutiolle A.

Syleisin unifioija, koska esim. 8 = o{y/b}.

Vaite 14.22 Jos 0 ja 0 ovat joukon Syleisimpid unifioijia, niin on
olemassa nimeamissubstituutio A siten etta SOA = So.

\_

Esimerkki 14.21 Joukon S= {P(x, f(y)),P(a,2)} unifioijia ovat mm.
0= {x/a,z/f(b),y/b} ja 0 ={x/a,z/f(y)}. Substituutio 0 on joukon
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4. UNIFIKAATIOALGORITMII

0 Tavoitteena laskea atomikaavojen joukolle S 0 yleisin unifioija O.

Mééaritelma 14.24 Olkoon S jokin ei-tyhja joukko {P(f1),...,P(th)}
johonkin predikaattisymboliin P € P perustuvia atomikaavoja.

1. Joukon S erokohta on vasemmalta oikealle siirryttdessa
ensimmadinen kohta, jossa joukon S atomikaavojen
merkkijonoesitykset eroavat toisistaan.

2. Joukon S erojoukkoon D(S) kuuluu jokaisen atomikaavan P(f) € S
osalta erokohdasta alkava termi u;.

Esimerkki 14.25 D(S;) = {a,y} joukolle S = {P(x,a), P(x,y)}.

Toisaalta joukon S = {Q(9(x,Y),y), Q(A(x; F(2)),%), Q(a(x, %), f(a))}
erokohta on 7. merkkipositiossa, joten D(S) = {y, f(2),X}. [ |

- J
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Unifikaatioalgoritmi I

1. Jos joukon S atomikaavojen predikaattisymbolit eivdt ole samat, totea,

ettei Sunifioidu ja lopeta algoritmin suoritus.
2. Alusta muuttujat k:=0, S :=Sja 0p:=¢.

3. Jos & on yksialkioinen joukko ja siten jo unifioitunut, totea S

unifioituvaksi ja lopeta algoritmin suoritus.
4. Laske joukon S erojoukko D(S;).

5. Jos erojoukossa D(S) on muuttuja Vi ja termi ty siten, ettd Vi ei esiinny
termissa ty, jatka algoritmin suoritusta kohdasta 7.

6. Muutoin totea, ettei Sole unifioituva, ja lopeta algoritmin suoritus.

7. Aseta Oyi1:= {W/t} ja laske Sci1:= Sc{W/t}

8. Aseta k:=Kk+1 ja jatka algoritmin suorittamista kohdasta 3.

(© 2008 TKK / Tietojenkisittelytieteen laitos
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5. RESOLUUTIOSAANTO JA —TODISTUKSETI
Maaritelma 14.28 Olkoot
Cy =CU{P(f1),...,P{)} ja Co =ChU{-P(Ty),...,~P(tn)}

kaksi klausuulia, joissa ei esiinny yhteisid muuttujia ja joissa esiintyvien
atomikaavojen joukko {P(t1),...,P(t,),P(U1), ...,P(Um)} on
unifioituva (MGU 0). Klausuulien C; ja Cy yhdistelma on C;0UC50.

Esimerkki 14.29 Sovelletaan resoluutiosaantoa klausuuleihin
Ci= {Q(X>’ _'R(y)7 P(Xa y)v P( f (Z)’ f(Z))} Jja
Co = {=N(u), =R(w), -P(f(a), f(a)), =P(f(w), f(w))}.

Joukko {P(x,y),P(f(2),f(2)),P(f(a), f(a)),P(f(w), f(w))} on
unifioituva; MGU on 0 = {x/f(a),y/f(a),z/a,w/a}.

Yhdistelmaksi saadaan {Q(f(a)),-R(f(a)),—N(u),—R(a)}. |
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Resoluutiotodistukset I

O L&htdkohtana on joukko klausuuleja S jonka klausuuleista

johdetaan uusia klausuuleja resoluutiosddnnolla.

O Johtojen ja kumoamisen maaritelmat sdilyvat ennallaan, mutta
resoluutioaskeleiden tulee tiyttda resoluutiosddanndn vaatimukset.

O Tarvittaessa klausuulien muuttujat tulee nimet3 uudelleen.

[0 Resoluutio on myos predikaattilogiikan tapauksessa virheeton ja
taydellinen menettely klausuulijoukon toteutuvuuden tutkimiseen.

Teoreema 14.31 Klausuulijoukko Son kumoutuva
(eli klausuulijoukosta Son johto Cq,...,Cy tyhjille klausuulille C, = O)
<= Son toteutumaton.

- J
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Esimerkki 14.32 I

Osoitetaan predikaattilogiikan lausejoukko
Z = {V3y(P(x) AP(Y)), Vxvy(P(x) — =P(y))}
toteutumattomaksi resoluutiolla. Lauseiden klausuuliesitykset ovat
S = {{P()}{P(f(x)}} ja S = {{-P(x),~P(y)}}.

Resoluutiotodistus muodostuu seuraavaksi:

1. {Px)} S
2. {-P@2),-Py)} S {x/z
3. O 1,2, {x/y.z/y}

Niinpad sekd S US, ettd 2 ovat molemmat toteutumattomia.

\_
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Muut loogiset péiéittelytehtéivéit'

O Merkintd KM(I) tarkoittaa lausejoukon I klausuulimuotoa eli
yksittdisten lauseiden y € ' klausuulimuotojen KM(y) unionia.

Seurauslause 14.33 Olkoon @ ja Y kielen £ lauseita ja 2 C L

lausejoukko.
1. E@ < klausuulijoukko KM (=) on kumoutuva.

2. 9=y < klausuulijoukot KM({@,—~W}) ja KM({—@ W}) ovat
kumoutuvat.

3. 2 @ < klausuulijoukko KM(ZU{=¢}) on kumoutuva.

\_
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Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

O Muuttujien vudelleennimedminen on hyva suorittaa
systemaattisesti—esimerkiksi alaindeksien avulla.

O Yksittdistd klausuulijoukon klausuulia saatetaan tarvita useita
kertoja resoluutiotodistuksessa (jolloin muuttujien
uudelleennimedminen on valttimitdnta).

O Kirjoita yleisimmat unifioijat nakyviin.

O Ellet kirjoita todistusta binddripuun muotoon, numeroi klausuulit

ja ilmoita, mistd klausuuleista kukin klausuuli on johdettu.

0 Laske yleisimpien unifioijien kompositio selvittadksesi kyselyssd
esiintyville muuttujille arvot (ns. vastaussubstituutio).

(© 2008 TKK / Tietojenkésittelytieteen laitos
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6. LOGIIKKAOHJELMOINTI I

Laskenta perustuu jarjestettyjen klausuulien valiseen SLD-resoluutioon.

Maaritelmd 14.37 Olkoon G jarjestetty maaliklausuuli, josta
valintafunktio R valitsee negatiivisen literaalin R(G) = =R,(§), ja C
jarjestetty ohjelmaklausuuli {P/(t),=Q1(f1), ...,~Qn(fh)} siten, ettd

1. klausuuleilla G ja C ei ole yhteisia muuttujia ja
2. atomikaavoilla R(§) ja R(f) on on yleisin unifioija 6.
Klausuulien G ja C yhdistelma on jarjestetty maaliklausuuli
G ={-P(3),...,mP-1(5-1),

~Qu(f), .-, ~Qn(),
- |+1(§+1)7 --~7_‘Pm(3’n) }6.

(© 2008 TKK / Tietojenkasittelytieteen laitos
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PROLOGin erityispiirteitéi'

O Tyypillisessi PROLOG-toteutuksessa muuttujasymbolit erotetaan
muista symboleista ison alkukirjaimen perusteella.

0 Kaavojen ja klausuulien asemesta jarjestetyt ohjelma- ja
maaliklausuulit kirjoitetaan sdidntéind taulukon mukaisesti.

O Tyypillinen valintafunktio valitsee maaliklausuulin 1. atomin.

Lause Klausuuli Saantd

N(0) {N(O)} n(0).

YX(N(X) — N(s(x))) {N(s(x)), =N (x)} n(s(X)) = n(X).
—3Y(N(s(0)) AN(s(s(y))))  {~N(s(0)),~N(s(s(y)))} - n(s(0)), n(s(s(Y))-
1 O :

\_
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Esimerkki 14.39 I

Tarkastellaan seuraavaa PROLOG-ohjelmaa:
isd(aatos,eero). isd(aatos,iiro). isd(oiva,aatos).
esiisa(X,Z) - isa(X,Y), esiisa(Y,2).

esiisa(X,Y) :- isa(X,Y).

Maaliklausuuli ;- esiisé(aatos, iiro) johtaa seuraavaan hakuun:

-esiisa(aatos,iiro)

T~

-isé(aatos,Y1), esiisa(Y1,iro) isé(aatos,(iro)
-esiisé(eero,iiro) r-esiisa(iiro,iiro)
-isé(eero, Y2), esiisa(Y2,iiro) -isé(eero, iiro) -isé(iiro,Y3), esiisa(Y3,iiro) -isé(iiro,iiro)

—> PROLOG-tulkki vastaa kyselyyn mydnteisesti “Yes”.

\_
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TAVOITTEET'

O Tiedat, milla tapaa predikaattilogiikan paittely voidaan palauttaa
lauselogiikan paattelyksi.
O Tunnet predikaattilogiikan resoluutiosddnnon ja osaat johtaa sen

avulla uusia klausuuleja annetusta klausuulijoukosta.

O Tiedat, ettd resoluutio (hylkdyksen olemassaolo) antaa
virheettdman ja tdydellisen menettelyn klausuulijoukon
toteutumattomuuden tutkimiseen.

O Osaat muuntaa keskeiset predikaattilogiikan paattelytehtivat
klausuulijoukon toteutuvuuden tutkimiseen.
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PAIVAN PAHKlNAI

Tarkastellaan seuraavia PROLOG-ohjelmia:
Ohjelma P:  p(X,Y):-p(Y,X). Ohjelma Q:  q(X):-r(X,X).
p(a,b). r(X,f(X)).
Kysely:  -p(X,Y). Kysely: :-q(X).

O Milla tapaa ndiden ohjelmien kasittely voi vaarantaa
SLD-resoluution virheettdmyyden ja/tai tiydellisyyden?

O Muista muuttujien uudelleennimedminen tit3d pohtiessasi!

\_
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