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Luento 11: Ohjelmien oikeellisuustarkastelut'

1. Ohjelmointikieli

2. Boolen lausekkeiden ekvivalenssi
3. Ohjelmien esi- ja jalkiehdot

4. Toistolauseiden invariantit

5. Taysi oikeellisuus
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Miksi tietokoneohjelmille tulisi kirjoittaa formaaleja spesifikaatioita?

O Spesifikaatiota laadittaessa joudutaan suunnittelemaan ennalta
varsin tarkkaan mit3d ohjelmiston on tarkoitus tehda.

O J&rjestelman toteutus voidaan verifioida eli todeta maarittelynsa
mukaiseksi vasta, kun spesifikaatio on tehty.

0 Formaalissa spesifioinnissa etuna on maaritelmien yksikasitteisyys.

O Turvallisuuskriittiset jirjestelmat (esim. lentokoneen ohjaus-
jarjestelm3) vaativat perinpohjaista maérittelya ja verifiointia.

O Hyvin maaritellyn ohjelman uudelleenkaytté on helpompaa.

T-79.3001 LTP / Kevat 2009 Ohjelmien oikeellisuustarkastelut

4 )

1. OHJELMOINTIKIELII

O Madritelladn kokonaislukujen kasittelyyn riittava osajoukko

tyypillisistd lausekielistd kuten Pascal, C, C++ ja Java.
Madritelmd 15.1 (Kokonaislukulausekkeet)

1. Mika tahansa kokonaisluku ..., -1,0,1, ...on
kokonaislukulauseke.

2. Kokonaislukumuuttujat X, y, .. .ovat kokonaislukulausekkeita.

3. Jos Ej ja E ovat kokonaislukulausekkeita, niin myds summa
(E1+Ep), erotus (E1- Ep) ja tulo (E1* Ep) ovat
kokonaislukulausekkeita.

Esimerkki 15.2 Merkkijono ((X-Yy) * x) on kokonaislukulauseke.
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Loogisten ehtojen iImaiseminenI

Maaritelmd 15.3 (Boolen lausekkeet)

1. Boolen vakiot f al se ja t rue ovat Boolen lausekkeita.

2. Jos Ej ja E ovat kokonaislukulausekkeita, niin E1>E» on Boolen
lauseke.

3. Jos B ja By ovat Boolen lausekkeita, niin myds negaatio ! By,
konjunktio B1 &&By ja disjunktio By || B, ovat Boolen lausekkeita.

Joitain lyhennysmerkintéja: Ej==E; ! (E1>Ep) &&! (Ex>Ej)
Eil=E; [ (E1==Ey)
Bi->B, !Bi|| B2
Bi1<->Bp  (Bi1->Bg) &&(Bz->By)
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Mairitelmd 15.4 (Komennot)

1. Jos x on kokonaislukumuuttuja ja E on kokonaislukulauseke, niin
sijoituslause X=E on komento.
2. Jos B on Boolen lauseke sekd C; ja C, ovat komentoja, niin myds

— ketjulause Cq; Cy,
— ehtolause i f (B) then{Cy} el se{C} ja
— toistolause whi | e( B) {C1}

ovat komentoja.
Esimerkki 15.5 Ohjelma
y=1;z=1; while(z!=x){z=z+1,;, y=y*z}

laskee muuttujan y arvoksi muuttujan X arvon kertoman, kun x>0. W
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Ohjelman suorituksen tilan esittéiminen'

Mairitelmd 15.6 Struktuuri S on Z-struktuuri, jos ja vain jos:

1. Struktuurin $ universumina U on kokonaislukujen joukko Z.

2. Jokaisen kokonaisluvun (vakiosymboli tarkasteltavassa kielessa)
tulkintana on kyseinen kokonaisluku itse.

3. Funktiosymboleilla +, - ja * on standarditulkinnat.
4. Predikaattisymbolin > tulkintana on suurempi kuin -relaatio
kokonaislukujen joukossa.
Ohjelman suorituksen tila voidaan rinnastaa Z-struktuuriin:
0 Kokonaislukulausekkeen E arvo tilassa S on kokonaisluku E-.

O Boolen lauseke B on tosi tilassa § <= S =B.
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Komentojen vaikutus tiIaanI

Maaritelmd 15.8 Jos komennon C suoritus paattyy darelliselld

askelmaaralld tilasta S, niin saavutettava tila S’ maaraytyy seuraavasti:
1. Jos C on sijoituslause x =E, niin §’ on tila S[x — E°].

2. Jos C on ketjulause Cy; Cp, niin §’ on tila, joka saavutetaan
suorittamalla ensin C; ja sitten Cy.

3. Jos C on ehtolause i f (B) then{Cy} el se {Cy}, niin §’ on tila,
joka saavutetaan suorittamalla Cq, jos $ = B, ja Cy, jos S}~ B.

4. Jos C on toistolause whi | e(B) {C3} ja S [~ B, niin tila §' = §.

5. Jos C on toistolause whi | e(B) {C1} ja S =B, niin §’ on tila, joka
saavutetaan suorittamalla Cy; whil e(B) {Cy}.
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2. BOOLEN LAUSEKKEIDEN EKVIVALENSSII

O Ohjelmointikielissa kdytetdaan paljon ehtolauseita kontrolloimaan,

mitd komentoja suoritetaan ja milld ehdoilla.

O Jos ehtolauseita muutetaan esim. optimointitarkoituksessa,
halutaan varmistua ettd komennot suoritetaan samoilla ehdoilla.

0 Boolen lausekkeiden ekvivalenssin osoittamiseen voidaan kayttia
sekd lauselogiikan ettd predikaattilogiikan menetelmia.

O Jos Boolen lausekkeiden evaluoinnilla on sivuvaikutuksena
muutoksia ohjelman tilaan, pelkkd loogisen ekvivalenssin
tarkastaminen ei valttdmatta riita.
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Esimerkki (15.11) I

if((x>0)&&!'(y>x)) then{
if(x!=y)then{z=x}else{z=y}
}else{z=0}

if(x>0)then{
if(x>y)then{z=x}else{z=y}
} el se{z=0}

0 Valitaan atomiset lauseet A ="x>0", B="x>y" jaC ="y >x".

O Nyt esimerkiksi sijoituslause z =X suoritetaan ndissi ohjelmissa
seuraavilla ehdoilla: AA—-CA—=(=BA—-C) ja AAB.

O Lauselogiikan nojalla ndiden vilinen ekvivalenssi on looginen

seuraus lauseesta =(BAC), joka kuvaa lauseiden B ja C suhteen.

J
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Esimerkki (jatkuu) I

Todistetaan {~(BAC)} = (AAB) < (AA-CA —=(-BA-C)):

T-(BAC) T-(BAC)
T(ANB) T(AA-CA S(-BA-C))
E(AA-CA S(=BA-C)) E(AAB)
g T
7 TiC
EXA E-C E—\(—\BI/\ -C) T—\(—\BI/\—\C)
T© T(BA-C) P

E(BAC) T-B EA \E‘B

EB/ \Ec TLC %

E(-BA—C)
x x EB E-8 -C
X -IJB X
X
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Kytkennat predikaattilogiikkaan I

O Boolen lauseke B on Z-pateva (merkitdan =z B), jos ja vain jos
S |= B kaikissa Z-struktuureissa .S.

O Boolen lausekkeet By ja By ovat Z-ekvivalentit (merk. By =z By),
jos ja vain jos kaikille Z-struktuureille S, S =B < S E=Bs.

0 Huomaa, etta
'ZB :>|:ZBja B1=B; — By =7By,
mutta kdanteiset implikaatiot eivat valttdmattd ole voimassa.

Esimerkki 15.12 =5 ! (x>y)&&(y>X)), mutta = ! ((x>y)&&(y>X)).
Vastamallina on §, missd U = {0}, x° =y° =0 ja >5 = {(0,0)}.

Huomio Godelin epitaydellisyystulosten perusteella virheeton ja
taydellinen todistusjarjestelma Z-patevyydelle on mahdoton.

4 )
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3. OHJELMIEN ESI- JA JALKIEHDOTI

0 Tarkasteltavan ohjelmointikielen ohjelmilla on dareton tila-avaruus,

joiden lapikdayminen tila tilalta on kdytannossa mahdotonta.

O Yksi mahdollisuus on tarkastella tilajoukkoja
My (B) ={S | S on Z-struktuuri ja S =B}

ja analysoida ohjelman naihin aiheuttamia muutoksia.

O Mille tahansa ohjelmalle P voidaan asettaa esi- ja jilkiehdot B; ja
By kirjoittamalla ns. Hoaren kolmikko [By1] P [By].

[0 Karkeasti ottaen ajatuksena on, ettd esiehto B; takaa jilkiehdon
B> voimaantulon ohjelman P suorituksen p3attyessa.

Esimerkki 15.13 Ohjelmalle i f (x==0) then{y=1} el se{y=x+1}

voidaan antaa spesifikaatio [t rue] Succ [y==x+1].

J
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Ohjelman osittainen oikeellisuus I

0 Olkoon P ohjelma sekd B; ja B, kaksi Boolen lauseketta.

Maadritelmd 15.14 Ohjelma P on osittain oikeellinen annettujen esi-
ja jalkiehtojen By ja By suhteen (merkitddn =p [B1] P [By]), jos ja vain
jos 8" = By patee saavutettavalle tilalle §' aina silloin, kun

— ohjelman P suoritus aloitetaan tilasta S, miss3d S =By, ja

— ohjelman P suoritus paattyy darelliselld askelmaaralla tilaan S'.

Esimerkki 15.15 Ohjelman osittainen oikeellisuus ei edellytd ohjelman
suorituksen paattymista:

=p[true] while(x!=y) {z=x; x=y; y=2z} [x==y].
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Paittelysaannot osittaiselle oikeellisuudelle

Boolen lausekkeille B, Bp, B1 ja B sekd komennoille C, Cq ja Cy:

Sijoituslause:  [B{x/E}] Xx=E [B]

[Bo] C1 B  [Bd] G2 [BY]

Kompositio: [Bo] C G [Bz]
. [B184B] C; [By]  [B18&! B] C; [By]
Ehtolause: [B1 i f(B) then{Cy} el se{Cs} [Bg]
_ | [B18&B,] C [By]
Toistolause: 15 T\ hi Te(By) {C} [B18&I By
Implikaatio: F2B1->B [B] C [Bg FzBs->Bs

[B1] C [Bq]

4 N
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Esimerkki 15.15.

Todistetaan

Kirjoitetaan todistus klassisen sekvenssin muotoon:

1. [(x==m &&(z==n)] y=z [(x==n) &&(y==n)]

2. [(y==n &(z==n)] x=y [(x==n) &(z==n)]

3. [(y==m &&(z==n)] x=y; y=z [(x==n) &(y==n)]

4. [(y==m &&(x==n)] z=x [(y==n) &&(z==n)]

5. [(y==m &&(x==n)] z=x; x=y; y=z [(x==n) &&(y==n)]
6. [(x==n) &(y==m] z=x; x=y; y=z [(x==n) &(y==n)]

Fpl(x==n) &(y==m] z=x; x=y; y=z [(x==m) &&(y==n)].
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Heikoimmat esiehdot.

0 Olkoon P ohjelma Cy; ...;

jarjestyksessd perdkkain suoritettavat komennot.

Ch, missa Cq, ..., C, ovat

O Spesifikaation |=p [Bo] P [Bn| todistaminen voidaan pilkkoa
osaongelmiin: tulisi 16ytda By, ..., By_1 siten, ettd
Ep [Bi—1] Gi [Bi] kaikille i € {1,...,n}.

O Usein tillaiset ehdot voidaan I6ytaa analysoimalla
komentosekvenssid takaperin: haetaan komennolle C;
heikoin esiehto Bj_1 siten, ettd =p [Bi_1] G [Bi].

O Todistussekvenssit voidaan kirjoittaa (rekursiivisesti) muotoon

[Bo] C1; [B1] C2; [Bz]... Cho1; [Bn-1] Cn [Bn].
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Heikoimpien esiehtojen hakeminen'

O Sijoitus- ja ehtolauseiden heikoimmat esiehdot voidaan muodostaa
varsin systemaattisesti.

O Toistolauseiden kisittely vaatii invarianttien kdyttoa.

1. Jos B on jalkiehto sijoituslauseelle X =E, heikoimmaksi esiehdoksi
voidaan kirjata B{x/E} eli |=p [B{x/E}] x=E [B].
2. Jos =p [B1] C [By] on jo osoitettu ja By on esiehdon By vahvennus

(':Z Bo->Bl), kirjataan [BQ] [Bl] C [Bz], koska ):p [Bo] C [Bz].

3. Jos |=p [B1] C1 [B3] ja [=p [B2] Co [B3] ovat jo osoitetut
jalkiehdolle Bg, niin ehtolauseen i f (B) then{Cy} el se{Cy}
heikoimmaksi esiehdoksi kirjataan (B&&Bj)| | (! B&&By).
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Esimerkki 15.19 I

Tarkastellaan ohjelman Succ muunnelmaa:

[true]

[(x==0) [ | ! (x==0)]

[(((x+1)-1==0) &&(x==0))|] (! ((x+1)-1==0) &&(x+1==x+1))]
Z=Xx+1;

[((z ) 8&(x==0)) || (! (z- 1==0) &&(z==x+1))]

|f(z-1:: 0) then{
[x==0] [1==x+1] y=1[y==x+1]

}else{

[z==x+1] y=z [y==x+1]
}
[y==x+1]

4 )
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4. TOISTOLAUSEIDEN INVARIANTIT I

O Ohjelmointikielten keskeisid primitiivejd ovat myos toistolauseet,
joiden avulla komentoja voidaan toistaa haluttu maara.

z=0; v=0; while(!(z==x)) {z=z+1; v=v+y}

0 Ongelmana on, millaisilla periaatteilla voidaan osoittaa
toistorakenteita sisaltdvien algoritmien oikeellisuus.

0 Toistorakenteelle halutaan tyypillisesti todistaa invariantti eli

ominaisuus, joka sdilyy voimassa toistorakenteen suorituksen ajan.

Maaritelmd 15.20 Toistolauseen whi | e(B) {C} invariantti | on mika
tahansa Boolen lauseke siten, ettd = [I &&B] C [I].

4 )
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Toistolauseen yleinen spesifikaatio'

O Spesifikaation |=p [B1] whi | ¢(B) {C} [By] todistaminen voi
perustua sopivan invariantin | kdytt6on:

1. '2281->|,
2. 7 (188! B) ->By, ja
3. |=p [I] whil e(B) {C} [1&&! B].

O Kuten aiemminkin, oikeellisuustodistusta voi hakea takaperin:
Al. Valitaan sopiva invariantti | siten, ettd =z (1 &&! B) - >By.
A2. Haetaan heikoin esiehto |’ siten, ettd = [I'] C [I].

A3. Osoitetaan =7 | &&B->1", minkd nojalla |=p [ &&B] C [I] ja
edelleen = [I] whil ¢(B) {C} [l &&! B].
A4. Osoitetaan =7 By->1.

- J
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Esimerkki 15.21 I

O Todistetaan kertolaskuohjelman Mul ti osittainen oikeellisuus
spesifikaation |=p [true] Mil ti [v==x*y] muodossa.
O L3htdkohtana on invariantti v==z*y:
[true] [0==0*y] z=0; [0==z*y]v=0; [v==z*Yy]
while(!(x==2)) {
[(v==2*y) 8&! (x==2)]
[V+y==(z+1)*y] z=z+1; [v+y==z*y]v=v+y [v==z*y]
}
(v==2"y) 8&(x==2)] [y==x*y]

Huomio: Ohjelman suoritus p3ittyy, jos ja vain jos (x>=0).

J
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5. TAYSI OIKEELLISUUSI

O Tieto osittaisesta oikeellisuudesta (=p [B1] C [B2]) on hyddyllinen
ainoastaan, mikali komennon C suoritus todella paattyy.

ettd toistolauseiden suoritukset paittyvat loppujen lopuksi.

0 Ta&ta varten tarvitaan vahvennettua paittelysadantoa

[B18&B,8&(E==n)] C [B1&&(E<n)]
[B1] whil e(Bp) {C} [B1&&! By

Madritelmad 15.22 Ohjelma P on tiysin oikeellinen suhteessa
annettuihin esi- ja jalkiehtoihin By ja Bz (merk. |=¢ [B1] P [B2]), jos ja
vain jos =p [B1] P [Bo] ja tdman lisdksi ohjelman P suoritus paattyy

darelliselld askelmaaralld, jos S = By alkutilassa S.

\_

O Téayttd oikeellisuutta (=) varten joudutaan todistamaan erikseen,

~
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Esimerkki 15.24.

Todistetaan = [0<=x] Mul ti [v==x*y]:

[0<=x] [(0==0*y) &&(0<=x- 0)] 2=0; [(0==2*y) &&(0<=X-2)]
v=0; [(v==z*y) &&(0<=x- Z)]
while(!(x==2)) {
[(v==z*y) &&(0<=X- z) &&(X- z==n) &&! (x==2) ]
[(v+y==(z+1) *y) 8&(0<=x- (2+1)) &&(x- (z+1) <n)]
z=z+1; [(vty==z*y) &&(0<=x- Z) &&(X- z<n)]
v=v+ty; [(v==z*y) &&(0<=X- z) &&(X- z<n)]
}
[(v==z*y) &&(0<=X- z) &&(x==2)] [v==x*Y]

\_
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TAVOITTEETI

O Osaat muodostaa ohjelmille spesifikaatioita esi- ja jilkiehtojen
avulla (Hoaren kolmikot).

[0 Osaat hakea heikoimpia esiehtoja sijoitus- ja ehtolauseista
koostuville ohjelmille ao. paattelysdantdjen avulla.

O Ymmarrat osittaisen ja tayden oikeellisuuden vélisen eron.

O Tiedat mitd invariantilla tarkoitetaan ja miksi niiden kaytto
ohjelmankehityksessd on hyddyllista.

0 Osaat hakea yksinkertaisille toistolauseille invariantteja.
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PAIVAN PAHKlNAI

Mieti tarkemmin invariantin muodostamista toistolauseelle
whi | e(B) {C} esimerkiksi osittaisen oikeellisuuden
E=p [I] while(B) {C} [l &&! B] tapauksessa.

O Voiko invariantti | olla toistolauseen whi | e(B) {C} heikoin
esiehto?

O Analysoi tissa mielessa kertolaskuohjelman Ml ti
oikeellisuustodistusta (esimerkki 15.15).
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