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Luento 6: Laskennallisesta vaativuudesta.

1. Looginen paittely resoluutiolla (luennolta 5)
2. Laskennan malli
3. Keskeiset vaativuusluokat

4. Redusoituvuus ja vaikeat ongelmat
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Loogiset paitelmat resoluutiolla'

Muut loogiset paatelmit voidaan suorittaa seuraavasti:

Laskennallinen vaativuus

1. Lause @on pitevdi <= KM(—@) on kumoutuva.

2. Lause @ on looginen seuraus lausejoukosta ¥ <=
KM(ZU{-@}) on kumoutuva.

3. Lauseet @ ja Y ovat loogisesti ekvivalentit <=
KM({@,—W}) ja KM({—@,W}) ovat kumpikin kumoutuvia.

Sen sijaan (vasta)mallien hakeminen resoluutiolla on hankalaa!
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1. LOOGINEN PAATTELY RESOLUUTIOLLAI

Paattelyn Idhtdkohdaksi tarvitaan sopivia klausuulimuotoja:

O Lause @€ L muunnetaan konjunktiiviseen normaalimuotoon ja
edelleen klausuulijoukoksi, jota merkitdan KM (@).

O Lausejoukko Z C £ muunnetaan klausuulijoukoksi
KM(Z) = Ugez KM(9).
N3&ita voidaan kdyttaad suoraan toteutuvuuden tutkimiseen:
1. Lause @ on toteutumaton <= KM(@) on kumoutuva.

2. Lausejoukko Z on toteutumaton <= KM(Z) on kumoutuva.

\_

~
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Patevyyden tutkiminen I

Esimerkki 7.26 Tarkastellaan lausetta (A— B)A(-A—C) — BVC.

Lauseen negaation KNM on (-=AVB) A (AVC)A—-BA—-C, joten
vastaava klausuulijoukko on S= {{-A B},{A,C},{-B},{-C}}.

Resoluutiotodistus: 1. {-A/B} S
2. {AC} S
3. {-B} S
4. {-C} S
5
6
7

(BC} 1,2
(c} 3,5
0 4,6

— Lause on piteva. [ |
\ J

(© 2009 TKK / Tietojenkasittelytieteen laitos




T-79.3001 LTP / Kevat 2009 Laskennallinen vaativuus

Patevyyden tutkiminen I

Esimerkki 7.27 Tutkitaan lausetta (A— B)A(A—C) — BVC.
Lauseen negaation KNM on (-AVB) A (-AVC)A—-BA-C.

Resoluutiotodistus: 1. {-AB} S
2. [-AC} S
3. {-B} S
4. {-C} S
5

(-A} 1,3

Muita klausuuleja (mukaan lukien O) ei ole en33 johdettavissa.
= Lause ei ole pateva.

Vastamalli 4 = 0 nihtavissd klausuuleista 3-5, kun 7 ={A B,C} N
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Loogisen seuraavuuden tutkiminen'

Esimerkki 7.30 Hissiesimerkin lauseille ja turvallisuusominaisuuden

—(A1 A A2) negaatiolle saadaan kokonaisuutena klausuulijoukko

S= {{=Ke, 7Kz}, {~A1,Ki}, {~A2, Ko}, {Ad}, {Ac}}.

Joukon S hylkdyksestd muodostuu seuraava:

1. {-Ki,-Ky} S 6. {Ki} 2,4
2. {-ALKi) S | 7. {Ko} 3,5
3. {-AxKz} S 8. {-Ky} 1,6
4. {A} S| 9 O 7.8
5 {A} S
= Lause —(A1 AA2) on muiden lauseiden looginen seuraus. [ |

- J
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2. LASKENNAN MALLI I

Maaritelmd 8.1 Deterministinen Turing-kone T on nelikkd
(A, S 0,t), missé A on aakkosto, Son tilajoukko, So € Son alkutila ja
t:SxA— SxAx{—,«,|} on tilansiirtofunktio.

Alele=[(al-[dB[-[da]

\Y w
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Konfiguraatiot ja IaskennatI

O Turing-koneen T kokonaistilan m33raa konfiguraatio (S,v,w), missa
s€ Son koneen T tila sekd v € A* ja we AT ovat merkkijonoja.

O Tyonauhan sisdltd on kokonaisuudessaan v ja T kasittelee aina
merkkijonon W ensimmaistd merkkid (luku-kirjoituspdan kohta).

O Tilasiirtyma (s,v,w) LN (8,V, W) riippuu tilansiirtofunktion
arvosta t(s,a) = (§,@,m), miss3 a on w:n ensimmainen merkki.

Madritelmd 8.2 Turing-koneen T suorittama n askeleen mittainen
laskenta syotteelld wg on konfiguraatioiden jono

T T T
(S0, Vo, Wo) — (St1,V1,W1)— ... — (Sn, Vn, Wn),

missd Vo = € ja S, on yksi tilajoukon S erikoistiloista k, e tai p.

- J
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Hyvaksyva laskenta I

0 Deterministinen Turing-kone T hyviksyy syStteensa Wy, joss S, = k

. T T
koneen T suorittamalle laskennalle (Sp,&,Wo)— ... —— (Sn, Vn, Wn).

Esimerkki 8.3 Olkoon A= {0,1,U} ja S= {%,51,k,e,p}. Bindariluvun
pariteetti voidaan tarkastaa seuraavalla Turing-koneella Tpa:

S| A|sxAx{——1) S| A|sxAx{——1)

So | 0| (s0,0,—) st 0| (s1,0,=)

S N sl (s0,1-)

S) u <k7u7l> Sl U <e7|—|7l>

Tpar

Sybtteelld “101" kone Tpar laskee seuraavasti: (So,€,101) — (s1,1,01)
Toar Toar Tor
P 15,10,1) " (59,101, L1) —2% (k, 101, L1). m

- J
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Epadeterministiset Turing-koneet I

O Tilansiirtofunktio t korvataan tilansiirtorelaatiolla
t:Sx A— 25A{=l),

O Tilasiirtym3 konfiguraatiossa (s,v,aw) perustuu
epadeterministisesti valittuun kolmikkoon (s,&,m) € t(s,a).

O Mahdollisia laskentoja voi olla useita.

Esimerkki 8.4 Olkoon A= {0,1,U} ja S= {s0,k, e, p}. Maaritellaan
epddeterministinen Turing-kone seuraavasti:

IS ‘ A ’ 25><A><{—>,<—,L}

so | U | {{s0.0.—),(s0.1.—). {p.L, )}

Yksi mahdollinen laskenta: (sg,€,L) SR (s0,1,L) SR (s0,10,L1)

1 (50,101, L) — (p, 101, LJ). ]
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Epddeterministisen laskennan piirteita

O Vaihtoehtoisista laskennoista muodostuu laskentapuu:

[0 Deterministisen koneen laskentapuussa on vain yksi haara!

Madritelmad 8.7 (Epadeterministinen) Turing-kone T = (A S 5,t)
hyvédksyy kielen L C (A\ {L})*, jos ja vain jos kaikille x € (A\ {U})*,

X€L <= koneella T on ainakin yksi hyviksyva laskenta syotteelld x.

(© 2009 TKK / Tietojenkésittelytieteen laitos

T-79.3001 LTP / Kevat 2009 Laskennallinen vaativuus

4 N

Paitésongelmien ratkaiseminen'

O P&itssongelmat ovat ongelmia, joiden instanssien ratkaisuksi

riittda yksinkertainen vastaus “kylld" tai “ei”.

0 P&atosongelman ratkaiseminen Turing-koneella edellyttas
ongelmatapausten esittdmista merkkijonoina ja Turing-koneen T
laatimista “kylla"-tapauksia vastaavan kielen ratkaisemiseen.

Esimerkki Onko 561 alkuluku?

Esimerkki 8.8 Lauselogiikan toteutuvuusongelmassa on tarkoituksena
selvittad, onko syotteeksi annettu lause @ € L toteutuva vai ei. |

= Lauselogiikan toteutuvuusongelma voidaan samaistaa toteutuvien

lauseiden joukkoa vastaavaan kieleen SAT = {@| 34 C At(9) : 4 = ¢}.

- J
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3. KESKEISET VAATIVUUSLUOKAT I

0 P&itosongelmien laskennallista vaativuutta voidaan analysoida
asettamalla Turing-koneiden laskentaresursseille rajoituksia.

Maaritelma 8.9 Turing-kone T = (A S s0,t) pysihtyy polynomisessa
ajassa sybtteen pituuden n3dhden, joss on olemassa aidosti kasvava
polynomi p siten, ettd kaikille merkkijonoille x € (A\ {L})*, koneen T
laskenta sydtteelld X kasittdd korkeintaan p(|X|) konfiguraatiota.

Kaksi keskeista kielten (ja paatosongelmien) luokkaa ovat:

1. Luokka P eli kielet, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
deterministiselld Turing-koneella.

2. Luokka NP eli kielet, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
epddeterministiselld Turing-koneella.

~

J
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Paatosongelman SAT alustava Iuokittelu'

Teoreema 8.10 Toteutuvuusongelma SAT kuuluu luokkaan NP.

Todistuksen idea: Voidaan laatia epadeterministinen Turing-kone Tg,
jolle annetaan syotteeksi lauselogiikan lause @ € L ja joka

1. valitsee epadeterministisesti totuusjakelun 4 C At(¢),
2. laskee lauseen @ totuusarvon totuusjakelussa 4 ja
3. pysahtyy tilaan k, jos 4 = @, ja muutoin tilaan e.

Tarvittava laskenta pystytdan suorittamaan polynomisessa ajassa
lauseen @ merkkijonoesityksen pituuden suhteen.

Voidaan osoittaa, ettd @ € SAT, jos ja vain jos koneella Te on ainakin

\_

yksi hyvaksyvad laskenta syotteelld @. m]

J

(© 2009 TKK / Tietojenkasittelytieteen laitos

13

14

T-79.3001 LTP / Kevat 2009 Laskennallinen vaativuus

4 )

4. REDUSOITUVUUS JA VAIKEAT ONGELMATI

Madritelmad 8.11 Kieli L1 € (A1\ {U})* on redusoitavissa kieleen
L2 C (A2 \ {U})*, jos ja vain jos Ioytyy sydtteen we (Ar\ {LU})*
pituuden suhteen polynomisessa ajassa deterministisella
Turing-koneella laskettava funktio r : (Ar\ {U})* — (A2 \ {U})* siten,
ettiwel; < r(w) €L,

Esimerkki 8.12 Olkoon G = (SK) graafi, missd K C Sx Santaa
solmujen véliset kaaret. Kysymys graafin G kolmivaritettavyydesta, eli

padtésongelma 3COL, voidaan redusoida lauselogiikan
toteutuvuuskysymykseksi seuraavasti. Maaritelldan r(G) =r((SK)) =

{MsVVsVHs|se StU{-MsV =M, VsV M, “HsV —H; | (st) € K},
Nyt voidaan osoittaa, ettd G € 3COL <= r(G) € SAT. [ |

- J
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Vaikeat ja taydelliset ongelmatI

Maaritelmd 8.13 Olkoon C jokin kielten luokka. Kieli L on

1. C-vaikea, jos ja vain jos jokainen luokan C kieli L’ voidaan
redusoida kieleen L polynomisessa ajassa ja

2. C-tdydellinen, jos ja vain jos L kuuluu luokkaan C ja L on
C-vaikea.

Teoreema 8.14 Toteutuvuusongelma SAT on NP-vaikea.

Muutama keskeinen huomio:
0 C-taydelliset ongelmat ovat vaativimpia luokan C ongelmia.

O SAT on NP-tdydellinen ongelma.

- J
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DPLL-algoritmi I

Olkoon S darellinen klausuulijoukko ja L joukko literaaleja.

Function OnToteutuva(S L): Boolean;
Begin
(SL) := Yksinkertaista(S, L);
If O € SThen Return False;
If S= 0 Then Return True;
| := Valitse(S L);
If OnToteutuva(S, LU{l}) Then Return True
Else Return OnToteutuva(S LU {I});
End

Tehokkaita DPLL-toteutuksia ja benchmark-ongelmia on saatavilla
verkossa (kts. esim. http://wwv. satlive. org).

J
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TAVOITTEETI

O Olet kerrannut Turing-koneisiin liittyvat keskeiset maaritelmat.

0 Osaat madritelld luokat P ja NP ja selittda niiden valisen eron

ma3ritelmallisestd nikokulmasta (P = NP on avoin kysymys).

O Tiedat, mitd paatosongelman NP-taydellisyys tarkoittaa ja mita
NP-t3ydellisyyden osoittaminen vaatii.

O Ymmarrat reduktioiden roolin pditésongelmien valisind
muunnoksia ja tunnet tillaisista muunnoksista joitain esimerkkeja.

O Osaat simuloida DPLL-algoritmia annetulle klausuulijoukolle.

O Olet kokeillut jotain toteutuvuustarkistinta kdytanndssa.
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PAIVAN PAHKlNAI

Esimerkin 8.15 DPLL-simulaatiossa oletettiin literaalit P ja V4, jolloin
voitiin paatelld kartanvaritysesimerkin klausuulijoukosta S literaalit

Pi, =Vi, =81, =P, =P3, =P4, V2, =S, =V3, Vg, &, &,
jolloin paadyttiin ristiriitaan.
O Osoita, ettd Sk —PpV Vs,

O Mieti kytkentdja DPLL-algoritmin suorituksen aikana syntyvan
laskentapuun ja resoluutiomenetelméan taydellisyystodistuksen
yhteydessa kdytetyn puurakenteen valilla.

O Voidaanko DPLL-algoritmin suorittamaa laskentaa hyédyntaa
klausuulin =Py VV =V1 johtamiseen joukosta S?
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