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Luento 5: Normaalimuodot ja resoluutio'

1. Lauselogiikan normaalimuodot
2. Muunnokset normaalimuotoihin
3. Normaalimuotojen sieventdminen
Lauseiden klausuulimuoto

Resoluutiotodistukset
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Virheettémyys ja taydellisyys
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1. LAUSELOGIIKAN NORMAALIMUODOT '

O Jos A on atominen lause, niin A ja —A ovat literaaleja.

O Positiivisen literaalin A komplementti A= —A ja negatiivisen
literaalin =A komplementti ~A= A.

Madritelma 6.2 (Normaalimuotojen rakenne)

Lause a € L on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos ja vain jos O
on muodoltaan konjunktio B1 APB2A - ABn, missd jokainen konjunkti
Bi on literaaleista I1,12,...,Im koostuva disjunktio 1 VI2V - Viy.

Lause 0 € L on disjunktiivisessa normaalimuodossa, jos ja vain jos O
on muodoltaan disjunktio 31V B2V -V By, missd jokainen disjunkti f3;
on literaaleista I1,l2, ...,y koostuva konjunktio 11 Alo A+ Alpy.

\_
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Normaalimuodot.

Esimerkki 6.3 Tarkastellaan seuraavia lauseita:

KNM: (A1V =R A (ALY —Ag) A (AsV Ag V A7)
KNM & DNM: AV -AxV A3
DNM: (—|A1/\—\A2)\/(Ag/\Al)\/(Al/\—\Az/\Ag)

Maaritelmd 6.4 Lause B € L on lauseen a € £ konjunktiivinen
(disjunktiivinen) normaalimuoto, jos ja vain jos B on konjunktiivisessa
(disjunktiivisessa) normaalimuodossa ja B=a.

Esimerkki 6.5 Lause AV (-BAC) on loogisesti ekvivalentti
konjunktiivisen normaalimuodon (AV —B) A (AVC) kanssa.

Vaite 6.7 Jokaiselle lauselogiikan lauseelle on olemassa KNM ja DNM.

J
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2. MUUNNOKSET NORMAALIMUOTOIHIN I

Lauseen disjunktiivinen/konjunktiivinen normaalimuoto voidaan hakea

Normaalimuodot ja resoluutio

erityisten muunnossidantéjen avulla seuraavien vaiheiden mukaisesti:
1. Poistetaan ekvivalenssit («).

2. Poistetaan implikaatiot (—).

w

. Siirretdan negaatiot valittomasti atomisten lauseiden eteen.

N

. Jarjestetaan konjunktiot disjuktioiden ulkopuolelle (KNM) tai
disjunktiot konjunktioiden ulkopuolelle (DNM).

Huomio Seuraavaksi esitettdvat muunnossdannot sailyttavat loogisen
ekvivalenssin, joten lopputuloksena saadaan lauseelle konjunktiivinen
tai disjunktiivinen normaalimuoto.

- J
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Muunnosséiéinnét.

aep ~ (a—=B)AB—a) (61)
aepB ~ (avB)A(-Bva) (62)
a—pB ~ —-aVvp (6.3)
-(aVvp) ~ —-oA-B (6.4)
=(aAB) ~ —-OoV-B (6.5)
-—a ~ O (6.6)
av(BAay) ~ (aVvB)A(avy) (6.7)
(@AB)VY ~ (avy)A(BVY) (6.8)
an(Bvy) ~ (@AB)Vv(any) (6.9)
(@VB)AY ~ (any)V(BAY) (6.10)
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Normaalimuotojen hakeminen taulumenetelméilléi'

0 Lauseen o DNM saadaan juurisolmusta T muodostetun valmiin
semanttisen taulun ristiriidattomista poluista.

O Lauseen o KNM saadaan lauseen —a disjunktiivisesta
normaalimuodosta De Morganin s3antdjen avulla.

T(AVB— (B~ C)) E(AVB— (B~ C))
s e 18
SA TB/ B T8~ ~e

B EC C\r 5C\I'
B TA TB
X
a = (-AA-B)V(BAC)V (-BA-C)
o =--a=(-AV-BVC)A(-BVC)A(-AVBV-C)
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C) normaalimuodot.

Normaalimuodot ja resoluutio

Haetaan lauseen AVB — (B«
~ AVB— (B—C)A(C—B) (6.1)
~  =(AVB)V((-BVC)A(-CVB)) (6.3)
~  (=AAN=B)V((-BVC)A(-CVB)) (6.4)

¢

(=AV ((-BVC)A (-CVB)))A (-BV ((-BVC) A (=CV B)))
(-AV-BVC)A(-AV-CVB)A (-BV ((-BVC) A (-CV B)))
(-AV-BVC)A(-AV-CVB)A (-BV-BVC)A(-BV-CVB).

¢

¢

(-AA-B)V ((-BVC)A—-C)V ((-BVC)AB) (6.9)
(=AA=B)V (-BA—-C)V (CA-C)V ((-BVC)AB) (6.10)

(=AAN=B)V (-BA-C)V (CA-C)V (-BAB)V(CAB). (6.10)

fiii
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3. NORMAALIMUOTOJEN SIEVENTAMINENI

Normaalimuotoja voidaan sieventdd mm. seuraavilla periaatteilla:

1. Poistetaan literaalien disjunktioista/konjunktioista literaalien
moninkertaiset esiintymat (literaalit mainitaan vain kertaalleen).

2. Poistetaan literaalien disjunktiot/konjunktiot, joissa esiintyy jokin

3. Jos konjunktiivisessa normaalimuodossa esiintyy disjunktiot
1V ... VInja KV ... Vkn, joille {|1,...,|n} - {kl,...,kn&,
poistetaan jalkimmainen.

4. Jos konjunktiivisessa normaalimuodossa esiintyy yksiliteraalinen
disjunktio |, poistetaan muut disjunktiot, joissa | esiintyy, seka
komplementtiliteraalin | esiintymat muista disjunktioista.

literaali | ja sen komplementti | ja jotka ovat siten tosia/epitosia.

~
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4. LAUSEIDEN KLAUSUULIMUOTO I

O Literaalien Iq,...,I, disjunktio Iy V--- V1, on klausuuli.

Normaalimuodot ja resoluutio

O Klausuulit esitetddn usein literaalien joukkoina {l1,...,In}, jolloin
tyhja klausuuli @ (merkintd O) vastaa tyhja3 disjunktiota L.

O Joukko klausuuleita Sedustaa klausuuliensa konjunktiota.
O Tyhja klausuulijoukko @ edustaa tyhjaa konjunktiota T.

O Mistd tahansa konjunktiivisessa normaalimuodossa olevasta
lauseesta @ voidaan muodostaa klausuulijoukko S,.

Esimerkki 7.2 Konjunktiivista normaalimuotoa
(AV—-B) A (—-CV —-AV D) vastaava klausuulijoukko on
{{A,—B},{-A,—C,D}}.

- J
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Totuusmaaritelm3 ja toteutuvuus kIausqueiIIeI

Totuusjakelun 4 C P literaaliesitys on Lit(4) = AU{-A|Ac P\ 4}.

Maaritelma 7.3 Olkoon 4 C P mik3 tahansa totuusjakelu.
1. Klausuulille C: 4 =C, jos ja vain jos CNLit(4) # 0.
2. Klausuulijoukolle S A4 =S, jos ja vain jos 4 = C kaikille C € S

3. Totuusjakelu 4 on klausuulijoukon S malli, jos ja vain jos 4 =S

O Klausuulijoukko Son toteutuva, jos ja vain jos joukolla Son
ainakin yksi malli 4 C P.

O Muussa tapauksessa Son toteutumaton.
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5. RESOLUUTIOTODISTUKSETI

Maaritelma 7.9 Olkoot C; = {l,l4,...,l1} jaCo = {T,I’l, ooy} kaksi
klausuulia. Klausuuli

C=(CLUC)\{I.T} = {l1,.. . In. 1, 1)

on klausuulien Cq ja Cy yhdistelma.

Esimerkki 7.10 Sovelletaan resoluutiosdant6a seuraaviin klausuuleihin:
{A,B,-C} {-A,D,-C}

~N 7

{B,~C,D}
S&antda sovellettiin ylld literaalien A ja —A suhteen. Joukkoesityksessa
—C esiintyy yhdistelm3ssd {B,—~C,D} vain kertaalleen. [

- J
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Resoluutiotodistukset I

Lihtokohtana klausuulijoukko S johon sovelletaan resoluutiosdantéa.

Normaalimuodot ja resoluutio

Maaritelmad 7.12 Klausuulin C johto joukosta Son &arellinen jono
klausuuleja Cq,...,C,, missa C, =C ja jokaiselle klausuulille C; joko

1. G € Stai
2. Gj on joidenkin sitd edeltdvien klausuulien Cj ja Cy yhdistelma.

Maaritelmd 7.13 Jos klausuulijoukosta Svoidaan johtaa tyhja
klausuuli O, kyseistd johtoa kutsutaan joukon S kumoamiseksi.

O Intuitiona on, ettd mahdollisuus klausuulijoukon S toteutumiseen
(kaikki klausuulit tosia samassa totuusjakelussa) kumoutuu.

0 Resoluutiotodistukselle voidaan muodostaa myds puuesitys.

- J
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Esimerkki kumoamisesta I

Esimerkki 7.15 Klausuulijoukolle
S= {{A’ B’_'CaﬂD}v{_‘AaE}v{_‘Bv_‘F}’{C’E}){Dv_‘FL{ﬂE}a{F}}

saadaan seuraavanlainen kumoaminen:

1. {AB-C,-D} S 8. {D,-F} S

2. {-AE} s 9. {E,~F} 7.8
3. {E,B,-C,-D} 1,2 10. {-E} S

4. {-B,~F} s 11. {-F} 9,10
5. {E,-F,-C,-D} 3 4 12. {F} s

6. {C.E} S 13. O 11, 12
7. {E,-F,-D} 5,6 |
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6. VIRHEETTOMYYS JA TAYDELLISYYSI

Viite 7.16 Jos totuusjakelu 4 C P on klausuulijoukon S malli ja C on
kahden klausuulin C; € S ja C; € Syhdistelm3, niin 4 |= SU{C}.

Teoreema 7.17
Jos klausuulijoukko S kumoutuu, niin S on toteutumaton.

Todistus. Oletetaan, ettd klausuulijoukolle Son todistus Cq, ...,Cy,
missd C, = O. Tehd33an vastaoletus, ettd Son toteutuva. Osoitetaan
induktiolla i:n suhteen, ettd SU{Cy,...,Ci} on toteutuva (ristiriita).

Induktioaskel: SU{C;,...,Ci_1} on toteutuva (induktio-oletus).
1. Jos G € S joukko SU{Cy,...,Ci} on triviaalisti toteutuva.

2. Muutoin C; on saatu resoluutiosddnndlld joukon {Cq,...,Ci_1}

\_

klausuuleista, joten SU{Cy,...,Ci} on toteutuva (vdite 7.16). O

~

J
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Puukonstruktio tdydellisyystodistusta varten'

Laaditaan tapausanalyysia kuvaava bindaripuu klausuulijoukolle

S={{A}.{B.C},{-A —B}, {-A -C}}:

~ N
{-A,—B} {-A.B}
R
{-A,-C} {B,C} {-A-C} {B,C}

Huomio Kuhunkin lehtisolmuun s merkitty klausuuli C on epatosi
totuusjakeluissa 4, joille polulla olevien literaalien joukko Ls C Lit(.4).

- J
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Resoluution tdydellisyystodistus I

Viite 7.20 Jos klausuulijoukko Son toteutumaton, niin maaritelman

7.18 mukaisen bindaripuun jokainen polku pdattyy solmuun s, johon on
merkitty jokin klausuuli C € Ssiten, ettd C C L.

Teoreema 7.21 Jos klausuulijoukko S on toteutumaton, se on
kumottavissa.

Todistus. Olkoon S toteutumaton, jolloin bindaripuun lehtisolmuina on
Sin klausuulit. Kdydaan lapi sisdsolmut s (kddnteisessa jarjestyksessa).

Merkitddn solmuun s klausuuliksi lapsisolmuihin merkittyjen
klausuulien C, ja C, yhdistelma C, jolle pitee C C Lg (C, C L, ja
Co C Lg,). Tdma ominaisuus siirtyy kaikille sisdsolmujen s klausuuleille.

Juurisolmun s tapauksessa Ls=0, joten C=0 ja C=O.

- J
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TAVOITTEET'

[0 Osaat hakea sekd konjunktiivisen ettd disjunktiivisen

normaalimuodon mille tahansa lauselogiikan lauseelle.

O Osaat muodostaa konjunktiivisesta normaalimuodosta lauseen
klausuuliesityksen ja laskea sen totuusarvon eri totuusjakeluissa.

O Tunnet resoluutiosddannén ja osaat johtaa sen avulla uusia
klausuuleja annetusta klausuulijoukosta.

O Tieddt, ettd resoluutio (kumoamismenettely) antaa virheettéman
ja taydellisen menetelman klausuulijoukon toteutumattomuuden

tutkimiseen.
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PAIVAN PAHKlNZ\I

Tarkastele resoluution tdydellisyystodistuksen yhteydessa laadittua
bindaripuuta esim. klausuulijoukolle
{ {A7 Bac}v {Aa _\B,C}, {_'A> B>C}7 {_‘Aa _‘B7C},
{A7 B7 _‘C}ﬂ {A7 _'87 _‘C}v {_'A7 B7 _'C}7 {_‘A7 _‘Bv _'C} }
0 Mieti miten resoluutioaskelien tekeminen joukon S klausuuleille

vaikuttaa kyseisen puun kokoon (klausuulit lisitdin joukkoon S)7

O Onko atomien kasittelyjarjestykselld vaikutusta joukon S
tapauksessa ja yleisesti ottaen?
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