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Ratkaisuja demoteh@viin
Tehtava 6.1

a) A— (B—C)
Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.

A—(B—C) = -Av(-BVC)
= -Av-BvVvC.

Nain syntynyt muoto on seka konjunktiivinen etta didqtivinen normaal-
imuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuotoa setisam taulun avulla
lahdetaan liikkeelle solmusta, jossa lause esiintygria:

T(A— (B

—C))
PN
E(A) T(B—C)

E(B)/ \T(C)

Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktit. daspauksessa ni-
issa kussakin on vain 1 literaali. Saadaan ssv —BV C, joka on sama
kuin muunnossaannaoilla.

Konjunktiivinen normaalimuoto haetaan taulusta, jossagna on lause
epatotena:




b)

Avoimesta haarasta saadaan laAseB A —C, joka on alkuperaisen lausee
negaation disjunktiivinen normaalimuoto. Negatoidaand; jolloin paastaan
takaisin alkuperaiseen lauseeseen, ja sen konjunldivitormaalimuoto
saadaan de Morganin saantoa soveltamalla:

A—(B—C) = ~—(A—(B—C))
-(~(A— (B—C)))
—~(AABA-C)

= -Av-BvVvC.

-A < ((AvV-B) — B)

Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaaiitdén siirretaan ne-
gaatiot atomisten lauseiden eteen ja lopulta sovelletagumdttion distribu-
tiivisuutta konjunktion yli (eli konjunktiot ulos).

~A< ((AV-B) — B)

= (~A— ((AV-B) — B)) A (((AV-B) — B) — -A) [~ ¢
= (AV (=(AV-B)VB))A (=(=~(AV—-B)VvB)V-A) [— €]

= (AV((-AAB)VB)) A (((AV—B) A—B)V -A) BE
= (AV ((-AVB)A(BVB)))A((AV-BV-A)A(=BV-A)) [A U
= (AV-AVB)A(AVB)A(AV-AVB)A(-AV —B) A U]
E(A\/B) (—\A\/—\B).

Tama on konjunktiivinen normaalimuoto. Viimeisesséeassa on sieven-

netty aina todet disjunktidtv —Av B = T. Kaytetaan seuraavaksi konjunk-
tion distributiivisuutta disjunktion yli, jolloin paadaan disjunktiiviseen nor-

maalimuotoon:

(A\/B)/\(—\A\/—!B)
= (AN (-AV-B)) Vv (BA(-AV-B)) [V u]
(A/\—|A) (A/\ﬁB)\/(—\A/\B)\/(B/\—'B) [\/ U]
(AAN—-B)V (-AAB)

Viimeisessa vaiheessa on kaytetty sievennyssagntigsa moninkertaiset
esiintymat samassa konjunktissa on eliminoitu samoim laima epatodet
konjuntit, joissa on esiintyy seka literaali etta sen kdementti.



Tarkastelu tauluilla:

T(-A<~ ((Av-B) — B))

T(-A E(-A)
T((Avﬁ'B) — B) E((AVJB) — B)
EJA T(A)
E(AVSB)  T(B) T(AV-B)
E(A) EJB)
7N\
E(-B) T(A) T(-B)
lo el

Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan myata —B) vV (-A A B),
joka on sama kuin muunnossaannoilla. Konjuntiivinermnaalimuoto samalla
periaatteella kuin a)-kohdassa.

c) (A« —-B)—C)

~(A—-B) —C)
~((A—-B)A(-B—A)—=C) [ €]
=(=((-AV-B)A(-—BVA))VC) [— €
(—|A\/—\B)/\(A\/ B)/\—\C (*) [—\ S]

Tama onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto. KaytatdSeuraavaksi kon-
junktion distributiivisuutta disjunktion yli:

(*) = (-AV-B) A ((BA-C) V (AA—-C)) [V u]
= (-AA((BA-C)V (AA-C)))V
(-BA((BA=C)V (AA-C))) [V u]
= (-AABA-C)V (-AANAA-C)V
(-BABA—C)V (-BAAA—-C) [V u]
= (-AABA-C)V (AA-BA-C).

Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viime#&gaessheessa on
jatetty pois aina epatodet konjunktiot, eli ne, joissiagy jokin atominen
lause ja sen negaatio.



d) PLAP — (PL— Po) VvV (P, — P3)

Tehtavan laadinnassa kavi sikali mielenkiintoise=ta ekvivalenssin oikealla
puolella oleva termi on pateva (tarkista!). Nyt analyysidaan tehda, kor-
vaamalla se aina todella lauseella Saadaan:

PAP«— T
E(P]_/\Pz—>—|—)/\(—|——>P1/\P2) [<—>e]
= (-(PLAR)VT)A(=TV(PLAR))  [— €
=(-PLV-PRVT)A(LVP)A(LVP)[- 9
=P AP,
Sievennyssaanntoja voi soveltaa siten, etta ensiimem konjunkti on aina

tosi ja kahdessa viimeisessa ensimmaiset termit votgaikoska ne ovat
aina epatosia. Syntynyt tulos on seka KNM etta DNM.

Tehtava 6.2
Tarkastele semanttisella taululla lauseider- ) < ((a - B)A(B—a)), (o —
B) « (-0 VB), a « ——q, jne. patevyytta.

Tehtava 6.3
a) Muuntamisessa kaytetaan disjunktion distribugiinitta konjunktion yli:
(PA=P)V(QA-Q)

= ((PA-P)VQA((PA-P)V-Q)
=(PVQ)A(-PVQ)A(PV-Q)A(-PV—-Q)

Semanttisella taululla samoin kuin 4. tehtavassa,&tkohta.

b) Muuntaminen etenee samoilla saannoilla. Kutenadassakin, lopputu-
lokseen tulevat kaikki kombinaatiot{Rtotuusarvoille:

(PLA=P) V-V (PhA—Py)
=PV VPO)A(APLVP V- VP) A= A (AP V-V =Py)

Tehtava 6.4
Osoittaminen tapahtuu lahtemalla liikkeelle semaetta taulusta, jonka juuressa
on lause todeksi asetettuna. Jos lause on toteutumatanptaustiriitainen.



T(PVQ)A(=PVQ)A(PV—-Q)A(-PV-Q))
T(PVQ)
T(-PVvQ)
T(PV-Q)

Tehtava 7.1
Lahdetaan poistamaan implikaatiot:

A= (A=A —=A) — (A=(A=A)—(A=A)
A (A=A A) v (A (A—A) (A A)
? -(-AV((A—A)—A) VvV ((FAV(A—A)—(A—A)

—(-AV (=(-AVA)VA)) VvV (=(-AV(-AVA))V(-AVA))
Edelleen viedaan negaatiot atomilauseiden eteen:

—\(—|A\/ (—|(—\A\/A)\/A)) V (—|(—\A\/(—\A\/A))\/(—|A\/A))
(—|—|A/\—\(—|(—\A\/A)\/A)) V ((—\—\A/\ —|(—\A\/A))\/(—|A\/A))

(AN (—==(-AVA)A-A)) VvV ((AA=(-AVA)) V (HAVA))
(AN ((FAVA)A—=A)) vV ((AAN(AAN-A)) V (-AVA))

Siirretaan distribuutiosaannailla disjunktiosgan ja konjunktiot ulos:

(AN ((FAVA)A=A)) V ((AAN(AAN-A)) V (-AVA))
((FAVA)A=A)) V((AV(SAVA)) A ((AAN-A)V (SAVA)))
)V

AN
AN ((AV-AVA)A(AV-AVA)A(-AV-AVA))
Av

(AN ((
(AA((FAVA) A-A)
(AV ((AV-AVA)A (AV-AVA) A (CAV-AVA)) A
(“AVA)A-A)V ((AV-AVA) A (AV-AVA) A (SAV —AVA))
(

(

(

(

AVAV-AVAA(AVAV-AVA) A (AV-AV -AVA) A
-AVAVAV-AVA)A(-AVAVAV-AVA) A
—AVAV-AV-AVA) A (—AVAY -AVA) A (FAVAV -AVA) A
-AV-AV-AVA)



Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sievenigydsa, jossa poistetaan
disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen kompleménttavaitaan, etta kaikki
syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tuloksena saatdaaduulijoukko on siis
tyhja (0), ja on siten aina tosi. Nain pitaakin olla, silla artndause on pateva (tark-
ista esimerkiksi semanttisella taululla).

Tehtava 7.2

Tarkastellaan jouko® kahta ensimmaista klausuulia. Ne voidaan lauseena kir-
joittaa muodosséio V A1) A (—AgV —A1). Talla lauseella on malligl; = {Ao} ja

4, = {A1}, eli se kuvaa ehdoton-tai operaatiota (XOR). Nain ollekdklausu-
ulijoukko Skuvaa lausetta:

(AoVAL) A (ALVA2) A - A (AnVA)

Tarkastellaan lausetten kahdella arvolla. Kun=1 lause saa muoddioVvA;) A
(A1VAp). Kun tassa valitaaryy todeksi, seuraa siita, ety on epatosi. Nyt
molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavasti kun valitAgrepatodeksi. Klausu-
ulijoukon mallit ovat siis{Ao} ja {A1}.

Nyt jos n = 2, kaava on muoto8AoVA1) A (A1VA2) A (A2VAg). Jos tassa valit-
seeAp:n todeksi, seuraa siita, etly on epatosi ja taad, tosi. Nyt viimeinen
ehdoton-tai kuitenkin edellyttaisi toteutuakseena g on epatosi. Tama aiheut-
taa ristiriidan ja nain ei saada mallia. J&g valittiin aluksi epatodeksi, syntyy
samanlainen ristiriita. Tassa tapauksessa klausulbjta ei ole yhtaan mallia.
Tarkastelun voi yleistaa siten, etta josn pariton saadaan edellamainitulla tekni-
ikalla 2 mallia {Ao,A2,...,An—1} ja {A1,As,...,An}, ja josn on parillinen, ei
malleja ole (todistal).

Tehtava 7.3
Tehdaan vastaoletus [~ S. Talldin joukossé on klausuuli

{A,—B4q,...,7Bn},

joka ei toteudu. Jotta nain on, pitaa o{,...,Bn} C 4 (eli 4 |= B; kaikilla 1 <
i<n)jaA¢g A (eli 4~ A). Joukko-opillisen leikkauksen maaritelman mukaan
pitdéa myos olla{By,...,By} C 43 ja {Bi,...,Bn} C 4. KoskaA4; ja 4, ovat
klausuulijoukonS malleja, pitaa olla myoé € 4; ja A € 4,. Talldin kuitenkin

A € 4 leikkauksen maaritelman perusteella, ja tama athautistiriidan. Nain
olleng S O



