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Luento 10: Tietamyksen esittéiminen'

. Yleiset tavoitteet
. Ohjeita predikaattien maarittelyyn
. Yksikasitteiset ja kattavat nimet

. Ma3aritelmien tarkkuudesta
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1. YLEISET TAVOITTEET I

Valitaan sopiva predikaattilogiikan kieli L (joukot C, F ja P).

Ma3ritellddn mahdolliset asiantilat (ja predikaattien tulkinnat)
kirjoittamalla predikaattilogiikan lausejoukko/teoria L C L.

Lausejoukon Z mallit maaraavat loogisten seurausten joukon

Cn(Z) ={@ec L ]| @on lause ja Z = ¢},

joka muodostaa lausejoukon X loogisen sulkeuman.

Lausejoukon X lauseet muodostavat eksplisiittisen tietamyksen.

Joukon Cn(2)\ X lauseet ovat p3ateltivissa eksplisiittisesta
tietdmyksesta ja siten implisiittistd tietimysta.
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Esimerkki (13.1)'

Radioverkko koostuu joukosta tukiasemia ja niiden vilisista linkeista.

O Kuvataan tukiasemien vilisid yhteyksid seuraavalla lausejoukolla Z:
{ Linkki(a,b), Linkki(b,c), Linkki(d,e),

VX Yhteys(x,X),

VXvy(Linkki(X,y) — Yhteys(X,Y)),

VXvy(Yhteys(X,y) — Yhteys(Y, X)),

VXVYWZz(Yhteys(X,y) A Yhteys(y,z) — Yhteys(x,2)) }.
O Lause Linkki(a,b) € Z on eksplisiittista (yldskirjattua) tietdmysta.
O Lause Yhteys(c,a) € Cn(Z) \ Z on implisiittistd tietdmysta. |
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Esimerkki (13.2)'

Lause Yhteys(a,e) ei seuraa radioverkkoesimerkin lausejoukosta .

O Vastamalli S perustuu universumiin U = {1,2,3,4,5}:
Vakioiden tulkinnat: & =1, b =2, ¢ =3, d°=4ja e’ =5.
Predikaattien tulkinnat:

— Linkki® = {(1,2),(2,3),(4,5)} ja

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),

(3,1),(3,2),(3,3),(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)

— Yhteys® =

O Lisittdessd esim. lause Linkki(d,c) saadaan lausejoukko
Y’ = ZU{Linkki(d,c)}, jolle ' |= Yhteys(a, e).

O Em. vastamalli § karsiutuu pois, koska § |~ Linkki(d,c).
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2. OHJEITA PREDIKAATTIEN MZ\ARlTTELYYNI

0 Tavoitteena on kirjoittaa predikaatille P ja sen tulkintana olevalle
relaatiolle maaritelm3 joidenkin muiden predikaattien avulla.

O Mielivaltainen predikaattilogiikan kaava ¢ saadaan muotoon

QX1 QX2+ - QuXnl,
missd = Y1 A--- Al ja kukin g on literaalien disjunktio

Qu(fy) V-V -Qx(t) VPL(SL) V- VR(S)
)

Qu(
(F A AQ() — Pu(S1) V---VRA(S).

O Jatkossa pyritddn kirjoittamaan maaritelmia ensisijaisesti muotoon
VX1VXo - - -VXn(Ql(t_i) JAREEWAN Qk(t_f() — P(f))
O Milld ehdoilla Qs1(f1), ..., Q«(fk) voidaan paitelld P(f)?

- J
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Esimerkki (13.3) I

Olkoon annettuna seuraavat predikaatit:
1. Sairastaa(x) = “henkild X on sairas” ja
2. Tapaa(x,y) = “henkild X on tavannut henkilén y'.
Tarkoituksena on maéritelld ndiden avulla predikaatti
Tartuntavaarassa(X) = “henkilé X on tartuntavaarassa”.
O Milld ehdoilla jonkin henkild X on tartuntavaarassa?

VXvy(Tapaa(x,y) A Sairastaa(y) — Tartuntavaarassa(X))
VXvy(Tapaa(x,y) A Tartuntavaarassa(y) — Tartuntavaarassa(X))

O Tam3 on Tartuntavaarassa-predikaatin rekursiivinen maaritelma.

\_
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Tyypitetyt kvanttorit I

O Edelld kasiteltiin universumia, jossa oli ainoastaan henkildita.

O Tyypillisesti asetelma on monimutkaisempi ja universumi koostuu
useampaa eri tyyppia olevista alkioista.

0 Tallsin syntyy tarve rajata kvantifiointia koskemaan ainoastaan
tiettyd tyyppia T olevia alkioita seuraavaan tapaan:

VXeT:@(x)jaIxeT:@X).
O Tyyppi T voidaan esittda yksipaikkaisen predikaatin avulla:
T(x) = “alkio X on tyyppid T".
O Tyypitetyt kvanttorit ilmaistaan predikaattilogiikassa seuraavasti:

YX(T (X) — @(x)) ja IX(T(X) A@(X)).

J
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Lisatadn tartuntavaaraesimerkkiin tyyppipredikaatit Henkil(X) = “X on
henkild" ja Tauti(X) = “X on tauti”.

Tietdamyksen esittdminen

0 Maaritellddn predikaatit ilman tyyppi-informaatiota:
— Tapaa(x,y) = “X tapaa y:n",
— Sairastaa(Xx,y) = "X sairastaa y:t3" ja
— Tartuntavaarassa(X,y) = “X on vaarassa sairastua y:hyn".

U Lauseet saadaan nyt seuraavaan muotoon:
VXVyWz( Henkild(x) A Henkil5(y) A Tapaa(X,y)A
Tauti(z) A Sairastaa(y, z) — Tartuntavaarassa(X,z))
VXVyWz( Henkild(x) A Henkil6(y) A Tapaa(X,y) A Tauti(z) A
Tartuntavaarassa(y,z) — Tartuntavaarassa(X,2))

- J
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Monimutkaisempia maaritelmia

Muotoa VX VX2 - - - ¥Xn(Q1 (1) A - - A Qk(tk) — P(T)) olevien

madaritelmien //maisuvoima ei ole aina riittava.

Joissain tilanteissa tarvitaan eksistentiaalista kvantifiointia:
Vx(Solmu(X) — 3y(Vari(y) A Viritetty(X,Y)))
= Vx3dy(Solmu(x) — Vari(y) A Varitetty(X,Y)).

Implikaation seurauksena voi olla myds atomien disjunktio
Pi(S1)V---VRA(§) pelkin atomin P(f) sijaan:

vx(Venttiili(x) — Auki(x) V Kiinni(x)).
Vx(Venttiili(x) A Auki(x) A Kiinni(x) — L).

N3iss3d esimerkeissa on keskeistd vaihtoehtoisuuden ilmaiseminen.

J
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3. YKSIKASITTEISET JA KATTAVAT NIMETI

0

Rajoitutaan jatkossa predikaattilogiikan kieliin L, joissa ei ole
funktiosymboleita ja ainoastaan 3arellinen maard vakiosymboleita.

Predikaattilogiikassa struktuurin § maaritelma ja tapa jolla
vakiosymbolit tulkitaan S:ssa mahdollistavat, etta

1. jokin universumin U alkio a€ U on useamman vakion Ci,...,Cp
(n>1) nimedmi: ¢ =...=¢ =a
2. jokin universumin U alkio a€ U ei ole minkdan vakion

nimedam3 (eli kaikille vakiosymboleille ¢ pitee ¢ # a).

Tietamyksen esittdmisen kannalta tallainen mahdollisuus
muodostuu usein jopa turhaksi vapausasteeksi.

Nimedminen voidaan pakottaa yksikasitteiseksi lauseita lisaamalla.

J
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Tarvittavat lauseet I

Olkoon kielessd L vakiosymbolit C1,...,Cn.
O Nimien yksikasitteisyyden ilmaisevat muotoa
-G =¢j)

olevat lauseet, missd 1 <i< j<n.

n2

O Nimien kattavuuden ilmaisee seuraavaa muotoa oleva lause:
YX(X=1C1 V- VX=0Cp).

O Tarvittavan lauseen pituus riippuu lineaarisesti vakioiden
lukuma33rastd n.

O Lauseita tarvitaan nelidllinen maara (yhteensd "> kappaletta).
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Tarkastellaan lausejoukon

Ly={=(=h),~(l=¢e),~(h=¢e)}
malleja S, kun universumina U;j on joukko henkilditd hy,hy, ... .

Ui IS hS e
{ha,hz,h3} hh hy hg
{ha,hz,h3} hh hg My
{ha,hz,h3} ha hy hg
{ha,hz,h3} hy hy M
{ha,hz,h3} hs hy My
{ha,hz,h3} hs h M
{h1,h2,hg,hg} o hp hg

= Universumissa oltava vahintdan 3 henkild3.
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S ={(x=Ilvx=hvx=e)}

Tarkastellaan lausejoukon

malleja S, kun universumina U;j on joukko henkiléitd hy,hy,... .
Ui IS hS e
{1} m M h
{hg,h} m o h
{hg,h2} hy hy ht

{hy,hz,hz} hy hy hg

{hy,hz,hz} hz hy g

= Universumissa voi olla korkeintaan 3 henkild3. [ |

4 )
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Tarkastellaan lausejoukon
Z1UZ ={~(l=h),~(l =e),~(h=¢),
X(x=1vx=hvx=e)}
malleja S, kun universumina U;j on joukko henkilitd hy,hy, ... .

Ui IS hS e
{h1,hz,hs} . hy  hg
{h,hz,hg} M hy  hp
{h1,hz,hg}  hy M hg
{h1,hg,hs}  hy hg Iy
{h1,hz,hg}  hs by
{h1,hz,hg}  hs hy g

= Universumissa on oltava tismalleen 3 henkiloa. [ |

- J
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4. MAARITELMIEN TARKKUUDESTAI

O Herbrand-universumi H on tarkasteltavan predikaattilogiikan kielen
L muuttujattomien termien joukko.

[0 Tavoitteena on siis kirjoittaa predikaatin P € B, maaritteleva
lausejoukko Zp, kun l3htékohtana on tieto predikaatin P
tarkoittamasta relaatiosta P* C H".

Maaritelmd 13.14 Predikaatin P € B, maarittelevad lausejoukko
>p C L on riittdvan tarkka, joss kaikille t; € H, ...ty € H patee:

<t1,...,tn>€P* = Zp'zp(tl,...,tn).

4 )
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Palataan radioverkkoesimerkin lausejoukkoon

> ={ Linkki(a,b), Linkki(b,c), Linkki(d,e),
VX Yhteys(X,X),
vXvy(Linkki(X,y) — Yhteys(X,y)),
VxXvy(Yhteys(X,y) — Yhteys(Y, X)),
VXYYVZ(Yhteys(X,Y) A Yhteys(y,z) — Yhteys(x,2)) }.

O Linkki-predikaatin maaritelman |3htokohtana on Linkki* =
{{a,b),(b,c),(d,e)}, joita vastaavat lauseet ovat johdettavissa.

O Yhteys-predikaatin maaritelma on riittdvan tarkka, koska vain
tavoiteltua relaatiota Yhteys® = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b),
(b,), (c.a), (C.b), (c,0), (d.d), (d.e), (ed), (e.6)} vastaavat

lauseet Yhteys(a,a), ...ovat maaritelman X loogisia seurauksia.

\_
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Negatiiviset ehdot I

O Tarkastellaan muotoa

Tietdmyksen esittdminen

VXa¥xg -+ V¥ (Qu(f) A - A Qu(ti) — P(T))
olevien maaritelmien yleistamista tapaukseen, miss3 sallitaan
atomien Q;(fi) lisiksi myds negatiivisia literaaleja —Q;(f).
0 Negatiivinen ehto —Q;i(fi) voidaan muuntaa positiiviseksi
vaihtoehdoksi Q;(f) seuraukselle P(f):
Vx(—Sairastaa(x) A = Tartuntavaarassa(X) — Turvassa(X))
= Vx(Sairastaa(x) V Tartuntavaarassa(X) V Turvassa(X)).

0 Jotta negatiiviset ehdot tulisivat maaritellyiksi, maaritelmista tulisi
seurata loogisesti —Q;(fi) mikili Q(fi) ei ole looginen seuraus.

- J
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Maaritelmien taydellisyys

O Riittdvan tarkka madritelma Zp ei ole valttimatta tdydellinen eli ei
ole taattua, ettd 2p = —P(t1,...,tn) mikali (t1,...,ty) & P*.

O Radioverkkoesimerkissd mm. X £ —Yhteys(a,€).

Madritelmad 13.17 Predikaatin P € P, maaritteleva lausejoukko
2p C L on taydellinen, jos ja vain jos kaikille t; € H, ...ty € H patee:

2p ): P(tl,...,tn) tai 2p ': ﬁp(tl,...,tn).

—> Jos predikaatin P € B, maaritelm3 Zp on tdydellinen ja
>p EP(ty,...,tn) joillekin tg € H, ... th € H, niin Zp = —P(ty,...,tn).

- J
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Tarkastellaan tartuntavaaraesimerkin muunnelmaa:

> = { ¥xvy(Tapaa(x,y) A Sairastaa(y) — Tartuntavaarassa(X)),
Vx(—Sairastaa(x) A —Tartuntavaarassa(X) — Turvassa(X)),
Tapaa(l,h), Tapaa(h,l),
Tapaa(l,e), Tapaa(el), Sairastaa(e) }.

O Nyt 2 |= Tartuntavaarassa(l), X [~ Tartuntavaarassa(h) ja
> B~ —Tartuntavaarassa(h).

00 Titen X ei ole taydellinen Tartuntavaarassa-predikaatin (eikd

muidenkaan predikaattien) suhteen.

O Jotta ndin olisi, mdaritelmasta tulisi seurata loogisesti

—Tartuntavaarassa(h) ja —Tartuntavaarassa(e).

\_
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Predikaatin maaritelman tidydentaminen

1. Predikaatin = osalta riittdd nimien yksik3sitteisyys ja kattavuus:
=(l=h), =(I =e), ~(h=¢) ja VX(x=IVx=hVvx=e).
2. Predikaateille Tapaa(x,y) ja Sairastaa(X) voidaan kirjoittaa varsin
tiiviit esitykset yhtdsuuruuspredikaatin avulla:
X(Sairastaa(X) <> X =€)
VxVy(Tapaa(x,y) < (x=1Ay=h)V (x=hAy=I)Vv
(x=IAy=¢e)V(x=ery=1))
3. Predikaattien Tartuntavaarassa(X) ja Turvassa(x) maaritelmat
voidaan kirjoittaa vastaavasti ekvivalensseiksi:

VX(Tartuntavaarassa(x) < 3y(Tapaa(X,y) A Sairastaa(y)))
VX(Turvassa(X) <> —Sairastaa(x) A ~Tartuntavaarassa(X))

\_
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Loogiset seuraavuudet I

Tapaa Sairastaa Tartuntavaarassa Turvassa
—Tapaa(l,l) | —Sairastaa(l) | Tartuntavaarassa(l) —Turvassa(l)
—Tapaa(h,h) | —Sairastaa(h) | —Tartuntavaarassa(h) | Turvassa(h)
—Tapaa(ee) | Sairastaa(e) —Tartuntavaarassa(e) | —Turvassa(e)
Tapaa(l,h)

Tapaa(h,l)

Tapaa(l,e)

Tapaa(el)

—Tapaa(h,e)

—Tapaa(eh)
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TAVOITTEETI

O Osaat kirjoittaa annetulle predikaatille rijittavan tarkan

madaritelman, kun ldhtékohtana on joukko muita predikaatteja.

O Ymmarrat, mitd maaritelmien tdydellisyys tarkoittaa ja milla

tavalla epatdydellisyys tulee ilmi riittdvan tarkan maaritelman

tapauksessa.

O Tiedat, ettd taydellisten maaritelmien kirjoittamisesta tulee

hankalaa erityisesti rekursiivisten m33ritelmien tapauksessa.

Téaydellisten maaritelmien kirjoittamista ei edellytetd tentissa!
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PAIVAN PAHKlNAI

Matematiikassa puhutaan kehdmdaaritelmasta, jos kaksi asiaa
madritellddn toinen toisensa avulla. Talldin maaritelman sisalté j33

helposti epaselvaksi.

O Mieti, milld tavalla kehamaaritelmat tulevat esille, jos maaritelmii
kirjoitetaan predikaattilogiikan lauseilla.
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