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Luento 4: Klassiset todistusjirjestelmat

1. Hilbertin jarjestelma
2. Suppesin jarjestelma

3. Jarjestelmien vilistd vertailua
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1. HILBERTIN JARJESTELMAI

0 Tavoitteena on tuottaa joko patevia lauseita tai vaihtoehtoisesti
jonkin lausejoukon X loogisia seurauksia syntaktisesti.

O Aksiomia A1-A3 kdytetdan valitsemalla alilauseiksi a, 3 ja y jotkin
konkreettiset lauseet (aksioman ilmentyma).

0 Modus ponens -saanté mahdollistaa seurauksen 3 paittelemisen,
jos implikaatio o — [ ja sen ehto O on saatu muutoin paateltys.

Maadritelmad 5.2 Hilbertin todistusjarjestelma perustuu seuraaviin
aksiomiin A1-A3 ja modus ponens -pdittelysdantédn (MP):

Al: a— (B—o0) . a
A2 (a—(B—y)—((@a—B)—(a—y) MP: s
A3: (=B — —a)— ((-B—a)—P)
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Rajoitettu syntaksi I

O Hilbertin jarjestelm&ssa kdytetddn konnektiiveina ainoastaan

negaatiota (—) ja implikaatiota (—).

0 Muut lauselogiikan peruskonnektiivit voidaan lausua negaation ja

implikaation avulla seuraavasti:
a/\BE—‘—'(G/\B)Eﬁ(“ﬂ\/—!B)E—!(G—)—!B) (51)
avB=-—avp=-a—f
aeop=(a—=pArB—-a)=-((a—=B)—=B—0a) (53

Esimerkki 5.1 Lamppuesimerkin lauseet saadaan muotoon L — P,
PA\L—-K ~ =(P—-L)—K

ja vastaavasti (P — —K) — L. |

J
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Todistukset Hilbertin jarjestelmassa

Maaritelmad 5.3 Todistus lausejoukosta = C £ on jono 0y, ...,dp
(rajoitetun) kielen L lauseita siten, ettd kaikille i € {1,...,n} patee:

1. lause qj € Z, tai

2. lause a; on jokin aksiomien Al, A2, tai A3 ilmentym3, tai

3. lause 0 on voidaan p3atelld modus ponens -sdannolla joistain
jonon edeltdvistd lauseista aj ja ok = (aj — ;).

Maaritelmd 5.4 Lause @ on johdettavissa lausejoukosta Z Hilbertin
jarjestelmalla (merkitdan Z Fy @), jos ja vain jos on olemassa todistus

O1,...,0n lausejoukosta X siten, ettd @=ay.

Maaritelma 5.5 Lause @ on teoreema / todistuva Hilbertin
jarjestelmalla (merkitdan Fy @), jos ja vain jos Oty @.
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Esimerkki 5.6 Johdetaan B — C premissijoukosta {A,B— (A— C)}:

1. A

2. B—(A-C)

3. A-(BoA Al

4. B—A MP, 1, 3
5. B—-(A—=C))—((B—A —(B—C)) A2

6. (B—A)—(B—C) MP, 2, 5
7. B—=C MP, 4, 6

= {AB— (A—-C)}FuB—C

= {a—> (B—V),B}Fruna—y (edeltivi todistus yleistien). M

- J

(© 2008 TKK / Tietojenkisittelytieteen laitos

T-79.3001 LTP / Kevat 2008 Klassiset todistusjarjestelmat

4 N

Virheettémyys I

Viite 5.7 Jos lausejono a1, ...,0n on todistus lausejoukosta X
Hilbertin jarjestelmassa, niin X = a; kaikille i € {1,...,n}.

Todistus. Kaikki aksiomien A1-A3 ilmentymat ovat patevid lauseita.
Todistetaan viite taydelliselld induktiolla indeksin i > 1 suhteen.
e Perustapaus: i = 1.
Jos a1 on aksiomien A1-A3 ilmentymd, niin =01 ja Z = 0;.
Jos a1 € Z, niin £ |= a1 (looginen sulkeuma).
¢ Induktioaskel: i > 1.
Jos @i on aksiomien A1-A3 ilmentym3 tai O; € Z, niin X = q;.

Jos aj paateltiin modus ponensilla lauseista aj ja ok = (aj — a),
niin X = 0j ja X = aj — a; (induktiohypoteesi). Siis Z =a;. O

- J
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Taydellisyys I

Apulause 5.8 Kaikille lausejoukoille ~ C £ ja lauseille a,B € £,
>U{a} Fy B, jos ja vain jos ZHy o — B.

Apulause 5.12 Olkoon @€ L lause ja At(@) sen atomilauseiden
joukko, 4 C At(@) totuusjakelu ja Lit(2) = 2U{-A|Aec At(p)\ 4}.

1. Jos 4 |= @, niin Lit(4) by @.
2. Jos A B~ @, niin Lit(A4) Fy —@.

Teoreema 5.13 Kaikille rajoitetun synktaksin (konnektiivit =, —)
mukaisille darellisille lausejoukoille Z C L ja lauseille o€ L,

ZFH @, jos ja vain jos Z = @.

\_
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2. SUPPESIN JARJESTELMAI

O Suppesin luonnollisen paattelyn jarjestelmassa ei ole aksiomia,
mutta pdattelysdantdjd on varsin kattava valikoima:

MP (modus ponens): TT (modus tollendo tollens):
a—p a a—p -B
B —a
TP (modus tollendo ponens): Vaihtosaannat:
avVvp -0 KV:C(/\B DV:GVB
B BAa Bva
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Tuonti- ja eliminointisdannot

[0 Negaatioista, konjunktioista, disjunktioista ja ekvivalensseista
tehdain pdatelmiad tuonti- (T) ja eliminointisdinndilld (E):

KNT: KT: DT: ET:

a a B a a—B B—a
-0 aAB avp Bva a—p
KNE: KE: DE: EE:

-0 aAnp ava a<—B
a a B a a—B B—a
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De Morganin sdannot ja syllogismit'

[0 De Morganin sdaannoét liittyvat negaatioiden uudelleenjarjestelyyn
ja syllogismisdaannét implikaatioiden yhdistelyyn /soveltamiseen:

DM1: DM2: DM3: DM4.:
aAB —(aAB) avp —(avB)
—(—0V —B) -V -B (=0 A=B) —aA-B

HS (hypoteettinen syllogismi): DS (disjunktiivinen syllogismi):

a—B B—y avB oa—y B-—d
a—y yVo
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Ehdollinen ja epasuora todistaminen'

0 Tarkastellaan seuraavia p3ittelysaantoja:

ET: [q] ES:
B -B—aA-a
a—B B

O Ehdollisen todistamisen yhteydessa tehty apuolettamus perutaan,
kun implikaatio o — [ paatellddn sdidnnolld (ET).

O Epdsuora todistaminen (ES) perustuu vastaoletuksesta —f3
seuraavaan ristiriitaan o A -0, jolloin voidaan paatelld f3.
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Todistukset Suppesin jarjestelmdssa

Maaritelmd 5.15 Suppes-todistus lausejoukosta = C £ on jono
ai,...,0n kielen L lauseita, joihin liittyy apuolettamusten joukot
Ho =0 ja Hy,...,H, siten, ettd kaikille i € {1,...,n}:

1. Hi=Hi_1jaajez.
2. Hi=Hi_1U{a;} ja aj on uusi apuolettamus a; & Hi_1.

3. Hi =Hi_1 ja aj on piitelty muilla sdannailld (paitsi ET) jonon
aikaisemmista lauseista o (j <), joille H; C Hi_1.
4. Hi =Hi_1 ja 0j = aj jollekin jonon aikaisemmalle lauseelle o

(j <), jolle Hj C Hi_1.

5. Hi=Hi_1\ {0} ja aj =aj — aj_1 on saatu sdannslla ET
viimeisimmastd apuolettamuksesta oj (j <) ja lauseesta atj_j.
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Esimerkki 5.17 Osoitetaan {A\B— (A—C)}FsB—C:

1. A P Hi=0
2. B»(A—C) P Ho=0
3 B apuolettamus Hs = {B}
a. A-C MP 3,2 Hs = {B}
5 c MP, 1, 4 Hs = {B}
6. B—C ET, 3,5 He =0

todistukseen sisennyksid, jolloin joukot H; voidaan jattd3 pois.

\_

Huomio Apuolettamusten joukoista voidaan pitda kirjaa tekemall3
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Virhettomyys ja téiydellisyys'

Maaritelma 5.16

3 C £ (merkitddn Z s @), jos ja vain jos joukosta X on
Suppes-todistus a7y, ...,0, siten, ettd ap =@ ja H, = 0.

2. Lause @€ L on teoreema/todistuva Suppesin jarjestelmissi
(merkitddn Fs @), jos ja vain jos OFs @.

Teoreema 5.18 (Virheettdmyys ja tdydellisyys)
Kaikille darellisille lausejoukoille ~ C £ ja lauseille @€ L:

> ks @, jos ja vain jos Z = @.

\_

1. Lause @€ L on johdettavissa Suppesin jarjestelmailld lausejoukosta

Huomio Kaikki apuolettamukset on muistettava purkaa (Hp = 0)!
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3. JARJESTELMIEN VERTAILUAI

Esimerkki 5.19 Osoitetaan vield 1. E(B—C)
semanttisella taululla, ettd lause |
B — C johdettavissa lausejoukosta 2. TA

z={AB— (A—=C)}. 3 T(B—>|(A—>C))

I
4. TB*
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Klassisten todistusjarjestelmien piirteita

Hilbertin jarjestelma

+ Minimalistinen koneisto teoreemien tuottamiseksi.

— Lauseet esitettava implikaation ja negaation avulla.

— Yksittdisten todistusten ldytdminen voi olla vaikeaa.

— Hankala todeta milloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.
Suppesin jirjestelma

+ Paittelysdaantdjen laaja valikoima tukee erilaisten loogisten
paatelmien tekemistd ja todistusten I6ytdmista.

+ Lauseissa voi esiintyd kaikkia peruskonnektiiveja.

— Hankala todeta milloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.

\_
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Taulumenetelman piirteité'

+ Lauseissa voi esiintyd kaikkia peruskonnektiiveja.
+ Lauseiden syntaksi ohjaa paittelysdannén (taulusddnnét) valintaa.

+ Mikali lause ei ole todistuva/johdettavissa voidaan muodostaa
konkreettinen vastaesimerkki eli vastamalli 4.

+ Helppo toteuttaa tietokoneella (vaatii lineaarisen tilan).

— Menetelm3 ei ole mahdollisimman tehokas, vaikka tarjoaa hyvin
Idhtokohdan lauselogiikan paittelytehtavien toteuttamiselle.

O Semanttisia tauluja voidaan tehostaa lisddmalld taulusaantoja.

O Esimerkkind mainittakoon ns. cut-saantd, joka haarauttaa polun
jonkin vaittdman o suhteen (Ta ja Ea). Kdytettiva sddsteliddsti!

\_

J
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1. T(AVB)
I
2. T(AV-B)
I
3. T(-AVB)
I
4. T(-AV-B)
5. TAL — T 5. TBL
6. T-A3 6. TB® 6. TAZ 6. T-BZ
I PN PN I
7. EAS 7. T-A* 7. T-B* 7. T-A* 7. T-B* 7. EB®
| | | | <
8. EA” 8. EB” 8. EA” 8. EB”
X X X X
= Semanttisten polkujen lukuma&ira voi kasvaa eksponentiaalisesti
atomisten lauseiden lukum33rdidn nihden.

- J
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Jatkoesimerkki '
1. T(AVB)
|
2. T(AV-B)
|
3. T(-AVB)
|
4. T(-AV-B)
5 TA— TT~5.EA
~ ~ ~ ~N
6. T-AS 6. TB3 6. TAL 6. TB-
I PN % PN
7. EAS 7. TFA4- 7. TFB4~ 7. TAZ 7. TFBZ-
X X
8. EA” 8. EB"- 8. EB”
X X X
= Cut-sddnnon avulla taulu ja& hieman pienemmaksi.
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Klassisten jarjestelmien simulointi I

E|C E|C
T(A*) B) T(A~> B)
| |
T(B—C) T(B—C)

T T
RN /N
EA TB EB TC
< /N /N
EB TC EA TB

X X X X
“Modus ponens” “Modus tollendo tollens’
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TAVOITTEETI

O Ymmarrat, mitd perinteisesti tarkoitetaan todistuksen kisitteelld
(jono aksiomilla ja paittelysdannéilld tuotettuja lauseita).

O Tunnet erityisesti Suppes-jarjestelman paittelysdannot ja osaat
hyédynt33 niitd yksittadisten todistusten hakemisessa.

O Osaat kayttda erityisesti ehdollisen ja epasuoran todistamisen
periaatteita matemaattisissa todistuksissa.

O Tieddt semanttisiin tauluhin perustuvan todistusmenetelmian edut
verrattuna klassisiin todistusjarjestelmiin.
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PAIVAN P/'S.HKlNAI

Tarkastellaan konnektiiveihin — ja — rajoitettua lauselogiikan kieltd £
sekd seuraavia paattelysidntoja:

IE: IT1: IT2:
a B —a B
~@—Pp) a—B a—p
NE: NT: TA:
a =0 a—f -0 —
——a -a B

Onko naihin implikaation ja negaation totuusarvot laskeviin saantéihin
(IE, IT1-2, NE, NT), tapausanalyysiin (TA) ja ehdolliseen
todistamiseen (ET) perustuva menetelm3 virheetdn ja tdydellinen?

~
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