T-79.3001 LTP / Kevat 2008 Semanttiset peruskasitteet

Luento 2: Semanttiset peruskéisitteet'

1. Mallit ja toteutuvuus

Sisaltd

2. Patevyys ja vastamallit
3. Looginen seuraavuus
Looginen ekvivalenssi

Peruskasitteiden valiset yhteydet

A

Tietdmyksen esittamisesta

4 )

T-79.3001 LTP / Kevat 2008 Semanttiset peruskasitteet

-

Esimerkki 3.4 Olkoon ? = {P,L,K}. Laaditaan lamppuesimerkin
lausejoukolle £ = {-P — —L,P — (L < K)} C L totuustaulukko:

PlL|k|-P|lL[Poal|Lok][PoLoK ]
T|T E
T|T|E|E|E T E E
TIE|T|E|T T E E
TIE|E|E|T T
E(T|T|T|E E T T
E[(T|E|T|E E E T
E|E|T|T|T E
E|E|E| T |T T
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1. MALLIT JA TOTEUTUVUUSI

Maidritelmd 3.1 Totuusjakelu 4 C P on lauseen @ € L malli, jos ja
vain jos 4 = @ (eli lause @ on tosi totuusjakelussa 2).

Esimerkki 3.2 Totuusjakelut 41 = {A}, 4> = {B} ja 43 = {A B} ovat
malleja lauseelle AV B, mutta 44 = 0 ei ole. [ |

Maadritelma 3.3 Totuusjakelu 4 C P on lausejoukon X C £ malli
(merkitddn 4 |= Z), jos ja vain jos 4 |= @ kaikille lauseille € %.

Lausejoukon X mallien joukko Mod(Z)={A2C P | 4 | Z}.
O Olkoon At(¢) lauseen @ atomisten lauseiden joukko.

O Selvitettdessa lauseen @ € L malleja voidaan rajoittua
totuusjakeluihin 4 C At(g) C 2.

0 Vastaavasti lausejoukolle 2 C £, At(Z) = Uges At(@).

4 N
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= Malleja ovat 41 = {PL,K}, 2o ={P}, A3={K} ja A4 =0.
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Toteutuvuus I

Maaritelma 3.5 Lause @€ L (tai lausejoukko Z C L) on toteutuva,
jos ja vain jos ainakin yksi totuusjakelu 4 C P on sen malli.

O Toteutumattomalla lauseella/lausejoukolla ei ole yhtdan mallia.

O Toteutuvuutta voidaan tutkia lauseelle @ € £ (vaihtoehtoisesti
lausejoukolle X C £) laaditusta totuustaulukosta.

Esimerkki 3.7 Lausejoukolle Z = {AVB,AV-B,-AVB,—-AV —B}:

(alB|-a[-B|AvB|AV-B|-AVB|-AV-B|

T|T|E|E E
T|E|E| T E
E|T|T|E E
EIE|T|T | E
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Rajoiteohjelmointi I

Esimerkki 3.8 Tarkastellaan oheisen kuvan mukaisen kartan
varittamista kolmella eri varilla siten, etta vierekkaisilla alueilla on eri
varit. Oheiset lauseet kuvaavat kolmivaritystd vastaavat rajoitteet:

4 Jokaiselle alueelle i varin valitsevat lauseet:
RVViVS,
3 S(RAV), 2(VAS) ja ~(SAR).
1 9 Jokaiselle alueparille (i, j) (i < j) rajoitteet:
“(RAP), =(ViAV)) ja ~(SAS)).

Totuusarvojakeluja (mallikandidaatteja) on yhteens3 212 = 4096 kpl!

\_

Lausejoukko on toteutumaton = kolmivaritys on mahdoton. [ |
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Patevyyden tutkiminen I

O Patevalle lauseelle @ € L muodostettuun totuustaulukkoon tulee
lauseen @ sarakkeen jokaiselle riville totuusarvo T.

Esimerkki 3.11 Ovatko AAB — A ja AVB — A pitevii?

A|B|AAB|AAB—A|AVB|AVB—A
T|T| T T T
T|E| E T T
E|IT| E T
E|E| E E T
=—> AAB— Aon pitevd, mutta AVB — Aei (4= {B}). |
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2. PATEVYYS JA VASTAMALLITI

Maiaritelma 3.9 Lause @€ L on patevd (merkitdan = @), jos 4 = @
kaikille totuusjakeluille 4 C P.

Esimerkki Olkoon ? = {A} ja L vastaava kieli. Lause AV —-A€ L on
patevd, koska AV —A on tosi totuusjakeluissa 41 =0 ja 4o = {A}. B

Vastamallit: Tarkastellaan mielivaltaista lausetta Q€ L:
O Jos =@ niin 4 |= @ kaikille totuusjakeluille 4 C 2.
O Muutoin }£ @ eli 16ytyy totuusjakelu 4 C P siten, ettd 4 [~ @.

Jalkimmaisessd tapauksessa kutsumme totuusjakelua 4 vastamalliksi
(tai vastaesimerkiksi) lauseen @ patevyydelle.

\_

J
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3. LOOGINEN SEURAAVUUS I

Maaritelmd 3.12 Lause @€ L on lausejoukon X C £ looginen
seuraus (merkitddn Z = @), jos ja vain jos 4 = @ kaikille 4 € Mod(Z).

Viite 3.17 Jos lause @€ L on pateva (eli = @), niin Z = @ mille
tahansa lausejoukolle Z C L.

0 Vastamalleja kdytetddan myds loogisen seuraavuuden yhteydessa:

Jos 2 [~ @, lausejoukolla X on malli 4 siten, ettd A4 [~ @.

O Loogista seuraavuutta voidaan tutkia lausejoukolle ZU {a}
(tai ZU{—0}) muodostetusta totuustaulukosta.

\_
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Esimerkki 3.16 Tutkitaan, onko lause =LV K looginen seuraus
lamppuesimerkin lausejoukolle ¥ = {P — (L < K),-P — —L}:

Pl |-P|lL[-Po-l|Lok|PoLeK) [-LvK]
T|T|T|E|E T T T
T|T|E|E|E T E E E
TIE[T|E|T T E E T
T|IE|E|E|T T T T
E|T|T|T|E E T T T
E|IT|E| T |E E E T E
E|E|[T| T |T T E T
E|E|E| T |T T T T
— I E-LVK. u
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Loogisten seurauksien ominaisuuksia'

Mairitelmd 3.18 Lausejoukon Z C £ loogisten seurausten joukko on
Cn(Z)={pc L|Z 09}

0 Loogisten seuraavuuksien joukko on aina dareton.

O Lausejoukkon Cn(Z) voidaan pitdd joukon loogisena sulkeumana,

koska operaatiolla Cn(-) on sulkeumaoperaattorin ominaisuudet.

Viite 3.19 Mille tahansa lausejoukoille %, X1 ja 2, patee:

1. ZCCn(2).

2. Jos 1 C 2, niin Cn(Z1) C Cn(Z2) (monotonisuus).

3. Cn(Cn(X)) =Cn(%) (sulkeuma).

\_
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4. LOOGINEN EKVIVALENSSI I

Maaritelmd 3.20 Lauseet @€ L ja Y € L ovat loogisesti ekvivalentit

Semanttiset peruskasitteet

(merkitddn @= ), jos ja vain jos kaikille totuusjakeluille 4 C P pitee:
AE@ <= AE=\.
Viite 3.22 Kaikille g W € £, o=y < Mod({e}) = Mod({Ww}).

Esimerkki 3.24 Tutkitaan, ovatko A— B ja =B — —A ekvivalentit:

A|B|-A|-B|A—-B|-B—-A
T|T| E E T T
T|E| E T E E
E|T| T E T T
E|E| T T T T

(© 2008 TKK / Tietojenkésittelytieteen laitos

T-79.3001 LTP / Kevat 2008

4 N

Lausejoukkojen tapaus'

Maaritelmd 3.27 Lausejoukot 21 C £ ja 2y C L ovat loogisesti

Semanttiset perusk3sitteet

ekvivalentit (merkitadn 23 = Xp), jos ja vain jos kaikille totuusjakeluille
AC P pitee: A2 — AEZ.

Viite 3.28 Kaikille 1,5, C £, 21 =%, <= Mod(Z;) =Mod(Z3).

O Viite 3.28 antaa tavan verifioida ekvivalenssi 21 = 2.

O Toinen mahdollisuus on suorittaa lauseiden ristiintarkistus:
1. todetaan, ettd X3 = 07 kaikille lauseille 05 € 25 ja

2. todetaan, ettd 2, = 03 kaikille lauseille 01 € Z3.

O Totuustaulukoilla nAm3 menettelyt ovat jokseenkin samat.
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Esimerkki 3.29 Kirjoitetaan lamppuesimerkin jarjestelmaille
vaihtoehtoinen miaritelmd ¥’ = {L - PPAL — K,PAK — L}.
lPlL|k|L=P|PAL]PAL=K|PAK|PAK L]

T(T|T T T
T|T|E| T T E E T
TIE[T| T E T T E
T|E|E E E
E|T|T| E E T E T
E|T|E| E E T E T
E|E|T E E
E|E|E E E

= Mod(¥) =Mod(Z), £ =% ja Cn(Z') =Cn(2). |
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5. PERUSKASITTEIDEN VALISET YHTEYDETI

Kaikille lauseillle @, € £ ja lausejoukoille ~ C L:

Viite 3.33 =Y <= Eo—Uy

Viite 3.34 Eo << o=AV-A

Viite 3.35 EQo < 00

Viite 3.36 {O1,..., 00} EO <= EF@A--Ah— @
Viite 3.37 =@ <= ZU{~@} on toteutumaton.
Seurauslause 3.38 | =@ < —@ on toteutumaton

0 Edelld esitetyt yhteydet mahdollistavat lauselogiikan
paattelyongelmien viliset muunnokset.

~
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6. TIETAMYKSEN ESITTAMISESTAI

O Jokainen lausejoukko Z maarittdd joukon Mod(X) malleja, eli
totuusjakeluja 4, joille patee 4 |=Z (siis 4 = @ kaikille ¢ € Z).

O Mallien joukko Mod(Z) puolestaan m&&raa loogisten seurauksien
joukon Cn(Z) = {@€ LI} @} =Nacmoaz){®€ L | A ¢}

O Atomisten lauseiden joukkoon P perustuvia lausejoukkoja = C L

voidaan olennaisesti maaritells 22” erilaista.
Esimerkki 3.39 Lamppuesimerkin lausejoukolle
={-P--LP—-(LoK)}CL
todettiin mallit 43 = {P,L,K}, 4o = {P}, A3 ={K} ja 44 ={}.

Esimerkki 3.40 Lamppuesimerkissa lausejoukon Z loogisten
seurausten joukko on Cn(X) ={-LVK,L—PAK,-PVP...}.

~

J
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Tietdmyksen esittdmisen perusongelma on rajata mallien joukko
sopivilla lauseilla siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

O L3htdkohtana olevan tyhjan lausejoukon © malleja ovat kaikki
totuusjakelut. Taten Cn(0) on patevien lauseiden joukko.

O Lauseiden lisadminen karsii mahdollisesti mallien joukkoa ja
kasvattaa loogisten seurausten joukkoa (monotonisuus).

O Asritapauksena X voi tulla ristiriitaiseksi eli toteutumattomaksi
(liikaa vaatimuksia), jolloin Mod(Z) =0 ja Cn(Z) = L.

Esimerkki 3.43 Lamppuesimerkissid X £ L <> K, mutta lisidm3lla
lause P saadaan ZU{P} =L < K. Sen sijaan lausejoukko
ZU{L,PVK} on ristiriitainen/toteutumaton.

\_
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TAVOITTEETI

O Ymmarrat mallin kdsitteen sekd mallien roolin tietdimyksen
esittdmisessd (kytkentd mallien ja kuvattavan jarjestelman valill3).

O Hallitset semanttisten peruskasitteiden toteutuvuus, patevyys,

looginen seuraavuus ja looginen ekvivalenssi maaritelmat.

O Tiedat, miten vastaavat loogiset paattelytehtivat ovat
suoritettavissa totuustaulukkojen avulla.

O Osaat tarvittaessa suorittaa loogisten paattelytehtavien valisia
muunnoksia (esim. ajatellen toteutuvuustarkistimen kdyttda).

0 Osaat todistaa peruskisitteitd koskevia yksinkertaisia vaittdmia.
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PAIVAN P/'S.HKlNZ\I

Olkoon L atomisten lauseiden joukkoon P perustuva kieli.

O Olkoon Z C £ lausejoukko, jolla on yksikasitteinen malli eli
Mod(X) = {4} jollekin totuusjakelulle 4.

O Todista alla annettu viite, jonka perusteella kaikille @ € L, joko
@€ Cn(Z) tai @€ Cn(X) (muttei molemmat; vrt. vdite 2.11).

O Anna vastaesimerkki lauseeksi @, jonka perusteella
lamppuesimerkille laaditulla maaritelm3lld ei ole tdtd ominaisuutta.

Viite Jos Mod(Z) = {4}, niin kaikille lauseille o€ £,
1. peCn(Z) <= AE=09ja
2. 29eCn(Z) < A 0.
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